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1 Grundbegriffe

1.1 Einfaches Kommunikationsmodell

Stérung
Noise |
Nachricht Signal Signal
Quelle Sender 9 Kanal 9
: : ana
ource Message Transmitter . Channel .

1.2 Klassifizierung von Signalen

Empfanger Nachricht

Receiver

Message

[e.e]
Energiesignal: E= [ |z(t)]?dt < oo
— 0o

T/2

Leistungssignal: P = lim — [ |z(t)]*dt <
T—o0 —T/2

Stochastisch: z(t) =777 Verlauf zuféllig

x(t)

Zeitdiskret: x(t) ist definiert bei z(n - T)
(t)

\ “H‘r t
l“vw

Amplitudenkontinuierlich: z(t) =y mit y € R

(1)
V\ /

Quantisiert: z(t) =y, mit y, e KC Z

Analog: Zeit- und Amplitudenkontinuierlich

t)

a(

)

Reellwertig: z(t) =y mit y € R

Komplexwertig: z(t) =y mit y € C
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1.3 Amplituden und Leistungen
e Signale in der Nachrichtentechnik sind oft dimensionslos und normiert (|z(¢)| < 1).
e Von grosser Bedeutung sind in der Nachrichtentechnik:
— Zeitliche Verdnderung des Signals
— statische Eigenschaften des Signals
— der Vergleich mit anderen Nutz- oder Storsignalen

1.3.1 Leistung und Effektivwert

Effektivwert (Root Mean Square RMS): Leistung:
1 T/2 T/2 2 periodisch 2, 2
= = im — 2 P= lim — z(t)|° dt = Cn
TrMS = VP Tlggonff/Q |z ()| dt o _ff/2| (t)] n§w| |

e Der Effektivwert ist ein Amplitudenwert aber ein Mass fiir die Leistung des Signals.

e Der Effektivwert ist in der Nachrichtentechnik oft wichtiger als der lineare Mittelwert oder die Spitzen-
werte eines Signals.

Crest-Faktor: Verhéltnis zwischen Spitzenwert und Effektivwert (Scheitelfaktor) c— || pi:
hohes C'  —  grosser Amplitudenbereich mit wenig Signalleistung —  schlecht " ZRMS

1.3.2 Logarithmisches Mass fiir Leistungsverhaltnisse

Oft werden die Leistungen zweier Signale miteinander verglichen. Dabei wird {iblicherweise eine logarithmische
Skala verwendet, um grosse Messbereiche abdecken zu kénnen.

P,
Leistungsverstarkungsfaktor: |k, = 10 -log; <Px) [ky] = dB mit P, als Referenzleistung
'
Leistungsverstirkungsfaktor mit Effektivwerten: Wichtig:
2 Mit Dezibel vergleicht man Leistungen, nicht
TRMS TRMS 1L De g gen,
kp =10 - logyg < fM > =20 - logy < > Amplituden!!!
"RMS "'RMS

Dezibel-Verhaltnisse:

Leistungsverhéltnis | Amplitudenverhéltnis

Referenzpegel aus der Praxis:

20dB 100 10 dBW | 0dBW =1W
10dB 10 V10 dBm | 0dBm = 1lmW
6dB 4 2 dBV | 0dBV = (1V)?/R,s
gzg ? \f DBV | 0dBuV = (14V)2/Ryey
_3dB 1/2 1/v32 Bei Span.I.lung.spe'geln muss der Referenzwider-
_6dB 1/4 1/2 stand beriicksichtigt werden.
~10dB 1/10 1/v/10 ;IFl'fTeC.hI,“; Hres (;)05(29
—20dB 1/100 1/10 CELOMIE: Soref =
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1.4 Fourierreihe und Fouriertransformation

1.4.1 Fourierreihe S.1

Die Fourierreihe spaltet ein beliebiges periodisches Signal in seine Harmonischen auf.

Trigonometirsche Form

27

wo T
2 T

a0 = gm(t) dt
2 T

an = = - [ 2(t) - cos(nwot) dt
T %
2 T

by, = = - [ z(t) - sin(nwot) dt
T 5

o]
z(t) = % + 21 ap, cos(nwot) + by, sin(nwot)
n=

Harmonische Form Komplexe Form
o 00 '
x(t) =co + Z Cn cos(nwot — (pn) x(t) = Z cpeinwot
n=1 n=—oo
2w o
Wy = — oo = 2T
0 T 0 7
ao 1 T »
60:? anf'gl‘(t)'ejnwotdt
—ib
Cn = \/m Cp = %
pn, = arctan | — Cpy=1
(0799 2

1.4.2 Fouriertransformation S.2

Die Fouriertransformation ist die Erweiterung der Fourierreihe fiir Energiesignale.

Xw) = [ a@)-edvtdt
s |

() = — [ X(w) &*dw
27 —L

1421

Satz von Parseval:

Eigenschaften der Fouriertransformation S.3

B= [ 1f0Pdt=5- [ IF@)Pd

Linearitat:

af(t)+Bg(t) o—e aF(w) + B G(w)

Ahnlichkeit:

f(at) o—e iF (f)

o] e

Verschiebung im Zeitbereich:

f(t £tg) o—e F(w)etivho

Verschiebung im Frequenzbereich:

f(t) et oo F(w F wp)

Zeitumkehrung:

f(=t) o—e F(-w)

Modulationssatz

f(t) cos(wot) o—e 3 [F(w —wp) + F(w + wp)]

f(t) sin(wot) o—e % [F(w — wo) — F(w+ wo)]

Vertauschungssatz(Dualitét):

f(t) o—e F(w)

F(t) o—e 27 f(—w)

Ableitung im Zeitbereich:

Ableitung im Frequenzbereich:

IO o (G Fw)

dtn ()
A" F (W
" f(t) o—ej Ao

Integration im Zeitbereich:

I 1@yaro—e o) (L +70(0))

Faltung im Zeitbereich

F@) kgt = ] J0)glt —7)dr o—s F(w)- Gle)

Faltung im Frequenzbereich

F(2) - gt) o—e 5 F(w)x G(w) = 5= | F(r)Fw—7)dr

2m o

Tabea Méndez
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1.4.3 Wichtige Fouriertransformierten-Paare

Impulsfunktion: Sinus und Cosinus
5(t) o—e 1(w) cos(wot) o—e 7 (d(w — wo)+ d(w + wp))
1(t) o—e 276(w) sin(wot) o—e —jm- (6(w —wp) + d(w + wp))

Periodische Signale

00 ) 00
S oepedm0t oo 27 ST ¢ §(w — nwp)
n=—o00 n=—o0

Spektrum Einton-Winkelmodulation:

§ cn - cos((we + nwp,) - )  o—e i‘é en [0(w — (we + nwp)) + 3w + (we + nwn,))]

n=—oo n=—oo

1.5 LTI-Systeme s.24

Begriff Beschreibung Zusiatzliche Bemerkungen
Eindeutige Zuordnung von Ausgang (Wirkung) | Ubertragungswege (Leistungen), Filter,
und Eingang (Ursache) Verstérker

System

2(t) y(t) SISO-, MIMO-, SIMO- und
—— System [(——
MISO-Systeme
Superposition:
Linearkombination am Eingang ruft azq(t) + Bap(t) = aya(t) + Buyp(t) ‘

Linear entsprechende Linearkombination am z(t)=0—=y(t) =0

Ausgang hervor RLC-Netzwerke
(lin. DGL mit konst. Koeff.)
Zeitliche Verschiebung des Eingangs ruft x(t —ty) = y(t —ty)

Zeitinvariant | identische zeitliche Verschiebung am
Ausgangs hervor. RLC-Netzwerke
Wert am Ausgang héngt von gegenwértigen y(t) = f{z(t —to)}

Kausal
und/oder vergangenen Werten am Eingang ab. | alle realen Systeme

z(t h(t t

Zeitbereich y(t) = h(t) =* xz(t) (T ) (T ) y(i )

i X(w) H(w) Y(w)

Frequenzbereich Y (w) = H(w) - X(w)

LTI-System kausal = h(t)=0 fir ¢<0

1.5.1 Verzerrungen von Systemen S.26

Gilt fiir den Amplituden- und Phasengang: ‘ |Hw)=a und 6(w)=—tp ~w‘
ist das System verzerrungsfrei.

Ansonsten werden Signale, die durch das Ubertragungssystem geschickt werden verzerrt (Amplituden- und
Phasenverzerrungen).

Tabea Méndez 8
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1.5.2 Filter s.27

Ideale Filter sind akausal und daher nicht realisierbar!

In der Praxis entsteht immer ein Kompromiss zwischen:

Filterflankensteilheit
Déampfung im Sperrbereich

Flachem Frequenzgang im Durchlassbereich

Filter Abk.
Tiefpassfilter lowpass filter LPF
Hochpassfilter | Highpass filter | HPF
Bandpassfilter | bandpass filter | BPF
Bandsperrfilter | bandstop filter | BSF

Linearitat des Phasenganges

Bandbreite von Tiefpass- und Bandpassfilter
[ H (w)]

[H (w)]

SN

1.5.3 Quadraturfilter, Hilberttransformation S.29

Das Quadraturfilter ist ein Allpassfilter, d.h. die Amplituden sémtlicher Frequenzen bleiben unverdndert und
nur die Phase wird modifiziert.

Das Quadraturfilter ist ein —90° Phasenschieber: ‘H(w) = —j sgn(w)

1 1 <
2(t) = x(t)x — = = z(7) dr
Definition Hilberttransformation: i T ol —T
X(w) = Xw)-Hw) = —j-sgnw)-X(w)
1.6 Multiplexingverfahren
Deutsch Englisch Abkiirzung | Anwendung Schaum
Zeitmultiplex Time Division Multiple Access TDMA GSM, DECT, ISDN | S.100
Frequenzmultiplex | Frequency Division Multiple Access | FDMA UKW-Radio S.52
Codemultiplex Code Division Multiple Access CDMA UMTS, GPS
Raummultiplex Space Division Multiple Access SDMA parallel-Leitungen

Tabea Méndez
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2 Amplitudenmodulation (AM) sa3

Bei der Amplitudenmodulation formt (moduliert) das Nachrichtensignal die Amplitude des Tréagersignals (car-
rier). Dies ist im einfachsten Fall eine Multiplikation:

e Trigersignal (carrier): A - cos(wet)
e Nachrichtensignal (message signal):  m(t) _ _

oder normiert ma(8)] < 1 ze(t) =m(t) - Ac - cos(wet) = Ac(t) - cos(wet)
e Moduliertes Signal: Ac(t) ~mf(t)

2.0.1 Frequenzmischer, Frequenzmultiplex

Durch Multiplikation eines Signals z(t) mit cos(wot) verschiebt sich dessen Spektrum X (w) nach twy:

X(w) Xmod(w)
2(t) - cos(wot) o—e %X(w — wp) + %X (w + wo) NA N/ N/

| 2 N I

Frequenzmultiplex: Mit Frequenzmischern verschiedener Frequenzen wg, wi, wa, ... konnen mehrere band-
beschriinkte Basisbandsignale parallel und stérungsfrei iiber denselben Ubertragungskanal gesendet werden.

Idealer wére eine zusétzliche Marge von ca. 10%, d.h. Abstéande von ca. 10kHz bei minimalem Abstand von
9kHz, um Emfpangsstérungen zu minimieren.

2.1 DSB: Doppelseitenband-AM (DSB-SC: Double-Sideband Suppressed-Carrier Modulation)

S.44
2.1.1 Modulation

Mixer Power Amplifier m(t)
< N oss
S — A, >
m,(t) o—e
cos(w,_t) I/ \
VAR
A A
xpsp(t) = m(t) - Ac-cos(wet) o—e Xpspw) = — M(w —we) + — - M(w+ w;)
M) 2 2 2
A(D)
zps () Xpsn(w)
Bandbreite X (w) = 2 - Bandbreite M (w)
Amplitude X (w) = 1/2 Amplitude M (w)
| o ,\{/l l\{/] (wenn A, =1)
w
¢ —We | We
We > Wi

DSB-SC ist linear, aber nicht zeitinvariant! Trotzdem wird AM oft als lineare Modulation bezeichnet
Grund: DSB-SC und ordinary-AM wird Spektrum nur verschoben).

2.1.2 Demodulation

Y (w)]
yMixer(t) yTp(t)
- X P P> TP
Xpsa(t)
cos(w_t) N | | N
| | | |
—2wWe —We We 2w, “

A, ¢

YMizer(t) = xpsp(t)-cos(wet) o—e  Yiiger(w) = 9 Mw)+ —  [M(w —2w.) + M (w + 2w,)]
Ac

yrp (t) = TIrp [yMiJ:eT (t)] o—e YTp(w) = ? . M(w)

Tabea Méndez 10
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Das DSB-Signal wird mit einem sogenannten synchronen Demodulator oder koharinten Demodulator
zuriickgewonnen. Weicht die Frequenz oder die Phase des domodulierenden, lokalen Tragers von deren, des ur-
spriinglichen Trégers ab, so ergeben sich Abschwichungen im demodulierten Nachrichtensignal.

Auswirkungen einer Phasenabweichung um ¢: yrp(t) = fm(t) cos(—yp) = ?m(t) cos(p)

A
Auswirkungen einer Frequenzabweichung um Aw: |yrp(t) = {m(t) cos(Awt)

2.2 AM: Gewohnliche-AM (Ordinary Amplitude Modulation) S.45

Die der gewohnlichen AM wird dem Nachrichtensignal m(t) vor der Multiplikation mit dem Trégersignal noch
ein DC-Anteil dazugegeben: x sy (t) = Ac - [Am + m(t))] - cos(wet) mit |m(t)] < A,

2.2.1 Modulation

| M (w)] pe Mixer Power Amplifier

[A\ Xault)
cos(a_t) I/

.
Xanr(@) = 2 M- o) + Mo+ o))
w) = W — We W+ we
ean(t) = A (1+ 10 mn(t))-cos(wet) o AM 2
A‘(rt) +7mA: 0w — we) + §(w — we)]
xanm(t) DC-Anteil: Carrier verschwindet im

Frequenzbereich nicht.
Modulationsindex p: 0 < p < 1

H [\I/‘ [\I/‘ p > 1: Ubermodulation!
; Bandbreite X (w) = 2 - Bandbreite M (w)
W\ﬂ} U U \/ U U \} U U —Iwc | wlc W Amplitude X (w) = 1/2 Amplitude M (w)

(wenn A, =1)

Gewoshnliche AM ist nicht linear (wegen beigefiigtem DC-Anteil) und nicht zeitinvariant!
2.2.2 Demodulation N
e Kohérente Produktdemodulation wie bei DSB. D L
Xl ) C y(t)

e Enveloppendemodulation mit Hiillkurvendetektor (einfachste Technik)

Bedingungen fiir Enveloppen-Demodulation

e Enveloppe (Umbhiillende) darf nicht unter Null fallen!
Ac(1+ pmy(t) >0

e Modulationsindex: 0 < p < 1 _~Z
= > 1 Ubermodulation! VALY \/ !

e Optimale Zeitkonstante RC des Enveloppen-Detektors:
B < 75 << fe By,: Bandbreite von m(t)

2.2.3 Effizienz / Wirkungsgrad

Unter der Effizienz 1 der gewohnlichen AM versteht man das Verhéltnis von der Signalleistung Ps der beiden
Seitenbénder zur Gesamtleistung P, des AM-Signals.
A? A2 A%%P P. P, —P u’P,
Po="¢ und P="C+4+""" — 5=2"= <= =
e=5 md =ty y2) 2) 1+ 2P,

Maximale Effizienz (u = 100%) betragt nur n = 33%. Bei u = 50% sind es noch bescheidene n = 11.1%.

Tabea Méndez 11
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2.3 SSB: Einseitenband-AM (Single-Sideband Modulation) S.47

DSB-AM und Gewo6hnliche-AM haben redundante Information im oberen und unteren Seitenband.
Bei Single-Sideband Modulation (SSB) wird nur ein Seitenband iibertragen.
=  Komplexere technische Implementierung

2.3.1 Modulation

Phasenmethode:

Xgsg(t) —Wm ¥Ym
T USB: - | X (w)] [LSB | X (w)] [USB
e /| N N /|
Xpseat) I | I w | | ! w
—We We —We We
xssp(t) = m(t) - cos(wct) F m(t) - sin(wet) o—e My (w—we) + Mz (w + we)
m(t) o—e M(w)
W(t) o—e  —jsgn(w) - M(w) = —jMy () + jM_(w)
m(t) - cos(wet) o—e  F[M(w—w)+ M(w+ w.)]
m(t) - sin(wet) o—e %j(—j)[MJr(w —we) — My (w~+we)] + %(])[M_ (w—we) — M_(w+ we)]
= %[_MJr(W —we) + M_(w —we) + My (w + we) — M_(w + we)]
zysp(t) o—e  Mi(w—we)+ M_(w+ we)
zrsp(t) o—e  M_(w—w.)+ Mi(w+ we)
Filtermethode:
e Filter unterdriickt das unerwiinschte Seitenband eines DSB-Signals.
= Sehr hohe Anforderungen an Filtersteilheit!
2.3.2 Demodulation
Koharente Demodulation ist erforderlich!
Y (w)]
yMixer(t) yTp(t)
— > X P P TP
> cos(w_t) USBN\]LSB | . LSBN\_ ] USB
! 1 1 1
—2wWe, —We We 2w, “
1 1
YMizer(t) = xssp(t)-cos(wet) o—e  Yiriger(w) = 3 M(w) + 3 My (w — 2we) + M= (w + 2w,)]
1
yre(t) = Trp[ymicer(t)] o—e Yrplw) = 5 -Mw)
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2.4 VSB: Restseitenband-AM Vestigial-Sideband Modulation S.49
Restseitenband-AM ist eine Kompromisslosung zwischen:

e Bandbreiteneffizienz von SSB (1.25 x Bandbreite von SSB)

e Einfacher technischer Realiserung von DSB (keine extremen Anforderungen an Filtersteilheit)
2.4.1 Modulation

e Entweder Upper (USB) oder Lower (LSB) wird auf Restseitenband reduziert.

e Xysp(w) hat 1.25 x Bandbreite und die halbe Amplitude des Basisbandsignales M (w)

M (w)| Filtermethode
| Xvsp(w)l e Filter dampft eines der Seitenbédnder zum Restseiten-
aell QN
P e e Filterkurve mit folgende Bedingung erfiillen:
) Wm Y —We | we ‘H(w + we) + H(w — w.) = konstant ‘ fir |w| < wp,

2.4.2 Demodulation

Kohirente Demodulation ist erforderlich!
Demodulation Erfolgt gleich, wie bei SSB-AM.

2.5 QAM Quadratur—AM Quadrature Amplitude Modulation S.64-3.15

Gleichzeitige Ubertragung von zwei Basisbandsignalen im gleichen Frequenzband aber mit zwei orthogonalen
Tragersignalen (cos(w.t) und sin(wet))

Nachteil: technisch aufwindiger als DSB-AM

Vorteil: ebenso hohe Bandbreiteneffizienz wie SSB-AM

2.5.1 Modulation / Demodulation

Modulator: Demodulator:

Xosm1(t) | My (w))| |Ma(w)]
m,(t) m,(t)
I I W I I
.—+ Xaau () —wm| Wm —wm| Wm
[ X (w)]
+
sin(w _t) M T M
¢ Xpsgalt) I | I A
mz(t) mz(t) _wc wC
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3 Winkelmodulation (FM/PM) s.s

Bei der Winkelmodulation formt (moduliert) das Nachrichtensignal die Phase des Trégersignals (carrier).

zo(t) = Ae - cos(wet + () = A - cos(6(t))

+ Bessere Storfestigkeit

Vergleich mit AM: _ Hoherer Bandbreitenbedarf

Phasenmodulation (PM):

M t Ph bweich
m(t) ~ Phasenabweichung zum zeu () ‘ ?f)lef ]jne? (?)sena WeIeimS
Referenztrigersignal. LA
Momentane Frequenzabweichung
zpu(t) = Ac - cos(wet + (1)) | () = kp-m'(t)]
p(t) = kp-m(t) I t Momentane Frequenz
kp = Phasenhubkonstante [rad] ‘Wc +¢'(t) = we + kp-m/(t) ‘

Frequenzmodulation (FM):

m(t) ~ Frequenzabweichung zum e (t) Momentane Phasenabweichung
Referenztriagersignal. o(t) = kg - [ m(r)dr
xppm(t) = Ac - cos(wet + ¢(t)) Momentane Frequenzabweichung
/ e .
o) = k- [ m(r)dr () = ke -m(t)
O (1) = kp - m(t) t Momentane Frequenz
‘wc+<,0’(t) :wc—l—k‘p-m(t)‘

kr = Frequenzhubkonstante [rad/s]

3.1 Aquivalenz von PM und FM

PM und FM konnen dquivalent realisiert werden (mit zusétzlichem Integrator oder Differenziator)

PM — PM PM

Modulator Demodulator |
m(t) m(t)
d/dt | FM FM >} I I

Modulator Demodulator

PM PM

-[ | Modulator Demodulator[ ] d/dt 1

m(t) m(t)
Mogmator —— FM Dem':.:;lulatorgl_>
3.2 Spektrum der Winkelmodulation s.70
xPM/FM(t) = AC . Re [ej(th—"_Lp(t))] e AC . Re [ejwct . e]go(t))]
2 3 n
. . p=(t L2 (t Pt
= Ac-Re[eJ Ct-<1+J80(t)— 2(!)—j 3(!)+...—|—j n(')>]
2 3
= A.- [cos(wct) — o(t) sin(w,t) — (pQ('t) cos(wet) + = (t) sin(wct) + ]

X ()] e Trigeranteil von A, - cos(w.t) bei w,
’_D%_‘ e Weitere Spektralanteile von ¢™(¢) um w,. herum gruppiert
| w w e PM/FM sind nicht-lineare, d.h. exponentielle Modulation
—We c
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3.3 Kleinhub Winkelmodulation NarrowBand Angle Modulation S.70

Kleinhub Winkelmodulation wenn: ’\cp(t)\ <<1 — Praxis: [p(t)| < 0.2‘

Dann gilt: rnp_pm/FM(t) = Ac - cos(wet) — Ac - p(t) - sin(wet)

Demodulation: mit kohérentem Produktedemodulator —  zyp_par/rar(t) - (—sin(wet))

3.3.1 Spektrum

| M (w)]
| XnpPu (W) | XnBrm(w)]
AV N2 0 i N7 O S IS
.AckP
Xnppu(w) = A [(0(w = we) +0(w +we)] + 75— - [M(w —we) = M(w+we)]
Akp
Xnpru(w) = Aem - [§(w — we) + 0(w + we)] + m M (w - we) = M(w + we)]

Vergleich AM und NP-PM: Qualitativ gilt fiir die Amplitudenspektren |X anr(w)| = | Xnppam(w)]

3.4 Grosshub Winkelmodulation wideBand Angle Modulation S.71

Grosshub Winkelmodulation @ |¢%(t)]...|¢™(t)| nicht mehr vernachliissigbar!
wenn: e Im Frequenzspektrum treten Anteile ~ m™(t) auf

o xpy/rar(t) ist zu m(t) ausgepriagt nicht linear.
p(t)] > 1 > oy

Formale Berechnung des Spektrums geht nur fiir Spezialfille.

3.4.1 Einton Grosshub-Winkelmodulation

Phasenmodulation (PM) | Winkelmodulation (FM) Modulationsindex:
Eintonsignal: | mpy(t) = Ay, - sin(wp,t) mpnm(t) = Ap, - cos(wit) 3= Aw
o(t) = kp - A, - sin(wpmt) o(t) = ke - Am - $in(wpnt) i
—— Wm Ist nur fiir Einton-Signale
Pr Br definiert!

3.4.2 Spektrum Einton-Winkelmodulation Tabelle S.324

zsr(t) = Accos(wet + Bsin(wmt)) = Ac- > Jn(B) - cos((we + nwp,) - t) Jn(B): Bessel-Funktion erster Art
n=—oc n-ter Ordnung

o) | Eigenschaften:
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3.5 Bandbreite s.71

3.56.1 Bandbreite Einton-Winkelmodulation

Theoretisch: oo - Bandbreite

Praktisch: J,(8) ~ 0 fiirn > 8+1 = |Wpypy =2-(B+1) wn (enthélt 98% der Signalenergie)

Bandbreite B Eintonphasenmodulation Eintonwinkelmodulation
W = 2rn-B
= 2.(B+1)-wnm ‘WPM—Q-(kP-Am‘Fl)-wm‘ ‘WFM—Q'(kF'Am—i—wm)‘

(W] = [rad/s]; [B] =Hz

Bpy ~ kp Bry ~ kr
Bpy ~ Am Bry ~ Am
Bpyr ~ wm, Kleinhub-FM (Aw = kp - Ay, << wp,): W~ wyy,

Grosshub-FM (Aw = kg - Ay >> wp): Wooe wpy,

3.5.2 Bandbreite fiir beliebige m(¢)

Sy (D+1)- Wy =2 (Aw+ W) Kleinhub (D << 1 bzw. Aw << Wy,)
Wenypm =2 - W
. Aw
Hubverhéltnis: D = W Grosshub (D >> 1 bzw. Aw >> W,,)

Wpar =2+ Aw ~ Wi,

Maximaler Frequenzhub: Aw [rad/s]
Wen =2 - Aw(= konst.)

Bandbreite von m(t): W, = 2w B,, [rad/s]

3.6 Realiserung s.72 coslog) l
3.6.1 Realiserung Kleinhub Winkelmodulation ) .+ —)
znppm(t) = Ac- (cos(wet) — kym(t) -sin(wet)) | Ac=1 [oo’] )

= cos(wct) — kpym(t) - sin(w.t) ain (0.4 T
k, m(t) <
3.6.2 Realiserung Grosshub Winkelmodulation gbay
Indirekte Grosshub Winkelmodulation:
1. Kleinhub Modulator:
nBpM = cos(wct + kp - m(t)) wobei k, - m(t) << 1
2. Frequenzmultiplikation um Faktor n:
xwppM = cos(n - wet +n - ky - m(t)) wobei n - ky - m(t) >> 1

3. Mixer:
Tréagersignal zu w, scheiben (Multiplikation mit n kompensieren) ohne das Multiplikation mit der Phasee
n - ky - m(t) verdndert wird.

4. Loop:

Eventuell Punkt 2 und 3 mehrmals wiederholen, wenn Verstirkung n (bzw. n?,n?

, ...) noch zu klein ist.
Direkte Grosshub Winkelmodulation:

e Verdnderung der Oszillatorfrequenz mit Hilfe einer Steuerspannung (Voltage Controlled Oszillator, VCO)
—  Steuerspannung ~ m(t)
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3.7 Demodulation s.74

3.7.1 Demodulation mit Phase Locked Loop (PLL)

Der Phase-Detector ermittelt die Phasendifferenz zwischen

Xep(t)
= Phase | XD dem Oszillator und dem FM-Signal und regelt die Frequenz
@ || Detector des Ostzillator so, dass die beiden Phasen iibereinstimmen.
Damit entspricht die Regelspannung gerade dem gesendeten
vCO Nachrichtensignal.
0] Loop PM: z4(t) ~ m'(t)
) . FM: z4(t) ~ m(t)

3.7.2 Demodulation mit Frequenz-Diskriminator

Die Amplitude des Ausgangssignals eines Frequenz-Diskriminator ist protortional zur Momentanfrequenz des
Eingangssignals. —  y4(t) = kq - ¢'(t)

PM: ya(t) = ka - kp - m'(2)

FM: yq(t) = kq - kg - m(t)

3.8 FM-Empfinger

Clipped FM . , __ PMafirDiferentator
T A
J H” "(‘|'J|J|' L,,W\ IR i%;”\”l ‘iH '\U’ fli ol I
802 | | ~ |/ A 7-0,2 j ! \‘ \//‘ ‘
AT =AU
;6.2 015 01 -0.& A 005 01 015 02 ;6—2 015 01 -005 ""g[‘] 005 01 015 02
Xey () I . . L ()
srptr Lo cungos T oponteorl || Enore (Y5
, Received FM , Regenerated FM
EZ; %:f AL A
% | r.(\ A AL LA %azl,”\h j—“\’#l[.L’.\\ M‘JI» !HW‘
H ] M [l‘ 1| U M s t X 7
LTV 4. T
EM EM \H\“}“(J‘l‘} h”’,” "\‘I ‘/Jd
3z o5 o o el o5 o1 015 o2 b2 015 o1 008 wlg OB 01 of5 o2
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4 Digitale Signale s.90

0010 1010 1111
> Sampler Quantizer Encoder 1101 0001 1010
; {hZ\_/! (Abtastung) > (Quantisierung) > (Codierung) 0001 1010 1110

e Abtastung = Zeitdiskretisierung (endliche Anzahl Werte pro Zeit)

e Quantisierung = Amplitudendiskretisierung (mit endlich vielen Bits darstellen)
e Codierung = Bit-Codes (Definition, welches Bit welchem Amplitudenintervall entspricht)
e Digitalisierung = Abtastung und Quantisierung
Vorteile der Digitalisierung
Ubertragung: - stérungsfreie Ubertragung (bis zu 100%).
- Einsparung von Bandbreite (geeignete Datenreduktion).
Speicherung: - Einheitliche, kostengilinstige Speichermedien.
Verarbeitung: - Signalverarbeitung, die fiir Analogtechnik unrealisierbar war, wird ermoglicht.

Datenschutz: - Kryptologische Methoden fiir Geheimhaltung, Urheberrechtsschutz, Integritit etc.

4.1 Abtastung s.o1

4.1.1 Ideale Abtastung S.91

Im Zeitbereich:

() 51, (1) g
() 1 p— -7
LT bt L1t
| t T t T ¢
ma(t) = mit)-or.(1)
= m(t)'n§m5(f—“Ts> mit  op(t)= S 6(t—nTy)
— 5 mL) ot - nTy) T

Im Frequenzbereich:

‘M(W)| wséws (W) |M8(w)|
>|< Ts —
INRTIT [T ATATIVATAN
M) = 5o M) s (s -8, ()

= %M(w)*(ws' i d(w — nws)) -

w, e mit  ws -0y, (W) =ws Y, d(w — nws)
= 3 n:Z_OOM(w) % 0(w — nws) n=—o0

1 o0
= T n:z—oo M (w — nws)
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4.1.2 Rekonstruktion von m(t) aus my(t)

Rekonstruktion mit Tiefpassfilter:

Hrp(w) e—o hyp(t) m(t) = mg(t) * hrp(t)
i S sin(w.t
Tsrecty, (w) e—o sin(wet) = < >, m(nTy)-o(t — nTs)> * (cet)
¢ wct n=—oo wct
& ' t —nTy))
We 1 — Ts . Sln(wc( s
Eckfrequenz: f. = 9r = oT, ngm m(nTy) we(t — nTy)
Verstarkungsfaktor: k = T
4.1.3 Natural Sampling S.92
mas(t) |Mns(w)l
o -7 () 1; |t <«
, N recty(t) =
I RV 1A 0 >
_C | A N | | /A
! t ! | ! w
TS T —Wg Ws
) = m@) - t_ ot — T
mavs(t) mit) n:z—oo rectr/2(t —nT.) mit ¢ T sin(nws(7/2))
1 =+ ————
Mpys(w) = Mw) x* S en - 0(w — nwy) T nws (7/2)

T
Rekonstruktion: Bei der Rekonstruktion muss das Signal nach dem Tiefpassfilter noch mit dem Faktor —

-
multipliziert werden, um die Dadmpfung wieder aufzuheben.
4.1.4 Flat-Top Sampling (Sample & Hold) $.93
mgsr(t)
[Msn(w)| msp(t) = ms(t) *  recty,/o(t)
N 1’_ - _\\ I:_ - _\\ . T
N [ \ SN | 5 W
/\l/\'l\l/\-- Msp(w) = My(w) - Ts- %
| | w 5 w

4.1.5 Abtasttheorem S.91

e Das Eingangssignal muss bandbeschréinkt sein, damit es Aliasingfrei abgetastet werden kann
|[M(w)|=0 fir w>27B,

e Wenn keine Uberlappunng herrscht, kann das Nachrichtensignal m(t) mit einem idealen Tiefpassfilter
(Eckfrequenz 27 f. = ws/2) wieder herausgefiltert werden.

Nyquist-Shannonsche Abtasttheorem (fiir Basisbandsignale): 2By, < ws/2

Nyquistrate: fy =2 By, [Hz] Samplingfrequenz: f, [Hz]
Nyquistfrequenz: fy = % [H =] Nachrichtenfrequenz: f,, [Hz]
Nyquistintervall: Ty = ﬁ [Hz] Nachrichtenbandbreite: B,, [H ]

4.1.5.1 Subsampling

Fiir Bandpasssignale kann die Samplingrate teilweise tiefer gewdhlt werden (als das Abtasttheorem vor-
schreibt), ohne dass dies zu Uberlappunngen in wiederholten Spektrum fiihrt.
Rekonstruktion mit geeignetem Filter und evtl. noch einem Mixer, der es zur Mittenfrequenz f,. zuriickschiebt.

Bandpass Sampling Theorem:

fu Hochster Frequenzanteil des Bandpasssignals
2 fu < I < 2 fi l<n< fu fi: T 1efstejr Frequenzanteil des Bandpasssignals
n n—1 fu— 11 fs: Samplingfrequenz

n € Ng:  Subsampling-Faktor
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4.1.5.2 Oversampling

Bei Oversampling interpoliert ein digitaler Signalprozessor (DSP) Zwischenwerte und berechnet so zusétzliche
Samples, um die Samplingrate vor der D/A-Wandlung zu erhéhen.

. o sin(we(t — nTp)) . Ws
Berech der Zwisch te: t) = T t ==
erechnung der Zwischenwerte: | m(t) nzwm(n 0) oot —1T0) mit  we =

Vorteile:

- TP-Filter kann einfacher realisiert werden — viel kleinere Anforderungen an Filtersteilheit
- Signal wird originaltreuer rekonstruiert

Ohne Oversamping

Xs(t) [Xs(w |

! / \.iif

/ \/
T TS tis]
f =w/2m [kHZ]
Mit Oversamping

Xos(t) [Xos(w) |

L /

\
/
Tl tis]
f =w/2r [kHZ]

4.2 Quantisierung s.93

4.2.1 Gleichférmige Quantisierung S.93

Skalierung von m(t): Imn(t)] <1
Wortlange der Samples:  n Bits
Quantisierungsintervalle: L = 2"
Intervallbreite: A=2/L =21
Quantisierungsrauschen:
Fehlersignal ¢.(nTs): Abweichung vom effektiven zum quantisierten Wert
charakteristik von weissem Rauschen = gleichverteilt im Intervall [-A/2...A/2]

Maximaler Fehler: —A/2 < q(nTs) < AJ2

1 A2 A2

qe A_Af/2Qe Ge 192

Signal-Rausch-Verhéltnis:

e Signal wird maximal ausgesteuert mit |m(t)|maz = 1 s _
e |m(t)| ist iiber Intervall [—1..1] gleichverteilt N Pe A2/12

4.2.2 Ungleichformige Quantisierung S.95
e Bei gleichformiger Quantisierung ist IV konstant — Verschlechterung der SNR bie tiefen Signalpegeln
e bei Sprachsignalen herschen kleine Pegel vor (nicht gleichverteilt im Intervall [—1..1])

e Quantisierungsintervalle A sind fiir kleine Signalpegel klein und fiir grosse Signalpegel grosser
— SNR wird verbessert
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4.3 Delta-Modulation s.o7

e Analoges Signal durch Folge von kleinen Treppenstufen (Hohe A) abbliden.

e Bei jedem Sample geht es hinau +A oder hinunter —A (bleibt nie flach)

e Diese Information +A kann als binédre Zahlenfolge abgespeichert, iibertragen oder weiterverarbeitet

werden. Delta-Modulation mit Integrierer
fsl
m(t) m(t) +©_> B ma(t) K. I L Tifpass | YO
- Modulator Demodulator
m(t)
ko
t Delta-Modulation mit Summierer
fsl
L _| |_| |_| m(t)_;O—> —— ma(Y) A.Z my(t) Tiefpass Ly
|_| |_| | t h Modulator Demodulator
E— — m(t)
A.Z <!

Schrittweite A

Zu grosses A:  Hohes Quantisierungsrauschen

Zu kleines A:
Amin:

Integrierter Wert kann Eingangssignal nicht mehr folgen

T > |max. Steigung des Eingangssignals|
S

Durch hohere Sampelrate (kleineres Ts) kann A, verkleinert werden

1 A

2 _
2A _£ qe dQe -

A2

3

Quantisierungsrauschen Pje=N=—

Adaptive Delta-Modulation:

e Durch raffinierte Codierung kann der Empfinger die Anderungsrate des analogen Signals aus dem binéren
A-Signal ermitteln.

e hohe Anderungsrate des analogen Signals — Schrittweite A erhéhen
kleine Anderungsrate des analogen Signals — Schrittweite A verkleinern.

e "Hybride” Verfahren: Anstatt nur 1 Bit wird die Schrittweite A mit 2...4 Bit/Sample codiert

4.4 Delta-Sigma Modulation

Bei der Delta-Sigma Modulation toggelt das Signal immer zwischen dem maximalen und dem minimalen Wert
hin und her. Es wird versucht mit der Maximal-Aussteuerung die mittlere Amplitude zu korrigieren.

Tiefpassfilter: Mit dem Tiefpassfilter wird der Mittelwert
zwischen diesen extremen Aussteuerungen rekonstruiert.

Delta-Sigma Modulation im Zeitbereich:

Quantisierungsrauschen: Spektrum des Fehlersignals

befindet sich zum grossten Teil im Frequenzbereich, der [
durch das Tiefpassfilter bei der Rekonstruktion unterdriickt ..
wird.
Delt-Sigma Modulator: {
f 0.5
l
O[T o e ol s
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4.5 Leitungscodierung s.99
Unipolar NRZ (Noreturn-to-Zero):

L 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 ]
) T
1_ I : I I I : I
—

e

Mark = 1; Space = 0

(De)Codieraufwand sehr klein
Taktriickgewinnung ohne zusétzliche Codierung
unsicher

DC-Freiheit sehr schlecht, viel DC-Anteil

e Bandbreitenbedarf mittel

NRZ-Inverted (NRZI):

| 1 | O | 0 | 1 | 0 | 1 | 1 |
wt)y 0
g s s S
e
e Mark = Amplitudenwechsel;

Space = kein Amplitudenwechsel

e (De)Codieraufwand gering

e Taktriickgewinnung ohne zusétzliche Codierung
unsicher

e DC-Freiheit sehr schlecht, viel DC-Anteil

e Bandbreitenbedarf mittel

Bipolar RZ (Return-to-Zero):
L0 0 10 1
l’b(t) 1

e Mark = 1 (nach halber Bitzeit 0);
Space = -1 (nach halber Bitzeit 0)

e (De)Codieraufwand mittel

o Taktriickgewinnung sehr gut

e DC-Freiheit vom Verhéltnis Mark/Space abhén-
gig

e Bandbreitenbedarf grosser als NRZ

Manchester Code

I1 0 O
xb(lt)~’—
_1JF T

Mark = 1—-1; Space = -1—1
(De)Codieraufwand mittel
Taktriickgewinnung sehr gut
DC-Freiheit sehr gut
Bandbreitenbedarf héher als NRZ

1 0 1 1

O F

minl
UL

L]

Bipolar NRZ (Noreturn-to-Zero)

[ 1 [ 0 [ 0 [ 1 [ 0 [ 1 [ 1 [
wt)y 0
1 | T
-1 Tl : | 1 | : 1 ¢
e Mark = 1; Space = -1

(De)Codieraufwand sehr klein
Taktriickgewinnung ohne zusétzliche Codierung
unsicher

DC-Freiheit vom Verhéltnis Mark/Space abhén-
gig

e Bandbreitenbedarf mittel

Unipolar RZ (Return-to-Zero):
1 0 0 1 o0 | 1 |

(11

1
zp(t) |

4 Jf r
Mark = 1 (nach halber Bitzeit 0); Space = 0
(De)Codieraufwand gering
Taktriickgewinnung besser
Folgen heikel)

DC-Freiheit sehr schlecht, viel DC-Anteil
e Bandbreitenbedarf grosser als NRZ

-~

als NRZ

(Space-

Alternate Mark Inversion (AMI):

1 0 0 1 0 1 1
wlt)y o
I ]
RN S B

Mark = £1; Space = 0
(De)Codieraufwand mittel
Taktriickgewinnung besser
Folgen heikel)

e DC-Freiheit sehr gut
Bandbreitenbedarf mittel

als NRZ

(Space-

Unipolar: +1 oder 0
Bipolar: +1,-1 oder 0
Level-Codierung: Amplitude = Bitwert

Invertierte Codierung: Amplitudenwechsel = Bitwert

Binér: 2 Signalformen fiir 2-wertiges Symbol
Pseudoternér: 3 Signalformen fiir 2-wertiges Symbol

Ternér: 3 Signalformen fiir 3-wertiges Symbol
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4.6 Bandbreitenbedarf von Pulse-Code-Modulation-Signalen (PCM) bei
Basisbandiibertragung s.101

Der Bandbreitenbedarf ist nicht als explizite Zahl berechenbar. Er ist abhéngig von:
e Wertigkeit der Symbole (Anzahl Bits pro Symbol)
e Leitungscodierungsart

4.6.1 minimaler Bandbreitenbedarf im Bindren Fall

bindrer Datenstrom als Folge von Samples iibertragen (Abtastung von m(t)).

Samplingrate: fs>2-Bn,
Bitrate: n- fs>2n- By F)

1 I S R S N R
minimale Bandbreite: Bpoy = 3 n-fs>n- By T ! ! * T ! ) T
effektiver Bandbreitenbedarf: ‘Be > Bpcym >n - By, ‘

(weil es keine idealen Filter gibt)

4.7 Intersymbol Interferenz (ISI) s.101

e Wenn digitale Signale mit Recheckimpulsen dargestellt werden, miissen die Pulse verbreitert werden, um
Bandbreite zu sparen.

e Verarbeitung fithrt zu Uberlappunng benachbarter Pulse — Intersymbol Interferenz
o Interferenz + weitere Storungen = Bitfehler beim Empfanger
e Bereich fir korrekte Entscheigungsschwelle wird verkleinert (vertikale Augenéffnung)
Massnahmen gegen Intersymbol Interferenz
e Abtastzeitpunkt muss vom Empfinger optimal gewéhlt werden (horizontale Augenoffnung)
e Sendepulse so wihlen, das sich das Auge maximal 6ffnet:
— Zum Abtastzeitpunkt soll keine Interferenz der Nachbarsymbole vorhanden sein.
— Synchronisation mit Empfanger — Vergrosserung des Storabstandes — verringerung der Bitfehler.
4.7.1 Erstes Nyquist-Kriterium

Wenn erstes Nyquist-Kriterium erfiillt ist, kann Intersymbol-Interferenz eliminiert werden.

Im Zeitbereich Im Frequenzbereich

S h(n-T)-5(t—n-T) = ho-5(t) % _f; H<wn2T”>:ho

n=—oo

hoth® ot @)
L /bﬁ\ LYY TX ><—w

________ o o —ws/2 ' ws/2
. . 1 1 ‘ '
e Signal muss mit f; = =T abgetastet werden. | e Das Spektrum muss Summiert konstant sein.
S
. . 1
e Minimale Bandbreite: By = o7 = %
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4.7.2 Zweites Nyquist-Kriterium

e Das Augendiagramm soll nicht nur beziiglich der Amplitude, sondern auch beziiglich der Zeitachse ma-
ximal gedffnet sein.

e Zusitzlich zu den Nullstellen bei nT muss die Impulsform h(t) auch Nullstellen haben bei:

:|:§T; :|:§T; :I:ZT;
2 2 2

e Von der Gruppe der Raised-Cosine Pulsen erfiillt nur derjenige mit Roll-off Faktor @ = 1 das zweite
Nyquist-Kriterium

4.7.3 Raised Cosine Pulse S.103

h(t) = 1 [sin(Wt) cos(aWt) Roll-of-Faktor o : 0< a; 1
T wi 1 — (2aWt/m)? W = halber Symbolrate: W = T
1 0<|wf <(1—a)W
H(w) = 1 [1 — sin ( " (|| — W))] (1-a)W < |w| < (1+a)W Bandbreite: B — 5 . (1+a)
2 2aW = = 5
0 14+ )W < |w|
I 7'y ; ; sl 18 =100
05
0
5
1F
05
0
5
1F
05
1]

-2 0 2 4 B 8 10 12 14 16 18
15 T T T T T T T T T
mit)
1+ o.=0.00 —
05k /\- / -
i} A‘\_/' \//—\,\/ =l -
05 I ! U | | | | ! ! !
-2 0 2 4 B 8 10 12 14 16 18
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4.8 Bindre Ubertragung mit Tragersignal s.104

Ubertragung des Signals in einem Hochfrequenten Ubertragungsband:

Vorteile: Physikalische Anpassung an Kanal, Frequenzmultiplexing méglich, Erhéhte Storfestigkeit

Binéres Nachrichtensignal schaltet Tragerparameter zwischen zwei definierten Zustdnden um. Es dndert die
Amplitude (ASK), die Phase (PSK) oder die Momentanfrequenz (FSK).

Amplitude Shift Keying (ASK):

T M
V\/UUU vV UW V\/V\ft

0 1 0 1 1 0

e Symbolwert = Amplitude des Tragers
e Bindr: Mark = Aj; Space = Ay

Binary Phase Shift Keying (BPSK):

rBpsk(t)

e Symbolwert = Phasenlage des Tragers
e Binir: Phasen um 7 verschoben:
Mark = 0; Space = =«
e DSB-SC Modulation mit bipolarem NRZ-Signal

Frequency Shift Keying (FSK):

rrsK(t)

Symbolwert = Frequenz des Trégers
Binér: Mark = fi; Space = fo

tion von OOK-Signalen

NRZ-Signal — kleinere Bandbreite

Gaussian Minimum Shift Keying (GMSK)

Phasenspriinge erlaubt: Bildung durch Kombina-

keine Phasenspriinge: Frequenzmodulation mit

On-Off Keying (OOK):

T

Ay

e Symbolwert = Amplitude des Trigers
e Binér: Mark = Ay; Space = 0
e Amplitudenmodulation mit unipolarem
NRZ-Signal.
Differential BPSK (DBPSK):

zpBPSK (t)

e Symbolwert = Phasenwechsel des Tragers

e Binéar: Mark = Phasenwechsel;
Space = kein Phasenwechsel

e Mark und Space kénnen nur mit zuséatzlicher Syn-
chronisation unterschieden werden

e Hohere Fehlerrate: Doppel- statt Einzelfehler

e DSB-SC Modulation mit bipolarem NRZI-Signal

Minimum Shift Keying (MSK):

sk (t)

= integrierter Phasenabweichung

(n+1)-T

f Agp(t)dt

e Binir: Mark = E ; Space = — 5

e Mark- und Space51gnal sind zueinander orthogo-
nal — Bitfehlerrate kleiner

e Symbolwert

zum Trager:

e Siche "Ubertragung von digitalen Signalen auf Trigersignal” Folie 9.
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4.9 Aquivalente Basisband-Darstellung von Bandpasssignalen

Ein Bandpasssignal kann als Basisbandsignal aufgefasst werden, welches zur (positiven) Tragerfrequenz + f,

hin verschoben wird.

l‘Bp(t) = Re [xBB(t) . ejwct] |
= af(t) - cos(wet) — b(t) sin(wet)

xpp(t) = a(t) + jb(t)

Xpp(w) symmetrisch zu w. = xpp(t) Reell
Xpp(w) asymmetrisch zu w. = xpp(t) Complex

4.9.1 Basisband-Darstellung

Wenn das Nachrichtensignal ein rechteckiges Signal ist, beschriankt sich die Basisband-Darstellung auf einzelne

Werte in der komplexen Ebene.

2-wertiges

OOK-Signal
Jb(t)

2-wertiges

BPSK-Signal
Jb(t)

a(t) a(t)

PSK-Signal (QPSK)

22_wertiges

Jb(t)

a(t)

23_-wertiges
PSK-Signal (8-PSK)

7b(t)

4.10 Quadrature Amplitude Modulation (QAM)

QAM-4 kann mit zwei bipolaren NRZ-Signalen realisiert werden, welche den cos-Tréger und den (negativen)

Ty duli . ‘
sin-Trager modulieren 7b(t) = X
N cos(m t
QAM-4: cinfachste Konstelletion alt) % (@
(identisch mit QPSK) 2 +
. . X gam(t)
P ———
‘Eé -270° +
QAM-16: QAM-32: QAM-64: z *-sin(m f)
ib(t bt ib(t & ¢
SR e it X
a(t) | e e o) | reeeeeee alt)

4.10.1 Gray-Codierung von QAM

Bitfehler entstehen, wenn bei beeintrachtigtem
Empfang falsche Amplitudenwerte decodiert wer-
den. Dabei ist es am Wahrscheinlichsten, dass ein
benachbartes Feld detektiert wird.

Durch den Gray-Code kénnen mehrfache Bit-
fehler vermieden werden (zwischen Nachbarn
andert nur 1 Bit).

Linear Codierung
jb(t)

[ J [ J
1011 1111

[ °
0011 0111

° [

1010° 1110 a(t)
° )

1001 1101

) ° ° [ )
0000 0100 1000 1100

2 Bitfehler bei Fehldetektion
1 Bitfehler bei Fehldetektion

Gray-Codierung
Jb(t)

[ °
1110 1010

° [
0010 0110

° ° [ ) °
0000 0100 1100 1000

1 Bitfehler bei Fehldetektion
2 Bitfehler bei Fehldetektion
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4.10.2 Pulsformfilter zur QAM-Modulation

Rechteckige Signale im Basisband — hoher Bandbreitenbedarf im Basisband — doppelt hoher Bandbreiten-
bedarf im Ubertragungsband!

Um im Ubertragungsband weniger Bandbreite zu belegen, Bandbreite im Basisband mittels Puls-
formfilter reduzieren.
e Bandbreite gezielt minimieren
e Intersymbol Interferenz (ISI) zum Abtastzeitpunkt verhindern wie im Basisband (Kapitel 4.7.114.7.3
e geeignete Pulsformfilter: Raised-Cosine Filter

4.10.2.1 Gefilterte Uberginge:

Wird QPSK mit einem bandbeschrinkten QAM-Modulator realisiert, fiihrt ein Ubergang zu einem gegeniiber-
liegenden Punkt zu einer Durchquerung des Ursprungs. Dadurch verschwindet der Trager kurzzeitig.

— Abrupte Leistungswechsel fiir Sender

— schwierigere Synchronisation fiir Empfanger

QPSK mit o = 1 QPSK mit o = 0.75

F s

Raised-cosing Filter

Raised-cosing Filter
phl =075

v

4.10.2.2 Filterung mit Offset

Das Durchlaufen des Ursprungs wird vermeidet, indem die Bitwerte auf den orthogonalen Trégern nicht gleich-
zeitig, sondern um die halbe Bitzeit T'/2 versetzt wechseln (Offset QPSK).

— Ubertragene Bits werden doppelt so oft ausgewertet (allerdings jeweils nur ein Signalteil).

— Andert nichts an der Bandbreite (Modulation des cos- und sin-Triger bleibt gleich)
Offset QPSK mit a =1 | Offset QPSK mit a = 0.75

& o
Pa\sedﬂ—cnsme Filter
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5 Wahrscheinlichkeitsrechnung s.12s

5.1 Zufallsexperiment

Ein Zufallsexperiment ist ein wiederholbares
Experiment mit einem zufélligen Ergebnis.

Wiederholbares Experiment
{

Versuchsausgang (zufilliges Ergebnis)

!
Ereignis ist eingetreten (A € A) oder nicht (A € 5)

Begriffsdefinitionen:
Begriff ‘ Modell ‘ Bemerkungen ‘ Beispiel Wiirfel ‘
Elementarereignis A einzelne Versuchsresultate A= {5}
Ergebnisraum S alle moglichen Versuchsausgénge S =11,2,3,4,5,6}
Ereignis A C S | bestimmte Gruppe von Versuchsausgéngen | gerade Zahl: A = {2,4,6}
sicheres Ereignis S tritt immer ein S =1{1,2,3,4,5,6}
unmogliches Ereignis | tritt nie ein 0={}

5.2 Laplace Experiment

Ein Experiment mit endlich vielen Elementarereignissen, _ . N
welche alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. §={ Ao A, A — PN) ==
5.3 Verkniipfung von Ereignissen

Begriff Modell Grafik Begriff Modell Grafik

Komplementéares o Disjunkte Ereignisse 9

L A=S5\A ANB=10
Ereignis A A B A B
.. S S

Vereinigung von AUB @ Sicheres Ereignis S

Aund B A

Durchschnitt von o Unmogliches 9

ANB . 0={}
Aund B A Ereignis

5.4 Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist eine Funktion P(A), welche jedem Ereignis A C S eine reelle Zahl

zuweist.

P(A) = lim 2

n—oo N

Axiome der Wahrscheinlichkeit P(A):

e 0<P(A)<1
e P(5)=1

o P(AUB) = P(A) + P(B)

5.4.1 A-priori- und A-posteriori-Wahrscheinlichkeit °

A-priori-Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit aufgrund eines physikalischen

falls A und B disjunkt sind °

Gesetzes oder eines Modells zuweisen.
Bsp: Minzwurf, Wiirfelwurf, Zahlenlotto

na : Anzahl Ereignisse A bei n Experimenten

weitere Eigenschaften von P(A):

o P(0)=0

e P(A)=1- P(4)
P(A\B)=P(A)— P(ANB)
e P(AUB) = P(A)+P(B)—-P(ANB)
P(A)<P(B) falsAcCB
A-posteriori-Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit empirisch (experimentell) ermit-
teln.
Bsp: Umfille, Gewinnchancen, bedingte W’keiten
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5.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt unter der Annahme, dass Ereignis B eingetroffen ist.

S — []
P(ANB s H T
P(A|B) = PANB) Bsp. HIV-Test: |1 7| Test T positiv |
P(B) - E— L]
P(H|T)
5.5.1 Abhidngige und Unabhingige Ereignisse
Unabhingige Ereignisse:
Zwei Ereignisse A und B sind statisch unabhéngig, wenn gilt: S A
\P(ANB) = P(A)- P(B)|
P(A|B)=P(A) und P(B|A)= P(B) B lAnB
= Es kann nicht vom einen Ereignis auf das Andere geschlossen werden.
Abhingige Ereignisse: S A
P(A|B) bzw. P(B|A) andert sich je nach Bedingung B bzw. A /
= Es kann vom einen Ereignis auf das Andere geschlossen werden. ZlAN B
5.6 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
.. - . o it S
Wenn Ay, ..., A, disjunkte Ereignisse sind und Zgl A; = S dann gilt ] />
n n @A\//\
P(B) = ;:1 PlAinB) = z‘:21 P(BlA:) - P(A) Ar| Az | Az [ Aa | As | As
5.7 Satz von Bayes
PuE) = TS 2 Py =TE0E S 1 f f
P(B|A;) - P(A;
P(A|B) = P(BJA) - P(4) B AR B > P(B|A;j) - P(4;)
P(B) j=1

5.8 Zufallsvariabeln

Eine Zufallsvariable X () ist eine Funktion, die jedem Ergebnis A; eine reelle Zahl zuweist.

S A2
° AT 1\ e {Kopf}
o ° <\ Bsp. Miinze:  X(\) = { A € 1ROP
>\7Ir J—
XOw) X000 X ()

5.8.1 Zweidimensionale Zufallsvariabeln

Die zwei Zufallsvariabeln X (\) und Y ()\) weisen jedem Ergebnis \; des Ergebnisraums S zwei reelle
Zahlen zu. Diese zwei Zufallsvariabeln konnen voneinander &bhéingig oder unabhéngig sein.

Bsp: Priifungsnote und Erfolgserlebnis der Studenten.
5.8.2 Funktionen von Zufallsvariabeln

Durch anwenden einer Funktion auf eine Zufallsvariable entsteht wiederum eine Zufallsvariable.

Zufallsvariable Y: |Y = g(X) & Zufallsvariable X: | X = h(Y) =g (Y)

Bsp: Priifungsnote als Funktion der Punktzahl, Bitwerte als Funktion der Amplitude
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5.9 Statistische Kennwerte

5.9.1 Erwartungswert

Der Erwartungswert entspricht dem linearen Mittelwert pu.

E[..] Diskrete ZV Kontinuierliche ZV
X E[X] =3z px(zi) E[X]zjfo z- fx(x)dx
Y = g(X) EY] = ¥ o) - px (@) Bl = ] o) fx(a)dr
Z=g(X,Y) | EZ)= X Y gleny) -pxv(aiyy) | BlZl= | [ gle.y)- fev(a.y)dedy
i g —00 —00
EX+Y] = E[X]|+E[Y]
Rechenregeln: Elc-X] = c¢-E[X]
E[X-Y] = E[X]-FE[Y] wenn X,Y unabhingig

5.9.2 n.-Moment, (k,n).-Moment und Korrelation

Diskrete ZV Kontinuierliche ZV

mp, EX" =Y 2} px(z;) my, = E[X"] = f " fx(z)dx

My, || E[XMY"] =32 aby) - pxyv (@i y;) | E[XFY"] = f f 2k yn - fxy (z,y) de dy
i o1

—00 —0O0

Korrelation: ‘mn = E[XY] ‘

mi1 =FE[XY]=0 = X undY sind orthogonal zueinander!

5.9.3 Varianz und Standardabweichung und Kovarianz

Die Varianz Var(X) = 0% und die Standardabweichung ox sind Masse fiir die Abweichung einer Zufalls-
variable von ihrem Erwartungswert (Mittelwert).

allgemein Diskrete ZV Kontinuierliche ZV
Var(X) || 0% = E[X?] — BIX]* | 0% = L(ai — E[X])* - px(2i) | ok = [ (z — E[X])*- fx(2)da
Rechenregeln:
Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y) wenn X, Y unabhéngig
Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y) wenn X, Y abhéngig
Var(c-X) = - Var(X)
Var(X-Y) = Var(X)-Var(Y)+Var(X) - E[Y]?+ Var(Y) - E[X]?
Kovarianz: | Cou(X,Y) = oxy = E[XY] = E[X]- E[Y] = mu — pix - py |

oxy =0 = X und Y sind unkorreliert (unabhéingig)!

Korrelations-Koeffizient: p(X,)Y)=pxy = IXY lpxy| <1
ox Oy
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5.10 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
5.10.1 Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion ist definiert als: ‘ Fx(x) =P(X <x) ‘
Sie hat folgende Eigenschaften:
Fx(—00)=0
o 0< Fy(zx) <1 * Fx(=o0)
e Fiy(oo)=1

e Fx(a) < Fx(b) fir a<b
x(a) < Fx(b) e [Fx(z) ist monoton wachsend

5.10.2 Wabhrscheinlichkeitsmassefunktion und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Wahrscheinlichkeitsmassefunktion: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

Die Héhe der Treppenstufen der Verteilungsfunktion Die Steigung der Verteilungsfunktion an der Stelle x
ist ein Mass fiir die Auftretenswahrscheinlichkeit 1St ein Mass fiir die Auftretenswahrscheinlichkeit von

der Werte z; und entspricht gerade dem Wert der Werten im Bereich von x und entspricht gerade dem
Wahrscheinlichkeitsmassefunktion an der Stelle z;. Wert der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion an der

. Stelle x
Es gilt: |Fx(z) = Y px(zi)
x; <x

Bs gilt: | fx(2) = Fl(a) Fx(x):_f Fx(r) dr

e ( S px(:(}i) S 1 Wi
e px(x) =0 fir z # ay e fx(x)>0
o Xopx(zi) =1 o | fx(z)dz=1

5.10.3 Ubersicht

Diskrete Zufallsvariable X Kontinuierliche Zufallsvariable X

Verteilungsfunktion

Fx(x) Fx(x)
*~—— 1—+—---"-""-"-"-"-“"—"-"——====
—o l
— 1 3
1 } z i } 1”
a b a b
Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a) Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a)
‘Wahrscheinlichkeitsmassefunktion | Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
px () Ix(z)
-|- “r ! ‘{ -|- z | \ z
a b a b
b b
Pla< X <b) =) px(z;) Pla< X <b)= [ fx(z;)dx
Erwartungswert E(X)=> =z px(zi) EX)= [ z- fx(z)dx
stat. Leistung: B(X%) =Y 22 px(x) E(X?) = [ 2* fx(2)dx
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5.10.4 Verbundfunktionen von zweidimensionalen Zufallsvariabeln

Die Wahrscheinlichkeitverteilungsfunktionen kénnen auch Funktionen zweier Zufallsvariabeln/Variabeln sein.

o Fx(z), Fy(y) e Verbundverteilungsfunktion Fxy (z,y)
e px(x), py(y) = e Verbundwahrscheinlichkeitsmassefunktion pxy (z,y)
o fx(x), fr(y) e Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion fxy (z,y)

Die Verbundfunktionen beschreiben die Abhéngigkeiten zwischen den beiden Zufallsvariabeln X und Y.

Fiir statisch unabhingige Zufallsvariabeln gilt:

pxv(z,y) = px(x) py(y) RN PxTi 7 PxY (T3, Yj
Ixyv(z,y) = fx(z)- fr(y) fxlz) = _f Fay (@2y) dy

5.11 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

5.11.1 Binomialverteilung
Die Binomialverteilung wird fiir Bernoulli-Experimente gebraucht.
Bernoulli-Experiment: Experiment mit 2 moglichen Ergebnissen (0 oder 1)
¥ = {1, mit Wkeit p

0, mit Wkeit 1 —p

Experiment wird n-mal durchgefiihrt —  Wahrscheinlichkeit, dass X = 1 k-mal eingetreten ist:

n n n!
k)=P(X =k) = k.o (1—p)ynFk S L —
Verteilungsfunktion: Erwartungswert: Varianz:
k<z n
Fx@) = 5 () (-t B(X)=n-p Var(X)=n-p-(1-p)
k=0

Approximationen der Binomialverteilung mit Jx (@)

AT
e Poissonverteilung mit « =n - p / o = /Var(X)

Falls p < 0.05 und n > 10
e Normalverteilung mit p=n-pund o = \/n-p- (1 —p) %\\
x

Fallsn-p-(1—p)>9

p=E(X)
5.11.2 Poissonverteilung
‘Wahrscheinlichkeitsmassefunktion: Verteilungsfunktion: Erwartungswert und Varianz:
ak B k<z Olk
px(k)=P(X =k)=e -5 Fx(z)=e "-kﬁzjog \E(X)=VGT(X)=04\
k : bspw. Anzahl Fehler einer sehr langen Bitfolge. a =mn - p: bspw. mittlere Fehlerrate
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5.11.3 Normalverteilung (Gaussverteilung)

‘Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion: Erwartungswert: Varianz:
fle) = — 75" B(X) Var(X) = o
r)= ——-+-€e 20 = ar =0
X oV 2 K
Verteilungsfunktion: fx(z)
Fy(z) = b (mifu)/ge—ﬁ"’/? e = Q (“ - x) —1-Q (x - “) \ o= /Var(X)
V2T s o o | :
firz<0: Q(—2)=1-Q(2) 3 \Q(z
L
Werte der (Q—Funktion siehe Schaum S.326 [ L("X) - ’
5.12 Kombinatorik
Permutatuon: Kombinationen:
Produktregel Reihenfolge Auswahl

Fiir jede der n; Moglichkeiten an
Position 1 gibt es ny Moglichkei-
ten fiir Position no, ...

n;

—

i=1

Auf wie viele Arten lassen sich n
verschiedene Objekte anordnen?

P, =n!

Auf wie viele Arten kann man k
Objekte aus n auswihlen?
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6 Zufallsprozesse s.165

6.1 Definition Zufallsprozess

Ein Zufallsprozess X (t, A) bzw. X (¢) ist eine Funktion, die jedem zufélligen Ergebnis \; eine determinis-
tische Funktion z;(t) zuweist. — X (¢, \;) = x;(t)

() Bsp. x)(t) = cos(wet + )

X(/\,,,, tk-)
-

Xk
1(t)
- e Die Funktion z;(t) ist im Normalfall deterministisch und
S A / 7 ¢ reellwertig
(o
° ( t))( (A1, k) e Alle z;(t) bilden eine Schar von Probefunktionen.
2
A2 | — e Fiir einen ausgewihlten Zeitpunkt ¢ definiert X (¢x, \)
o— ,/\ L, eine Zufallsvariable X (\) bzw. X},
. N _/ X(/\g,tk)\/ — X(tk,)\i) = xz(tk)
\\

Dies ist ein deterministisches Signal mit einer zeitlich
R konstanten, von A abhéngigen zufélligen Phasenlage o)

tk
6.1.0.1 Statistische Beschreibung von Zufallsprozessen

Fiir jedes t; kann die Zufallsvariable X (\) bzw. X} statisch beschrieben werden:

1-Dimensionale ZV 2-Dimensionale ZV

Verteilungsfunktion | Fx, (zg;tr) = P(Xp(tg) < ap) | Fx(z1,22:t1,t2) = P(X(t1) < 21, X (t2) < x2)

Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion

OFx, (z;t)
8l‘k

O?Fx (21, 22;t1,t2)
81‘1 81‘2

fx, (s ty) = Ix(x1,z25t1,t2) =

6.2 Statistische Kennwerte (Scharmittel)

Bei den statischen Kennwerten handelt es sich um Mittelwerte iiber die ganze Schar von Probefunktionen.
D.h. die Funktionswerte der Probefunktionen z;(t) werden zu jedem Zeitpunkt ¢ gemittelt. Dies ergibt Kenn-
wertfunktionen, die von der Zeit ¢t abhéngig sind.

Erwartungswert | ux(t) = E[X(t)] = [ = fx(x;t)dz
Autokorrelation Rxx(tl, tg) = E[X(tl)X(tg)] = f f Tl -T2 - fX (.Tl, 9, tl, tg) d:c1 dxg
Autokovarianz OXX(tl,tQ) = E[(X(tl) — /Lx(tl)) . (X(tg) — /Lx(tg))] = Rxx(tl,tz) — ,ux(tl) . ;Lx(tg)

6.3 Zeitliche Mittelwerte

6.3.1 Zeitmittelwerte einer Musterfunktion x;(t)

Der zeitliche Mittelwert einer Probefunktion z;(t), des Zufallsprozesses X (t), ist wie folgt definiert:

T/2
Mittelwert der Funktion x;(t) T; = (zi(t)) = tlim = [ x(t);dt
=00t 1
B /2
Mittelwert der Autokorrelation Ry, x,(7) | Rx,x,(7) = (zi(t) - zi(t + 7)) = tlim T+ @i(t) at+T)dt
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6.3.2 Zeitmittelwerte einer Schar von Funktionen

Werden die zeitlichen Mittelwerte fiir den gesammten Zufallsprozess X (¢) (iiber die ganze Schar von Probefunk-
tionen) bestimmt, so sind Z und Ry x (1) Zufallsvariabeln, deren Wert davon aghiingt, welche Probefunktion
x;(t) verwendet wurde.

Stationire Prozesse (WSS):

Bei stationdren Prozessen stimmen die Erwartungswerte der zeitlich gemittelten Funktionen mit den zeitun-
abhingigen Scharmittelwerten iiberein.

T/2 T/2
E[z] = lim + [ Elzt)]dt= lim + [ pxdt=
t=o0 T —T/2 t=o0 —T/2
B T/2 T/2
E[RXX(T)] = hm - f E t—f—T)]dtz lim % f Rxx(T)dt:RX)((T)
t—oo L ~T/2 t—00 ~T/2

6.4 Stationaritat

Ein stationdrer Prozess verdndert seine statistischen Eigenschaften aufgrund einer zeitlichen Verschiebung
nicht.

6.4.1 Schwach stationdrer Zufallsprozess (Wide-Sense Stationary (WSS))

Ein Zufallsprozess ist schwach stationér, wenn seine statischen Eigenschaften im 2—dimensionalen unabhéngig
von einer beliebigen zeitlichen Verschiebung c sind.

‘fx(xl,xg;tl,tg) = fx(z1,29;t1 + ¢, t2 + ) ‘ —  Stationaritit 2—ter Ordnung!

Wichtige Eigenschaften:

e Mittelwert: E[X(t)] = px konstant
e Statistische Leistung:  E[X2(t)] = Rxx(0) konstant
e Autokorrelation: Rxx(t1,t2) = Rxx(7) T =ty — t1 nur Zeitdifferenzabhingig
e Autokovarianz: Cxx(ti,t2) = Cxx (1) = Rxx(1) — u%( T =ty — t1 nur Zeitdifferenzabhingig

Erwartungswert E[X ()] = konst. N Autokorrelationsfunktion Rx x (t1,t2) = Rxx(7)

= Zufallsprozess X (t) ist schwach stationér

Verbund schwach stationar

Die Zufallsprozesse X (), Y (t) sind Verbund schwach stationér, wenn:
— X(t) und Y(t) schwach stationér sind

— Rxy(t,t+7)=E[X#)Y(t+7)] = Rxy (1)

— Cxy(7) = Rxy(T) — px - py

6.4.2 Streng stationdrer Zufallsprozess (Strict-Sense Stationary (SSS))

Ein Zufallsprozess ist streng stationédr, wenn seine statischen Eigenschaften unabhéngig von einer beliebigen
zeitlichen Verschiebung c sind.

‘fX(acl,xg, oy Tps b1, oy e tn) = fx (X1, @2, ooy pstl + ¢ ta + ¢,y oy by + €) ‘ —  Stationaritat n—ter Ordnung]!

Wichtige Eigenschaften:

Jeder streng stationére Zufallsprozess ist auch ein schwach stationér Zufallsprozess

= Der Zusammenhang zwischen X (¢) und X (¢ 4 7) ist nur von der Zeitdifferenz 7 abhéngig!
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6.5 Ergodizitat

Ergodizitét ist eine noch viel Stérkere Eigenschaft als die Stationaritdt. Wenn bei einem stationéren Prozess die
zeitlichen Mittelwerte T;, Rx,x,(7) jeder Musterfunktion z;(t) gerade den Scharmittelwerten px, Rxx(7)
entspricht, handelt es sich um einen ergodischen Prozess.

7= (i) N BX @] = x| R (1) = @alt) et +1) TE BIX () - X (84 7)) = Ryx(7)
Dies erlaubt, aus einer Musterfunktion x;(¢) auf die statistischen Eigenschaften des Ensembles zu schliessen.
Eigenschaften

o E[X(t)] =7 = (z(t)) DC-Level

o E[X(1)]? =72 = (x(t))? DC-Leistung

e E[X%(t)] = Rxx(0) = 22 = (22(t)) Gesamtleistung

o ok (t) = (2%(1)) — (z(t))? AC-Leistung

o ox(t) =0x RMS-Level des AC-Signals (Effektivwert)

Beispiel: Bei dem jéhrlichen Schiitzenfest sind die durchschnittliche Punktzahl und deren statistische Vertei-
lung jedes Jahr gleich — stationdrer Prozess.
Ein schlechter Schiitze erreicht nie die durchschnittliche Punktzahl — kein ergodischer Prozess.

6.6 Korrelation und Leistungsdichtespektrum von stationdren Prozessen

6.6.1 Autokorrelation 6.6.2 Kreuzkorrelation
Rxx(r) = BIX() X(t+7)]] Ry (r) = EX(®) Y (t+7)]]
Eigenschaften: Eigenschaften:

Rxy(—7) = Ryx(7) (Indizesreihenfolge!)
)| < 5 [Rxx(0) + Ryy (0)]
)| < /Rxx(0) - Ryy(0)

Rxy(r) =0 — Zufallsprozesse sind orthogonal zueinander

[ RXX(*T) = RX)((T)
o |Rxx(7)] < Rxx(0)
e Rxx(0) = E[X?(t)]

|Rxy

(r
(r

|Rxy

6.6.3 Autokovarianz

Cxx(r) = B|(X(0) — BIX®)]) - (X(t+7) = BIX(+7)])| = Rxx(r) = %

6.6.4 Kreuzkovarianz

Cxy(r) = B[ (X(0) = EIX(®)]) - (Y(t4+7) = EY (¢ + 7)) | = Raew () = pux -y

Eigenschaften:
e Cxy(r) =0 — Zufallsprozesse sind unkorreliert zueinander

6.6.5 Spektrale Leistung
Die Leistungsspektraldichte ist die mittlere Leistung pro Frequenzband

T—o00

Sxx(w)=F [ lim 7 - rmﬂ = lim 4B [|X(w)]

Eigenschaften:

e Sxx(w) ist reellwertig
[} Sxx(w) Z 0
o Sxx(-w) = Sxx(w)

o
e Mittlere Leistung des Zufallsprozess X (t): E[X?(t)] = 5 [ Sxx(w)dw = Rxx(0)
—0o0
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Es gilt das Wiener-Kinchin-Theorem:

Rxx (1) o—e Sxx(w) Fouriertransformationspaar

Sxx(w f Rxx(7)- e IV dr Fouriertransformierte der Autokorrelation

Rxx (1) 27r f Sxx(w) - 9T dw Fourierriicktransformierte des Leistungsdichtespektrum
Kreuzspektraldichte:

Die Kreuzspektraldichte zeigt Abhéngigkeiten von zwei Zufallsprozessen X (¢), Y (¢) im Frequenzbereich auf.

* Sxy(w f Rxy(r)-e %7 dr
o Syx(w f Ry x(r) - =947 dr
e« Rxy(r) =L f Sy (@) - 5T du
e Ryx(T)= f Sy x (w) - /T dw
e Rxy(r)= Ryx(—T)

e Sxy(w) = Syx(—w) =57 x(w)

6.7 Ubertragung von Zufallsprozessen iiber LTI-Systeme

Der Ausgangszufallsprozess Y (t) berechnet sich aus dem Eingangs-
zufallsprozess X (t) folgendermassen:

X(1) LTI-System Y (1)
xi(t)’ h(t) yz-(t)) Y (t) = h(t) f h(a) - X(t — o) da
Wenn X (t) stationdr (WSS) —  Y(t) ist auch stationdr (WSS)

Erwartungswert
Allgemein: wy (t) = h(t) * pux(t)
stationdr Prozess (WSS): wy = H(0) - px
Mittlere Leistung:
stationdr Prozess (WSS): E[Y?(t)] = Ryy(0) =& [ |H(w)|* - Sxx(w) dw
Autokorrelation
Allgemein: Ryy (t1,t2) = f f h(a) h(B) Rxx(t1 — a,ta — B) dadp
stationdr Prozess (WSS): Ryy (T f f h(ca) h(B) Rx x (T + o — B) dadp

Ryy(7) = & J1H @) - Sxx(w) - €7 du
Leistungsspektraldichte:
stationdr Prozess (WSS): Syy (w f Ryy(7)-e 99T dr

Syy (w )—H*( ) H(w) - Sxx(w) = [H(w)|* - Sxx(w)
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6.8 Spezielle Zufallsprozesse

6.8.1 Gauss'scher Zufallsprozess

Bei einem Gauss’schen Zufallsprozess ist die Zufallsvariable X (¢;) zu jedem Zeitpunkt ¢; gaussverteilt.
Eigenschaften:
e Vollstandig charakterisiert durch pux (t) und Rxx(t1,t2)

e Ist er schwach stationdr (WSS) so ist er zugleich auch stark stationdr (SSS)

Ist X (t) ein gauss’scher Zufallsprozess am Eingang eines LTI-System, so ist auch der Ausgangszufallspro-
zess Y (t) gaussisch.

o [st X(tl) und X(tQ) unkorreliert (CXX(tl,tQ) = 0) SO gilt: fxx(wl,xg;tl,tQ) = fx(xl;tl) . fx(mg;tg)
e gauss’sche Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion (2D)
1 —(901—%1)2 _(952_”12)2
fxx(n,zoity, b)) = ————-e 0 e
2m0 g, O,
6.8.2 Weisses Rauschen
Weisses Rauschen Bandbeschrianktes Weisses Rauschen
Leistungsspektraldichte: Sx x (w) Leistungsspektraldichte: ) Sxx(w)
2 2
n 1 <
0 |w| > wp
’ e w7 Sxx(®)
w
Autokorrelation: Sxx (w) Autokorrelation: np o
n T
n 20() 1 “sqn nwp sin(wpT)
Rxx(r) =5 -4() Ryx(r)=o_ | 5-¢Tdw=""-" N .
] T g T WBT T
w - i

6.8.3 Schmalbandiger Zufallsprozess

Bandbeschrianktes weisses Rauschen mit sehr kleiner Bandbreite 2B bzw. 2W, verteilt um 4w, kann
als Zufallsprozess folgendermassen dargestellt werden:

V(t) Zufallsprozess der Enveloppen-Funktion

‘X(t) = V() - cos(wet + 9(t)) ‘ ¢(t) Zufallsprozess der Phasenfunktion

X (t) kann umgeformt werden zu (Additionstheorem):

X(t) = Xe(t) - cos(wet) — Xo(t) - sin(wet) | Sxx(@)
Xc(t) =V (t) - cos(op(t)) Gleichphasiger-Anteil /\
Xs(t) =V (t) - sin(p(t)) Quadratur-Anteil : :
- w
V(r) = V/XZ(0) + XE () o | o
2W 2W
¢(t) = arctan Xs(t)
a Xe(t)
Eigenschaften von X (t) und X,(¢)
Sxx(w—we) +Sxx(w+we) |w <W
o S w) =295 w) =
xexo (W) = Sx.x. () {0 o > W
e Bei X (t) und X,(¢) handelt es sich um bandbeschranktes Rauschen im Basisband
e Sie haben gleicher Erwartungswert und Varianz wie X (t): pux, = pux, = px =0 U?Q = ag(s =%

Sie sind unkorreliert und orthogonal zueinander:  E[X.(t) Xs(t)] =0

Wenn X (t) ein gauss’scher Prozess ist, dann
— X.(t) und X,(¢) auch gaussisch
— V/(t) Rayleigh-verteilt zu jedem Zeitpunkt ¢
— ¢(t) gleichverteilt (0...27) zu jedem Zeitpunkt ¢
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7 Rauschen in analogen Kommunikationssystemen s.202

Rauschen verschlechtert die Performance. Dies macht sich in analogen Kommunikationssystemen durch einen

verkleinertes Signal-to-Noise Ratio (SNR) bemerkbar.

7.1 Gauss’'scher Kanal

Ein gauss’scher Kanal fiigt dem iibertragenen Signal additives, weisses, gauss’sches Rauschen (AWGN) n(t)

bei.

Das Rauschen n(t) besitzt folgende Eigenschaften:
e Leistungsdichtespektrum von n(t): Sp,(w) = g
o n(t) ist mittelwertfrei: E[n(t)] =0

e n(t) und X(t) sind unkorreliert: Cov(X(t),n(t)) = E[X(t)-n(t)] — E[X(¢)] - E[n(t)] =0

e n(t) und X (¢) sind orthogonal: E[X(t)-n(t)] =0

Bei linearen Empfanger gilt weiter:

o

BYs] = E[(Xo +no)’] = E[XZ] + E[ng] + E[2- Xo - no] = So+ N
—_——

Channel Noise

0

Storabstand:

anp (5) Z S _ E[X3(t)] X(t)

°\N - N, - E[nz(t)] — | Transmitter—»| Channel Receiver
7.2 Basisband-System (Referenzmodell)
Channel Noise
X(t) Yo

———— | Lowpass »| Channel Lowpass W
Annahmen fiir das Nachrichtensignal X (¢):

e X(t) ist mittelwertfrei: E[X(t)]=0

e X(t) ist stationdr und ergodisch: Z; = (xi(t)) = E[X(t)] =0

S <W
e X(t) ist Bandbeschrankt: Sxx(w) = xxw) ws
0 w>W
e Lowpass-Filter ist ideal mit Bandbreite B: 27B =W
e Kanal ist verzerrungsfrei: X(t)=X({t—tq)
w
Signalleistung am Ausgang: S, = E[X2(t)] = 5= [ Sxx(w)dw=Sx =5;
-W
w w n nW
Rauschleistung am Ausgang: N, = E[n2(t)] = 5= [ Spp(w)dw = 5= [ Zdw=-"——=1nB
- ™ 7W 4 7W 2 27T -

Storabstand am Ausgang:

So\ _ S _
N,), nB

Y0
S_N

o o

Dies ist die Referenzgrosse, um andere Modulationsarten mit der Basisbandiibertragung zu vergleichen. Fiir

einen fairen Vergleich, soll die Siganlleistung am Eingang des Empféngers S; iiberall gleich sein.

Si Dignalleistung am Eingang des Empfiangers

Referenzgrosse: |y

- nB - Rauschleistung bei einer Bandbreite der Basisbandiibertragung
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7.3 Amplitudenmodulations-Systeme

Channel Noise

n(t)

X(t X (t Y(t Y (1
—(L Modulator °(=) Channel > > BPF —(-)» Detector | LPF o )=
. Demodulator
Receiver

Rauschsignal am Eingang des Demodulators: ni(t) = ne(t) cos(wet) — ns(t) sin(wet) (Kapitel |6.8.3
Rauschleistung am Eingang des Demodulators: | N; = E[n?(t)] = E[n2(t)] = E[n2(t)] = 2nB

7.3.1 Doppelseitenband-AM (DSB)
Signal am Eingang des Demodulators:

Xc(t)
—— 2 cos(w,t)
Yi(t) = AX(t)cos(wet) +n;(t)
= [AX(t) + ne(t)] cos(wet) — ng(t) sin(w,t) X.() + n(t Y Y.

Signal am Ausgang des Demodulators: - S, N, Q LPF SN

Y;)(t) _ ACX(t) + nc(t) DSB Demodulator

—_—— ——
Xo(t) no(t)
S S;  3AZS
SNR am Eingang des Demodulators: <N>Z = ﬁi = 2 2;BX
. S\  So A2 Sx Vergl. S; Gleich gut geeignet wie
SNR am Ausgang des Demodulators: <N>o N, B U—B = Basisbandiibertragung.
. _ (8/N)o _ ,
Detektorgewinn: |ag = (S/N) = 2| Faktor, um den der Detector die SNR verbessert.
i

7.3.2 Einseitenband-AM (SSB)

Bei Einseitenband-AM ergeben sich die gleichen Ergebnisse wie bie Doppelseitenband-AM (Kapitel|7.3.1]).

7.3.3 Gewohnliche-AM
7.3.3.1 Synchroner Detektor

Signal am Eingang des Demodulators:

Yi(t) = A1+ pX(t)) cos(wet)+ni(t)  X(t) <1

Signal am Ausgang des Demodulators:
Yo(t) = AcpX(t)+ne(t)
—_———

Xo(t) no(t)

X.(t) + n(t)

('\P 2cos(w .t)

SNR am Eingang des Demodulators:

SN,

AM Sync. Demodulator

Y (t)

o o

SNR am Ausgang des Demodulators:

SN\ S 3AZ(1+p*Sx)

N), N 2nB

E & N Ag;ﬁSX Vergl. ,UQSX i N /LQSX
N),” N, 2B 1+2SxnB  1+u2Syx |

(%)=

(S/N)o
(S/N);

IN
—

Detektorgewinn: |y

um mindestens 3dB (meistens > 20dB)
weniger geeignet als Basisbandiibertragung.

Faktor, um den der Detector die SNR verbessert.
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7.3.3.2 Hiillkurvendetektor

Signal am Eingang des Demodulators:

Xe® X,(t) + n(t) Y (t) Y1)
Yi(t) = Ac(l+pX(t))cos(wet) +ni(t) ~ ————f BPF » M3 [»f BPF >
= [Ac(14 pX (1)) + ne(t)] cos(wet) — ng(t) sin(wet) SN, Envelope - Detector SolN o

V(t) cos(wet + ¢(t))
Signal am Ausgang des Demodulators:

Large-SNR: (S/N); >> 1

Small-SNR: (S/N); << 1

Es gilt ndherungsweise:

V(t) & Ac(1 + pX (1)) + ne(t)
Yo(t) = Ac pn X (t) + ne(t)

Es gilt ndherungsweise

V() & Valt) + A1+ uX (1) - cos(@n(t))

Es gelten die selben Formeln wie beim Synchronen

Detector (Kapitel [7.3.3.1))

Das Rauschen dominiert (V,,(t) und ¢, (t)), wodurch
X (t) nur in stark deformierter Form vorhanden ist.
Die Ubertragung wird dadurch unbrauchbar und es
hat keinen Sinn Berechnungen aufzustellen.

Schwellwerteffekt Im{Y)
Der Ubergang zwischen ausreichender Ubertragungs- A
qualitit und der unbrauchbaren Ubertragung beginnt ¢ D :
ab einer SNR; von ca. (S/N); ~ 10dB und erfolgt sehr {e S
schnell. ol o) ! g
7.4 Winkelmodulations-Systeme Ac(l+ pX (1)) ne(t) RE{Y}
X,(t) + n(t) Y (t) Y (t)
—» BPF [ Limiter—| Discriminatorf| LPF F—»
S,N; SyN,
7.4.1 Signale und Leistungen am Eingang des Limiters
Rauschsignal am Eingang des Limiters:
ni(t) = vy (t) - cos(wet + dn(t)) = ne(t) cos(wet) — ns(t) sin(wet) (Kapitel |6.8.3)
Rauschleistung am Eingang des Limiters:
. T Af  Aw )
‘Ni =2(D+1)B, 77‘ mit Hubverhéltnis D = B W (Kapitel [3.5)
Signal am Eingang des Limiters: ky X (1) fiir PM
Yi(t) = Ae et t (e it t) = ¢
Xc(t) —o0
Yi(t) = V(t) cos(wct + 6(t))
2 . . 2
V(t) = \/[Ac cos(px (t)) + vn(t) cos(gbn(t))] + [AC sin(ox (t)) + vn(t) 81n(¢n(t))]
mit
A
0(t) = arctan ( CC?S(¢X(t>) = on(?) 09s(¢n(t))>
Acsin(gx (t)) + vn(t) sin(¢n(t))
- Im{Y} €S
Signalleistung am Eingang des Limiters: |S; = §Az ¢ &/ N\en (1)
Ac
SNR am Ei des Limiters: | (=) = 2% — 342
am Eingang des Limiters: N l =N 2D +1) B bx (1) o(t)
RE{Y}
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7.4.2 Signale und Leistungen am Ausgang des Diskriminators

Signal am Ausgang des Diskriminators:

0(t) fiir PM Der Limiter unterdriickt simtliche Amplitudenschwankungen von Y;(t),
Yo(t) = o) .. also auch die des Rauschens.
dt fiir FM — Signalanteile und Rauschen sind nur in der Phase enthalten!

Large-CNR: Carrier-to-Noise (C/N) >> 1
Ist das Signal dominant, ergibt sich fiir Y, (¢) ndherungsweise:

no(t)
Xo(t) —~ =

—
0t) ~Tox@+"Y g Py

2
Z
fa
+

fir FM

SNR am Ausgang des Diskriminators fiir Phasenmodulation (PM):

<S> _SO i k}%SX Vergl.
o

Si

nB

N

No 45 2nB

k;ZSX :kigSXﬁ/

SNR am Ausgang des Diskriminators fiir Frequenzmodulation (FM)

2 2 1.2 2 2
S\ _ S _ kpSx  3ATK;Sx Veégl'gkfsx-%Azzgﬁsx-fyzgmsx-y
N No  1CxBR, g (21B)*2nB (2rB)2 nB " W?

Small-CNR: Carrier-to-Noise (C/N) << 1

Ist das Rauschen dominant, ergibt sich fiir Y, (¢) ndherungsweise:

Yilt) % 6u(t) + 5 sin(ox(0) = 6u(0)

Das Rauschen dominiert (v, (f) und ¢, (t)), wodurch ¢x(t) nur in stark deformierter Form vorhanden ist.
Die Ubertragung wird dadurch unbrauchbar und es hat keinen Sinn Berechnungen aufzustellen.

Schwellwerteffekt

e Der Ubergang zwischen ausreichender Ubertragungsqualitit und der unbrauchbaren Ubertragung be-
ginnt bei kleiner Deviation D = 2 ab einer SNR; von ca. (C/N); ~ 10dB und erfolgt sehr schnell.

e Bei groserer Deviation D setzt der Schwellwerteffekt schon bei hoherer SNR; ein und verschlechtert dabei
die SNR, mehr, als durch den Detektorgewinn gewonnen wird. D.h. unterhalb dieser Schwelle wére eine
kleinere Deviation vorteilhafter.
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7.5 Zusammenfassende Tabelle

Baseband DSB-SC AM Coherent | AM Envelope PM FM
Nachrichtensignal Zufallsprozess X (t) mit | X (¢)| <1 bzw. |z)(t)| <1 fiir alle A des Ergebnisraums S
Leistung Sx von X (t) Sx = Sx(t)=E [X?(t)] <1, (weil [X(¢)] <1)
Bandbreite von X (t) B
Eingangsnutzsignal X;(t) X(t) X (t)Ac cos(wet) A (14 pX(t)) cos(wet) Accos(wet + kpX(t)) | Accos(wet + Ky j X()dr)
Leistung S; von X;(t) Sx $A2Sx FA%2(1+ p?Sx) $AZ FA?
Bandbreite von X;(t) B 2B 2B 2(D+1)B 2(D+1)B
Rauschleistung am Eingang nB 2nB 2nB 2(D+1)nB 2(D+1)nB
SNR am Eingang <§;) :é 51245;)( %AE(ZBN &= 2(D%;4§)n3 2(D%;42%)773
Ausgangsnutzsignal X, (t) X(t) AX(t) AcpX (t) kp X (t) ks X(t)
Leistung S, von X,(t) Sx A%Sy A%u2Sx kgS’X k:}%SX
Rauschleistung am Ausgang nB 2nB 2nB Agl/QnB ;(i;;i;n
SNR am Ausgang (;) ) :é /5]5;( AE;;;X 741,2,;17235)( BD;;%SX
(Jf;)o ausgedriickt mit v = :’é 0 0 15}?;}(7 kgSX’y 3D%Sxy

€10c Isnsny
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8 Optimaler Detektor s.226

Rauschen verschlechtert die Performance. Dies macht sich in digitalen Ubertragungssystemen durch fehlerhafte
Detektion der gesendeten Symbole bemerkbar.

Ziel ist es nun den Empfanger (Detektor) so zu optimieren, dass die Bitfehlerrate P. minimiert (und die
Ubertragungsrate maximiert) wird.

8.1 Modell des digitalen Empfangers

Channel Noise

n(t)
s (t) r(t) Linear z(t) z(nT)
i S »!  Filter \ > Threshold -
Comparator
h(t)
Correlator / Matched Filter Detector

Ein binéres Signal s;(t) wird iiber einen verzerrungsfreien Kanal gesendet.

t) 0<t<T fir logisch 1
si(t) = {81( ) - T 08ISe Signalformen siehe Kapitel 4.5

© |s2(t) 0<t<T fiir logisch 0

Gauss’scher Kanal
e mittelwertfreies, additives, weisses, gauss’sches Rauschen
e Verzerrungsfreie Ubertragung

Lineares Filter
e Empfangene Signale s;(t) geeignet filtern, um SNR
zu den optimalen Abtastzeitpunkten nT’ zu maximieren.

Abtastung
e Abtastung des analogen Signals (Zeitdiskretisierung) 2(nT) = a;(nT) + ny(nT)
zu den optimalen Abtastzeitpunkten nT' m m
Detektor

e Fntscheidung, welches Symbol hochstwahrscheinlich
gesendet wurde (soft- oder hard-decision)
soft-decision: Wahrscheinlichkeit fiir s1, so bestimmen

z(nT) > X Hypothese H;: s; gesendet
z(nT) < A Hypothese Hs: so gesendet

8.2 Fehlerwahrscheinlichkeit

Soft-Decision
Bei einer Soft-Decision bildet die Wahrscheinlichkeit einen Anhaltspunkt fiir mégliche Bitfehler
Hard-Decision

Bei Hard-Decision kénnen im binéren Fall Folgende Bitfehler vorkommen:

esendet . .
dotektiort & s1 mit P(s1) | s2 mit P(s2)
Hypothese H; P(Hil|s1) P(H|s2)
Hypothese Hs P(Hs|s1) P(Hsls2)

Damit ergibt sich folgende Fehlerwahrscheinlichkeit:
\P. = P(Hy|s1) - P(s1) + P(Hi|s2) - P(s2)|
falls P(s1) = P(s2) =0.5

Pe = % . [P(HQ’Sl) + P(HI‘SQ)]
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8.3 Maximum Likelihood Detector

Gegeben ist:

e Die Wahrscheinlichkeiten P(s;) und P(s2)

e Die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(z|s;) und f(z|s2)

—  Das lineare Filter verandert die Gauss’sche Charakteristik des Rauschens nicht

%

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen:

je nach empfangener Zahl z(nT') ergeben sich folgende bedingten

1

Flzls1) = — NG

.e 2‘7no

—(2—aqp)?
(21) 1

f(z]s2) =

On, V2T

—(z—ag)?
.e 20,”0

Der Maximum Likelihood Detector entscheidet wie folgt:

f(zls1) - P(s1) > f(zls2)-
f(zls1) - P(s1) < f(z]s2) -

P(s2)
P(s2)

Hypothese Hi: s gesendet
Hypothese Hs: so gesendet

likelihood ratio A(z):

f(z[51) . Bls2)

[(zls1)

fno(§) =

6_62/(20—
On, V2T

o)

Az Hypothese Hi: s; gesendet
( ) f(Z‘SQ) P(Sl) yp 1 1 &
f(z]s1) P(s2)
Alz) = Hypothese Hs: so gesendet
( ) f(Z‘SQ) P(Sl) yp 2: 52 8
Damit betragt die Wahrscheinlichkeit der falschen Hypothese:
A0 f<Z|52) |
P(Has1) = [ f(z]s1)dz
Hl‘bg f f 2‘82 | |
a2 Ao
Vereinfachte Bedingungen:
° P(Sl) = P(Sg)
o f(z|s1) und f(z|s2) symmetrisch bzgl. Ao
z> Mo Hypothese Hi: s; gesendet N — a1 +az
z < Ao Hypothese Hs: so gesendet 0= 2

Tabea Méndez

45




7. August 2013 Nachrichtentechnik HS2012/FS2013 Optimaler Detektor S.226

8.4 Lineares Filter

Ziel: Bedingungen:
e Fehlerwahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt 7" minimieren e a(T) =ar1(T) — az(T)
e Signalabstand (a; — az) maximieren o 5(t) = s1(t) — s2(t)
e Rauschen ng minimieren o a(T) o—e S(w)

8.4.1 Matched Filter (optimales lineares Filter)
Herleitung:

o . 2
L [ Hw)-Sw)-eT dw) Cauchy-Schwarz Ungleichung:

<5> _ (1) (2”00

o 2 o o0
- 00 w) - falw dw| < w)|? dw - w)|? dw
S 21 < 2F S 2F
_ < Z 2 _ =2~ ~ _ =~ . . . .
= (N>o <o 7{(} |S(w)|? dw p; <N)omax p E: Energie des Eingangsignals s(t)

Matched-Filter-Funktion H(w):

s(IT—t), 0<t<T

0, sonst

SNR, wird maximal falls gilt: H(w) = S*(w) - e 7T o h(t) = {

8.4.2 Korrelator

2(t) = r(O) # h(t) = [t~V dr | Pntasehea(t) = {S(T —i), 0<t<T

0, sonst

¢
Es gilt: 2(t) = [r(r)s(T — (t —7))dr ‘ Zeitpunkt t =T
0

Fiir den optimalen Abtastzeitpunkt 7' (nur fiir 7') fithrt also eine Kreuzkorrelation von r(t) mit s(t) bei
Verschiebung 7 = 0 zum gleichen Ergebnis wie das Matched-Filter.

T T
Rys(r=0) = bfr(t)s(t +0)dt = bfr(t)s(t) dt

8.4.3 Optimaler Detektor

Um die Fehlerwahrscheinlichkeit P, moglichst klein zu machen, muss der Signalabstand maximiert und das
Rauschen minimiert werden.

a—ay (a1 — az)? .
Ee—— WZ —F— Inaximieren
20, o2,
<S>__m1—@P__Eg_2E1
N/, oz, n/2  n

— E
Daraus ergibt sich fiir Die Fehlerwahrscheinlichkeit P,: P.=qQ <a1 a2> =Q < d>
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8.4.4 Fehlerwahrscheinlichkeit verschiedener biniren Ubertragungen

E} bezeichnet die mittlere Signalenergie pro Bit.

Unipolar Baseband Signaling

neo((5)-e(f5) m-%

Bipolar Baseband Signaling

2
P€:Q< 2AT>:Q<,/2E”> E, = AT
n n
Amplitude-Shift Keying
AT E AT
P, = Q(,/ >=Q<\/b> By =~
4n U 4

Phase-Shift Keying

neo({) -0 () me

Frequency-Shift Keying

ol ) -al(B) n-t
n n 2
8.5 Root-Raised-Coisine Filter

Problem:

Wird mit einem Matched Filter die Bitfehlerra-
te minimiert und beim Sender und Empfinger je
ein Raised-Cosine Filter eingesetzt, tritt beim Ab-
taster durch die Kombination dieser Filter wieder
Intersymbol-Interferenz auf.

Channel Noise

Transmitter nl) Receiver

Linear Filter st L Linear Filter | 2
0 hey ®_' h(T-1) .

Pulse Shaping Filter

2(nT) Threshold

Comparator ||

Correlator / Matched Filter Detector

Losung:

Die Ubertragungsfunktion des Raised-Cosine Filters
wird in zwei gleiche Teile auf den Sender und Empfin-
ger aufgeteilt.

—  zwei Root-Raised-Cosine Filter

Pulse, welche mit dem Root-Raised-Coisine Filter ge-
bildet und mit dem selben Matched Filter empfangen
werden, weisen beim Abtaster keine Intersymbol-
Interferenz mehr auf.

) sit)=+A 0<t<T
S,L- =
so(t)=—A 0<t<T

) s1(t) = Acosw,t 0<t<T
Si =
s2(t) =0 0<t<T
si(t) = s1(t) = Acoswet
so(t) = Acos (wet + ) = —Acosw,t

=Acoswit 0<t<T
0<t<T

silt) = {Sl(t)

so(t) = Acoswat

Slgnalverla ufe

SQ\R’ ed-Cos FH

;D\l\/\ /\/\F""\/"\/\ /”"\/“\/\ /\/\/'"\/\f'\/"\/\/“\/\/"V\f

mit) Two sequential Raised-Cosine Filter

ﬂmwmwmAmmﬁuwmmM

I
[i] n

2
\

I /”“V"\ f\l\f’”’\ﬂf\ /“W’\ 1\/\ f“’\l\f’\/”“\/\f"’\l\ﬁ/\f

[i]

mit) Two sequential Root-Raised-Cosine Filter

;IWWAWWANMAMWWMM

n

Augendlagra mme

15 Single Raised-Cosine Filter

05k

Single Ragt LCasipe Filter
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9 Informationstheorie und Quellencodierung s.2as

Ziel: Ein Nachrichtensignal in moglichst effizienter Darstellung iiber einen vorgegebenen Kanal senden

— Redundanz minimieren.

9.1 Redundanz und Irrelevanz

Redundanz: Irrelevanz:
mehrfach vorhandene Information bedeutungslose Information
Erklarung e Redundanz entsteht durch ”ineffizien- | e Irrelevanz wird vom Empfanger nicht

te” Codierung und kann durch geeigne-
te Codierung entfernt werden.

keine Information verloren
—  verlustfreie Codierung

e Duch Enfernung von Redundanz geht | o

ausgewertet und muss daher nicht ge-
sendet werden.

Durch weglassen von Irrelevanz geht
aus Sicht des Senders Information ver-
loren

—  verlustbehaftete Codierung

Beseitigung e Symbole die hdufig vorkommen werden | e Information, die unser Auge oder Ohr
von Redundanz mit wenigen Bits und seltene Symbole nicht oder nur beschriankt wahrnimmt
bzw. Irrelevanz mit mehr Bits codiert. weglassen oder grob quantisieren.

Beispiel e Kombinierte Huffman-/Runlength Co- | ®« Grobe Quantisierung der hochfrequen-

JPEG-Codierung dierung

ten Koeflizienten

9.2 Modelle fiir Quelle und Kanal
Diskrete gedéchnisfreie Quelle (DMS):

X1 @

diskret: Die Quelle hat einen endlichen Satz an vze

Symbolen, das Quellenalphabet:
X =A{z1.22,..., 2}

e Y1

® Y2

X —| P(yjlzi) — ¥ {o

T; @ o Yj
gedichnisfrei: Jedes neue Symbol ist unabhingig ° .
von vorhergehenden Symbolen. Die Symbole x; Kanal
treten mit der Wahrscheinlichkeit P(z;) auf. Tom ® o Un
S—r SN——r

Quelle (Sender)

Diskreter gedichnisfreier Kanal (DMC):

Senke (Empféanger)

diskret: Der Kanal kann nur eine endliche Anzahl an Symbolen generieren Y = {y1,92, ..., Un}

gedichnisfrei: Der Ausgang y; ist nur abhingig vom momentanen Eingang z; und nicht von anderen

Symbolen zy, (k # ).

Kanal-Ubertragungs-Wahrscheinlichkeit: Jeder Ubertragungspfad ist durch die Kanal-Ubertragungs-

Wahrscheinlichkeitsmatrix P(y;|z;) definiert.
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9.3 Informationsgehalt, Entropie und Informationsrate
9.3.1 Information
Definition: Information ist die Antwort auf eine konkrete Fragestellung.

Ziel: Fragen so stellen, dass mit moéglichst wenig Fragen das Ergebnis
eines Zufallsexperiments sicher bestimmt werden kann.

Binarer Fall: Jede Frage kann mit Ja oder Nein beantwortet werden
—  Fragen stellen, die mit 50% Wahrscheinlichkeit B, P(A) =
mit Ja oder Nein beantwortet werden

9.3.2 Mathematische Beschreibung D, P(D) = 12.5% C, P(C) = 12.5%
Informationsgehalt eines Symbols z;:
‘I(l‘l) = —logy(P(x;)) ‘ 0] I(x;) > I(zy) falls P(x;) < P(xy)

I(z; - xy) = I(x;) + I(zy) falls z;, z, unabhéngig

Entropie des Alphabets X (mittlerer Informationsgehalt):

H(X) = E[l(z;)] = i P(x;) - I(x) 0 < H(X) <logy(m) m: Grosse des Alphabets X
n i=1 [b/Symbol] 0< H(X)<1 fiir binére Quelle (m = 2)
i ; P(xi) - logy (P(:))

Maximale Entropie des Alphabets X:

‘HmaX(X) = logy(m) ‘ [b/Symbol] m : Grosse des Alphabets X (anz. Symbole)

Redundanz der Quelle X

R(X) = Hpax(X)—- H(X)
= b/Symbol
= logy(m) + 3 Pla) - logy(Pa)) | /P!
Informationsrate einer Quelle X
R=r-H(X)| [b/s] r: Symbolrate [Symbole/s]

Bedingte Entropien (S.250)

H(X,Y) = H(X|Y) + H(Y) = H(Y|X) + H(X) | [b/Symbol]

) =

H(Y|X): Informationsbedarf um aus gesendetem X empfangenes Y zu bestimmen
H(X|Y): Informationsbedarf um aus empfangenem Y gesendetes X zu bestimmen
H(X,Y) Informations des gesammten Kommunikationskanals

Gegenseitige Information (S.250)

I(X;Y) = H(X)-HX|Y)
= HY)-HY|X) 0 Information, welche vom Eingang zum Ausgang
= HX)+HY)-H(X,Y) des Kanals transferiert wird.
= I(V;X)
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9.4 Diskreter gedachnisfreier Kanal (DMC)

Ein diskreter gedéchnisfreier Kanal ist ein statisches Modell mit:
e Eingang X: m Eingénge
e Ausgang Y: n Ausginge

9.4.1 Kanalmatrix und Verbundmatrix

Kanalmatrix Verbundmatrix
P(yilz1) ... P(yn|z1) P(yi,z1) ... P(yn,x1)
[P(Y|X)] = : : [P(Y,X)] = : - :
Pyilzm) ... Pynlzm) Py, zm) ... P(Yn,Tm)

Die Kanalmatrix gibt fiir jedes gesendete z; die | Die Verbundmatrix gibt die Wahrscheinlichkeiten
bedingte Wahrscheinlichkeit P(y;|x;) an, dass der | von sdmtlichen Kombinationen von gesendeten und

Empfanger ein y; detektiert. empfangenen Symbolen z;,y; an
[P(X)] = [P(z1) P(a2) ... P(zm)] P(z1) ... 0
P(Y)] = [P(s1) P(y) -.. Plyn)] PXla=

0 P(zy,)
[P(Y)] = [P(X)] - [P(Y]X)] P(Y,X) = [P(X)]a- [P(Y]X)]]

9.4.2 Kanalkapazitit

Die Kanalkapazitdt beschreibt den maximalen Informationsfluss iiber einen vorgegebenen Kanal und ist von
der Kanalmatrix [P(Y|X)] abhéngig.

Kanalkapazitdt pro Symbol C;: Cs = {g%au%} I(X;Y)| [b/Symbol]
Kanalkapazitéit pro Sekunde C: [b/s] r: Symbolrate [Symbole/s]

Mogliche Ubertragung:  Es ist moglich, die Information der Quelle fehlerfrei zu iibertragen falls gilt:
H(X)<Cy bzw. r-H(X)<C|

9.4.3 Spezielle Kanile

Verlustloser Kanal

Kanaldiagramm: Kanalmatrix Gegenseitige Information
y VY —

' 510 0 0 I(X;Y) = H(X)|

X, .41/4—»—0 Y, [P(Y|X)] =10 0 % %
0O 0 0 0 1 Kanalkapazitét

X, Br——sy,

2% Cs = logy(m)

\ ..

Deterministischer Kanal

Kanaldiagramm: Kanalmatrix Gegenseitige Information

X
1\1
X 0—1—\:>0 Y,

2

I(X;Y) = H(Y)|

Kanalkapazitat
Cs = logy(n)

[PY]X)] =

OO O = =
O~ Rk OO
—_ oo O O O
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Rauschfreier Kanal

Kanaldiagramm: Kanalmatrix Gegenseitige Information
X, sy, L0 I(X;Y) = H(X) = H(Y)|
X, o 1>——y, [PY|X)] = o

Kanalkapazitét
X, —1 e Y3 0 oo 1

G = logy(m) = logy(n)|

Binirer symmetrischer Kanal

Kanaldiagramm: Gegenseitige Information

;=0 19 ,=0

T: z I(X;Y) = H(Y) = [=p-logy(p) — (1 — p) - logy(1 — p)] |

x,=1 Al v,=1 Kanalkapazitéat

Kanalmatrix ‘ Cs =1+p-logs(p) + (1 —p) - logs(1 — p) ‘
1-p) p ]

PY|X)] =

IR

Additiver weisser Gauss’scher Rausch-Kanal (AWGN)

1 S
Kanalkapazitét Cs =max{I(X;Y)} = 3 log, (1 + N>

S
Kanalkapazitéat C=2-B-Cs=B-log, (1 + N)

Kanalausgang;: Y=X +_n

Noise

Beispiel:

(S/N) = 40dB = 10 kW
B=4kHz

= C =4000-logy(1 + 10'000)
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9.5 Quellencodierung

Quellencodierung eliminiert Redundanz

Der Quellencoder wandelt das Nachrichtensignal einer diskreten Quelle in eine Symbolfolge mit moglichst klei-

ner Redundanz um.

Redundanz R(X) minimieren
Entropie H(X) maximieren = , (X) o
Informationsrate R maximieren

9.5.1 Kilassifizierung von Codes S.254

Fixed Length Code
e Jedes Codewort hat die gleiche Lénge.

Variable Length Code

e Die Codeworter konnen unterschiedliche Langen haben.

Prefix-Free Code

e Kein Codewort ist Préfix (Vorsilbe) eines anderen Codewortes.

Uniquely Decodable Code

e FKine Kette von Codewdrtern kann eindeutig wieder in die
urspriingliche Symbolfolge zuriickgewandelt werden.

Instantaneous Code

e Jeder eindeutig decodierbare Code, welcher nach dem Empfang
jedes einzelnen Codewortes sofort ein eindeutiges Symbol liefert,
ohne dass nachfolgende Symbole decodiert werden miissen.

Optimal Code

e Jeder Instantaneous Code, welcher eine minimale Codeldnge besitzt.
e Die minimale Codelénge ist dann erreicht, wenn:
L=H(X) = n=100%]

Mittlere Codelénge L: |L = > P(x;)-n; > H(X)| [b/Symbol]
i=1

Effizienz n: n=H(X)/L

Redundanz R(X): ‘R(X) =L—-H(X) ‘ [b/Symbol]

9.5.2 Kiraft'sche Ungleichung

Gegeben:
e Quelle mit Alphabet X = {z1,z2,...,zi, ..., T}

e Die Codelénge der Symbole x; ist n;

m
Kraft’sche Ungleichung: K=>)2"m<1
i=1

Kraft’sche Ungleichung N Es existiert ein préfixfreier und

ist erfiillt eindeutig und sofort decodierbarer Code.

Bsp: ASCII-Code

Bsp: Morse Code

Bsp: Shannon-Fano Code,

Huffman Code

Bsp: préfixfreie Codes

Bsp: ASCII-Code,
préifixfreie Codes

Codebaum eines binéren,
préifixfreien Codes
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9.5.3 Shannon - Fano Codierung

1. Symbole nach absteigender Wahrscheinlichkeit anordnen.

2. Mit Trennung 2 Teilmengen moglichst gleicher Wahrscheinlichkeit bilden.

3. Oberer Teilmenge 0, unterer Teilmenge 1 zuordnen.

4. Weiter bei Schritt 2., um Teilmengen weiter zu unterteilen, bis alle Einzelsymbole codiert sind.

Xi | P(xj) | Step1 | Step2 | Step3 | Code
x1 | 04 0 0 00
X2 | 0.19 0 1 01
x3 | 0.16 1 0 10
Xs | 015 1 1 0 110
xs | 0.1 1 1 1 111

9.5.4 Huffman Codierung

1. Symbole (bzw. Symbolgruppen) nach absteigender Wahrscheinlichkeit anordnen.

. Unterste zwei Symbole als Symbolgruppe zusammenfassen (Reduktionsschritt).

. Weiter bei 1. bis nur noch zwei Symbolgruppen vorliegen.

. Letzten Reduktionsschritt riickgdngig machen.

2
3
4. Der Symbolgruppe mit grosserer Wahrscheinlichkeit 0, der anderen 1 zuordnen.
5
6

. Weiter bei 4. bis fiir alle Einzelsymbole ein Codewort vorliegt.

xi P(xi) Code

x1

x2

x3

x4

x5

1

0.4

0.19

0.16

0.15

0.1

000

001

010

011

0.4

0.35

0.25

0

0.6
./
0.4
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10 Kanalcodierung s.2s2

Ziel: Kanalcodierung erkennt Ubertragungsfeher und kann diese z.T. korrigieren.
Das Beifiigen von geeigneter Redundanz ermoglicht:
e Fehler zu erkennen

e Fehler zu korrigieren

10.1 Rechnen mit Codes (Galois Kérper)
Im Binaren Fall gilt:

e Alphabet M = {0,1}

e Modulo-2 Addition & (logisches XOR)

e Multiplikation - (logisches AND)
10.2 Kanalcodierungstheorem von Shannon
Gegeben sein:

e Quelle (DMS) mit Entropie H(X)

e Kanal (DMC) mit Kanalkapazitiat Cs

H(X) < Cy = 3 Kanalcodierung mit beliebig kleiner Fehlerrate
H(X) > Cy = # Kanalcodierung mit beliebig kleiner Fehlerrate

—  Fiir fehlerfreie Ubertragung wird die nutzbare Ubertragungsrate beschrankt.
10.3 Klassifizierung von Kanalcodes

Blockcodes
e Codierung von (relativ kleinen) Datenblocken der Lange & (Unterteilung des Eingangsdatenstroms)

e (n,k)-Code: k Eingangssymbole — n Ausgangssymbole

e Die giiltigen Codeworte sind eine Teilmenge aller moglichen Bitkombinationen: | {m*} c {m"}
m: Anz. Symbole des Alphabets

k Dat bol
e Coderate R.: |R.=— = = atensymbole
n  Ubertragungssymbole

e Beispiele: lineare Blockcodes und zyklische Blockcodes

Faltungscodes

e Codierung von Daten-Streams

10.3.1 Linearer Code

Codeworte des Codes - Ein Code C ist genau denn linear wenn fiir ¢ gilt:

a=(a1,ag,...,a,) € C c=a®b= (a1 Db,a2 ®ba,...,a, Dby) € C‘
b= (bl,bg, ,bn) eC

Merke: Da a®a = (0,0, ...,0), gehort der Nullvektor 0 zu jedem linearen Code.

10.3.2 Systematischer Code
Ein systematischer Block-Code hat folgende Eigenschaften:

e Linear (n, k)-Code d = (di,dz, ..., d)
k Datenbits d; [
n Codebits ¢;
m = n — k Paritybits p; C ¢;

c=(c1,¢2,...;cn) = (di,day ..., dy D1, D2, ey Pm)

e Die Datenbits (dy,da, ..., d) kommen unmodifiziert an irgendwelchen Stellen ¢; vor.
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10.4 Hamming-Gewicht und Hamming-Distanz
Codeworte a, b, c € C' mit Lange n:

Hamming-Gewicht

‘w(g) = Anzahl Einer des Codewortes ¢

w(c) = d(c, 0)

Hamming-Distanz

‘d(g, b) = Anzahl unterschiedliche Stellen der beiden Codeworte a, b‘
d(a,b) = w(a®b)

Minimale Hamming-Distanz

Kleinste Hamming-Distanz aller moglichen Codewort-Paaren a;, b; \ 0

lin. Codes

dmin = min{d(g, b)}

Je grosser dpiy ist, umso mehr Stellen miissen verdndert werden, um a; in b; umzuwandeln.

min{w(a © b)} = min{w(c)}

10.5 Fehlererkennung und Fehlerkorrektur

Die minimale Hamming-Distanz bestimmt die maximale Anzahl erkennbare bzw. korrigierbare Symbolfehler.

Detektierbare Fehler |[t; = dpin — 1

dmin -1
Korrigierbare Fehler |{. = {2J

10.6 Generatormatrix (¢

Ein linearer (n,k)-Blockcode wird von seiner Generatormatrix G gebildet und beschrieben.

e k x n-Matrix (k Eingénge, n Ausgéinge)

e besteht aus k linear unabhingigen Codeworten c; g 912 913 9in
o g21 922 G23 --- G2n
° e
Codewortg:[cl cy ... cn] g1 G2 Gk3 - Gkn
Datenwort d = [dl do ... dk]
Geordnet Systematischer Block-Code:
10 ... 0 piu par - pPmi P11 P12 ... Dlk
01 ... 0 pi2 p22 .- Pm2 P21 P22 .- D2k
G = [Ik PT] =1. . . . . L m mit Paritatsmatrix P = ] ] ) ]
00 ... 1 pux Pk - Pmk Pml Pm2 --- Pmk
Bildungsgleichungen
C1 = dl
C2 = d2
Ci = dk
Chy1 = P1L=pi1-d1Dp12-da® ... Dp1g - di
Cn = pm:pml‘dl@me'dQ@”-@pmk'dk
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10.7 Paritatspriifmatrix H

Mit der Paritétspriifmatrix H konnen Ubertragungsfeher erkannt werden.

=
Paritatspriifmatrix H eines geordnet systematischen Blockcodes: | H = [P Im] H' = [P ]

e m X n-Matrix

e besteht aus m linear unabhingigen Zeilen
e G und HT sind orthogonal

Pl

m

] =PT@PT" =0 O :Nullmatrix (k x m)

¢c-H"=d-G-H"=0| 0: Nullvektor (1 x m)

e Minimale Hamming-Distanz d.,;, entspricht der minimalen Anzahl Zeilen von H T, die Addiert (®)
werden miissen, um den Nullvektor 0 zu erhalten.
dmin >3 = Alle Zeilen von H' sind unterschiedlich.

10.7.1 Fehlersyndrom

Das Fehlersyndrom s erlaubt die Erkennung/Korrektur von Ubertragungsfehern e.

T T T S — s: Fehlersyndrom (1 x m)
s=c-H =(coe) H _&i@g H =e H e: Error-Pattern (1 x n)
0
Cr

empfangenes Codewort (1 x n)

=0 = Giiltiges Codewort ¢ empfangen
#0 = Ungiiltiges Codewort ¢, empfangen

V-V

Bei Einzelfehlern entspricht die Fehlerposition gerade der Zeile von HT, welche gleich dem Syndrom s ist.
s=1. Zeile von H' —  i.Bit ist falsch.

10.8 Hamming-Schranke

Ein linearer (n, k)-Blockcode kann bis zu ¢ Fehler korrigieren, falls n und k folgende Hamming-Schranke
erfiillen:

=0

e Diese Bedingung ist notwendig aber nicht hinreichend!
Massgebend ist die Minimale Hamming-Distanz diy,.

e Perfekter Code: Wenn in der Hamming-Schranke das Gleichheitszeichen gilt.

e Hamming-Code: Einzelfehler (¢ = 1) korrigierende perfekte Codes.
M =1+4+n = n=2"-1]
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10.9 Zyklischer Blockcode

Ein zyklischer Blockcode C' ist ein linearer Blockcode, bei welchem jede zyklische Verschiebung eines Code-
wortes ¢ von C' zu einem neuen giiltigen Codewort von C' fiihrt

Zyklische Verschiebung:
Codewort ¢ = (¢, €1, vy C—2, Cn—1)
e 1x zyklisch verschoben: o(c) = V) = (Cn—1,€0,Cly -y Cn—2)
e 2x zyklisch verschoben: o2(c) = 2 = (Cn—2,Cn—1,C0y --rs Cn—3)
e nx zyklisch verschoben: 0" (¢c) = ¢ = (cp,¢1, ..., Cn—2,Cn—1)
Vorteile des zyklischen Blockcodes:

e Einfache Hardware-Realiserung des Coders und Decoders auch fiir n >> 1 und k& >> 1
Mit Look-up Table oder Matrizenmultiplikation wird die Implementierung bei n >> 1 und k£ >> 1 sehr
umfangreich.

e Fehlererkennende und -korrigierende Fahigkeiten des Codes bei moglichst hoher Coderate R, = k/n

10.10 Polynomschreibweise

Ein Codewort ¢ wird als Polynom dargestellt, um die mathematische Behandlung zu vereinfachen.

Codewort: c={(co ,C1,C2y .0, Cp—
B (\9-’ b Ji)) Polynomgrad: (n —1)
LB MS}; . Koeffizienten: ¢; € {0,1}
Polynom zu c: clx)=co+cix+ecaz®+ ...+ cp_12"

Beispiel: c¢=(1,0,0,1,1,0) — c(z)=1+23+2*

10.10.1 Rechenoperationen mit Polynomen

Modulo-2 Addition &: Modulo-2 Subtraktion ©: Multiplikation - :
2 . 3
2 Px* = 0 z*ez* = 0 @ xb = poth (_1+x)3 (x—§$)5
e 0 = z¢ 0scx* = z¢ 0-z% = 0 —x—l—&%—i—x
_ _ . _ 0
00 =0 0eo0 =0 0-0 0 et gP
Polynomdivision : (Modulo-2 Division):
B r(zx) ~ q(x) : Quotient
f@) @) =gt + s | = [ F@) = a) ki @) | R
Beispiel:
L a() T<;>
5 L2 _ 7.3 2
(1’ —|—1) (l‘ +$+1)—(3§‘ +x +1)+m

o (x® + 2t + 23)
o+’ +1
o(at + 23 + 22)
2?2+ 1
o(x?+z+1)

x=r(zx)

= @+ =@ +22+1) - @2 +2+1)+ ()

Vereinfachte Schreibweise der Polynomdivision:

Weisen zwei Polynome a(z) und b(x) den gleichen Rest r(z) auf, kann dies folgendermassen dargestellt
werden:

la(z) =b(x) (mod h(x))| =  |r(x)=f(z) (modh(x))]
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10.10.2 Zyklische Verschiebung mit Polynomen

Ein Codewort ¢ soll um ¢ stellen verschoben werden.

(& — (CO,Cla"'aCnfl)
cr) = cot+ecir+..tep ™!
Q(l) = (Cn—ia Cn—(i—1)y +++» Cn—1, C0O; C1, -y cn—(i—i—l))
AD(z) = e+ Cn—(i—1) T + . + Cp—1 2 gat ettt 4+ L+ Cn—(i+1) T~

Berechnung des Polynoms c¢(¥)(z) des verschoben Codewortes c(.

¢ (z) entspricht dem Rest der Polynomdivision (c(z)-a?) : (™ +1)

() =¢(x)-z' (mod (z" +1))

. @ (¢ - ‘
(c(z)-a') : (2" + 1) = q(z) + (Jc”—(i-i) = le(@) -2t =q(z)- (" + 1)+ (x)
f(z) h(z) r(z)

10.11 Fundamentales Theorem fiir zyklische Codes

Gegeben sei:

k

e Polynom g(x) der Ordnung m = (n — k) gx)=go+gix+gr’t. . +gr2"F go=gr=1
e g(x) ist ein Faktorpolynom von (z" + 1) ‘ (" +1) =q(x) - g(x) ‘ mit r(z) =0
Theorem

Besitzt g(z) diese Eigenschaften, dann bildet g(x) aus den Datenworten d(x) einen linearen und zyklischen
(n, k)-Blockcode C:

cz) = dx) - g(=)
~~ —~—~ <~

Codepolynom Datenpolynom Bildungspolynom

Beispiel: (7,4)-Blockcode (m =n —k = 3)
T+ 1) =(x+1) - @ +22+1)-@P+2+1) = c)=d=) (®+22+1)

a(z) g(x)
10.12 Polynom des Fehlersyndroms s(z)

Empfangenes Codewort:
cr(z) = c(z) + e(x)

Fehlersyndrom

s(z) = c(x) (mod g(z))
= c(z)+e(x)  (modg(x))
— e(a) (mod g(x))

e Das Fehlersyndrom s(z) ist fiir alle Fehler < dp,in/2 ein ganz charakteristisches, eindeutiges Polynom,
das nur abhéngig vom Fehler e(z) aber unabhéngig vom Codewort c(x) ist.

e Die Polynome e(x) und s(x) kénnen in einer Tabelle (Syndromtabelle) gegentibergestellt werden.
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10.13 Generatormatrix G von zyklischen Codes

Zyklische Codes sine eine Untergruppe von linearen Codes.

g(x)
e Jede Zeile der Generatormatrix GG entspricht einem Codewort. x-g(x)
G = i
e Die k Zeilen miissen linear unabhéangig sein.
k—1
e Brauchbare Matrixzeilen sind: g(2), = - g(z), ..., ¥~ - g(z). * 9(x)

10.13.1 Generatormatrix G von systematischen zyklischen Codes

Die Generatormatrix G eines systematisch zyklischen Codes kann durch Zeilenadditionen (Modulo-2) der
nicht-systematischen Generatormatrix gebildet werden.

G=1[.. I

e Eigenschaften (Linearitét, Zyklizitat, Hammingdistanz) bleiben erhalten

e Zuordnung von Datenworten d(x) zu Codeworten c(x) dndert.

10.14 Hardware-Realiserung eines systematischen Codes

Generatorpolynom g(z) =go+g1 -+ go- 22+ ..+ gpp -z F

Datenwort dz)=do+dy-x+do- 2?4 ...+ djp_1 - 2!
Parity-Bits p(x)=po+pr-x+pr-a®+ ...+ dy_p_1 -k
Codewort c(x)= po +p1-T+ ...+ Pp—k—1- 2R dy a4 dy M e dpy 2™t
—~—
LSB MSB
Parit;-Bits Datenbits
Berechnung der Parity-Bits p(x):
plz) =2"""-d(x)  (mod g(z))
Implementierung:
e Phase 1: Ausgabe von d(xz) (MSB first)
e Phase 2: Ausgabe von p(z)
s1
Y i 4 v
"9, "9, "9, "9k
A A D P Jan
1 > A > »] -1 > A - » »| 21 >
g Sl IRa N 7 g il IR N 7 ang Kl IRAN 7 ing kil I UL %
o S2
Phase 1: k cycles _:>0—> c(x)
Phase 2: n-k cycles d(x) —
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