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1 Lineare Gleichungssysteme

Gauss-Algorithmus

Flihrt LGS zu Stufenform, Koeffizientenmatrix ist eine obere Dreiecksmatrix
|ref(M)| |rref(M b)|

3 2 1 ]:3 12 : : 3
75 2 7 5 2 -(7-D 0 * 1 3
° 3
12 % _ (E . ”) 10 1 |x=1 rot -> ‘1’ erstellen
0 1 1 3 0 1 -1 |y=-1blau->‘0"erstellen
- Mehrere Gleichungssysteme b Wichtig: Gleiche Koeffizientenmatrix
simultan |6sen P11 1z 1 4
a1 G2 | by ¢
d31 Qs b3 C3
Losungsmenge, Rang 1 0 | = * b, L= {(xq, x5, o, X)|Xr 41, o) X € R}
0 1 * * b,
O O br+1
b_m
Rang * frei wahlbar
- symmetrisch A=AT MT
- schiefsymmetrisch AT = -A Hauptdiagonale ist 0

Summe aus symmetrischer und
schiefsymmetrischer Matrix

(M + MT) ist symmetrisch

1 1
I T - _ T
M= 2 (M +M7) + 2 (M = M) (M — MT) ist schiefsymmetrisch

- orthogonal

AAT =ATA=E sofern auch regular: AT = A™1

Rechengesetze

(AB)C = A(BC)
AB # BA
EA=A=AE
(AB)T = BTAT
(AB)™1 = B1471
(AT)—l — (A—l)T

- homogen/ inhomogen

homogen Ax =0
inhomogen Ax # 0

- regular (invertierbar)

Ax=b - A 'b=x
detA #0 b#+0->x+0

b=0-x=0

JAL|AAT1=ATTA=E A1 heisst invers zu 4, A™! eindeutig

Ax = b besitzt genau die Lésung x = A™1b

- singular (nicht regular)

AAT|AAT =ATA=E Nullteiler sind singuldr
detA =0
Ax=b*0 sp

inhomogen -> keine Losung!

E * *

0 0 #0
Ax =0 homogen -> o viele Losungen

- partikulére Lésung homogen: Ly = {x|Ax = 0}

inhomogen: L = {x|Ax = b} = {x,, + xp|x;, € Ly}

4 -5z 4 -5
Beispiel: Li=3lz+3z||zeR;=13(2]+2z| 3 ]J|z€R

z 0 1

Inverse

_ 1 , Sofern detA4 # 0, A regular
AL =detA-ad](A) J

_ 1 d -b
A 1=ad—bc.(—c a)

Fir 2 = 2 Matizen

Bestimmung von Hand mit Gauss
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2 Determinanten

Determinante

detA =[S1 Sz S3] =s5,(5; X 53)

det(M)

- allgemein
Entwicklungssatz

i konstant, aber beliebig

deta = 3 (- - det(dy)
k=1

Vorzeichen gem. Schachbrett
A;x = Minor von A (A ohne Spalte

- Bsp. Entwicklungssatz

k und Zeile i)
T 2 3
5 6 2 3 2 3
detA=|4 5 6 =+1.| |_4..| |+I
8 9 8 9 8 9 5 6

Neue det ohne Zeile i und Spalte k des gelben Elementes. Element als Faktor.

(Zeilenvertauschung beachten -> Vorzeichen)

- Det fir 2*2 Matrix detA = |a b| = ad — be Determinante mit Gauss fir
c d 2 * 2 Matrix
Sarrus a\bxcﬁ ,af,,b aei + bfg + cdh funktioniert nur fir 3*3 Matrizen
d»*‘"e\fx ',d\e —ceg —afh — bdi
g h i'lg h
n

- einer Dreiecksmatrix

Vorsicht mit Gauss!
Faktoren mitziehen

detA = l_[ dii
i=1

-detA#0

Gleichungssystem eindeutig |6sbar, A regular

-detA=0

Spalten von A sind linear abhangig (komplanar), A singular

- Eigenschaften 1. Spalten vertauschen: detA* = —detA4
Gilt sowohl fiir Spalten alsauch 2. 2 gleiche Spalten: detA* = 0
Zeilen 3. Nullzeile: detA = 0
4. Ausklammern von Faktoren (einer Spalte)
(Flache = Determinante) 5. Linear als Funktion jeder Spalte
6. detA” =detA
7. detA™l = —
detA
8. detE =1
Rechengesetze det AB = detA - detB
- Vandermonde 1 a; a? ap? det A = H(ak —a)
1 a, a3 ay™t i l
A=11 a3 a3 az™! Mit (72‘) =Y raktoren
: : 2
1 a, a? - a'?
Adjungierte Matrix oy = (%22 TG i
jung adj() = (_a0 %)

- allgemein

adj(A)y = (1) k- det(4,) Vorsicht: Indexvertauschung!

Lineares Gleichungssystem
LGS mit n X n-Matrix

A-adj(A) = adj(A)-A = detA-E

x=A"1p = -adj(A) - b

Cramer’sche Regel

detA
_ [s1,,b, .., 50]
" [S4y s Sk e s Sl Spalte mit b ersetzen

1 1<k<
= 71 (adi(4) b, "

Xk

Bei der Determinante im Zadhler die k-te

skuster@hsr.ch

Januar 2014



Zusammenfassung LinAlg, A. Mller V1.0

Seite 3von 9

3 Vektorgeometrie

Schnittpunkt von 2 Geraden g:py +tvg Q ist Schnittpunkt von g und h
h:p, + sv, _ (" =
Q - (y) - (x;y)
x y s t x y s t
10 tx 0 P1x 1000 Qx
0 1 ty 0 Py Gauss 01 0 O Qy
10 0 s¢{py |~ | 0010 s
01 0 s |p,y,y 0 0 0 1 t
Schnittpunkt Gerade-Ebene g=1{p;+tr|t €ER} r?guldf: E,'ﬁ,fz’ ist Iinear'una.bhéingig
o={qd+t75 +t,7, | t;,t, € R} singuldr: 7y ist Linearkombination von
—- - = —_— Fl’ und 72)
Toh I T2 q — Do
Schnittgerade Ebene-Ebene o, ={q  +t;77 + 575 | ty, t, € R}
0y = {qz +ts735 + ta74 | t3,t4 € R}
1 0 0 —ry -1y O 0 | Pix | Matrix fiir Schnittgerade 3D
01 0 -1, -1y 0 0 D1y
0 0 1 —-r, -1, 0 0 Piz | _pgr Schnittpunkt von 2 Ebenen
1 0 O 0 0 —T3x Ty P2x | in 4D Matrix um % erweitern.
010 0 0 -7y -1y |Pw
001 0 0 -1, -n,|P=
1 0 0 n Dx Lésungsmatrix => Schnittgerade g
0 1 T'y py g= ﬁ —_ t4‘r_')
1 . ‘rz pZ
w1 x| "
1 0 = *
0 0 1 = *
Orthogonale Projektion PU(®) = |3 - cos(a) Projektion von ¥ auf U

il - 9] - cos(a) = [ul - PU(D) = [9] - PU(u)

bilinear!
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3.4 Skalarprodukt
allgemein dob=a;b, +a,b, +asbs
- Lange ot = |4l - [u] - cos(0) = |ul?
[i] = Vi oti = a2 + b2 + ¢?
- Winkel Uo DV Orthogonalitat:
Cos(a)=|1_j”1_},| ULV S UD=0
_, Uov _, \
VW=Es—=u \VAR
Uo y; -
UoD
V=1 vl u
Uol
Normale auf Vektor 2D i1l =D= (_aZ)
aq
_az —a3
3D: d L b © Ebene l&:{tl(a1)+t2<0>t1,tzeR
0 a,

Mittelsenkrechte

{0 -555)

o)
A

B

Hessesche Normalform
(Abstand Punkt-Ebene)
- in Parameterform

Xo
. <yo>_m
Zo

Do ist Stutzvektor der Ebene

nq.\°
n® = <Tl2> = Normale

n3
Wichtig: 7 normiert - |[7| = 1

- in Koeffizientenschreibweise

laxy + by, + czy + d |

va? + b2 + c?

d

o=ax+by+cz+d

Xo
P = <}’o>
Zo

bei Gerader ‘c’ weglassen!

Vektor an Ebene spiegeln

UGespiegelt = v —2(ito V)i

Wichtig: 7 normiert - |[#| = 1
n
0
v v’

Orthonormalisierung

Gute Koordinatensysteme
|b,| = 1;b, L b, (fiir i # j)

Skalarprodukt wird einfach

7 = by Gegeben: b, b, by
! |B4]| nicht orthonormiert
., b- by (b_z' R b—l") Gesucht: by ,b, ,bs
by = ——7—— orthonormiert
b, — by (bz ° by )|
B (5B B (5o
b3 = — ! —s ! ol —  —)
b, — by (b2°b1)_ 2(b3°b2)|
Uberbestimmte A'(Ax—b) =0 Finde |Ax — b| méglichst klein!
Gleichungssysteme AtAx = Ab ,Least squares”
In Gauss

> X
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3.5 Kreis und Kugel
Kreis / Kugel

KM,r)={pl(B—m)o(p—m) = (P -—m)?=r%} m - Ortsvektor
P aufKugel,p = (x,y,2)

Durchstosspunkt Gerade-Kugel

Gerade g =p, + t7

712t% + 2pg o (pg — M)t + |pg — M|? — 12 o —
I71 Po ° (o =t + |po — il Kugel  {pll(py + t7) —m| = r}

Thaleskugel Gesucht: {P|AP L BP} P
N - 2 N - 2
5 a+b _ a—»b A
2 2
B-m) =12 M B
Tangentialebene (Kreis/Kugel) n=p,—m D, ist Berihrungspunkt
(po—mM)o (P—py) =0 p ist Punkt auf Tangente

3.6 Vektorprodukt
allgemein

(pg —m) o (p —m) =17

Abstraktion des dreidimensionalen geometrischen Raums mit Vektoren
Das Vektorprodukt ist bilinear

asb; —a,b; Fur ¢, Zeile eins abdecken und
a;b, —a,b; Kreuzprodukt bilden.

a, by
B <a2> * <b2>
as b3

R axb; — azb, Kreuzprodukt
axb=

- Eigenschaften 1 (axb)Ldundb
2. |dx Z;| = Flicheninhalt #d, b b
3. @b, (& X l_;) bilden ein Rechtssystem My
o 20 -z
4, h= |b| - sin(a) a
- Flache |d x b| Linearitat a=a +a"’
> 7Y _ = O 451 bl
F(a,b)=F(@ +ad"b) = @ b,
- Volumen |(@xb)oé @ x b ist Grundfliche, ¢ ist Hohe
v(a, b, &) =v(a + a' b, &) Linearitat d=ad +ad"’
a, by
V = a2 bz C2
a; b; c3
- Zwischenwinkel |& x B| nur flr spitze Winkel
sin(a) = —=
ldl[b]
Abstand Punkt-Gerade 1@ — B) x 7| Punkt p:p
d TR Gerade g:pg + t7
Abstand Punkt-Ebene = XT Punkt p:p
d=m°(ﬁ—§g) Ebene G!ﬁg+t1?;+t2?;
1 2
Abstand Gerade-Gerade I Gerade g:p; +try
(windschiefe Gerade) d= "L X T2 o (P35 — Py) Gerade h:p, + s7,
77 X 73] Richtungvond: 73 X7, =7

Schwerpunkt eines Dreiecks

— 1 — — —
Ts =§(T1+7'2 +73)
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4 Lineare Riume

Bedingungen fiir Linearitit fwy+v,) =f(v) + fwy) fvg + A,v5) = A f(vy) + A, f (vy)
F(w) = Af (v)

Abbildungsmatrix A, hangt von den Basen B und B’ sowie f ab

Kern Alle Abbildungen von v, welche durch A auf den Nullvektor von v’ abgebildet
werden
L = {v € R*|Av = 0} -> Nullraum von A, Kern von A, kerA

Bild Alle Vektoren von V', welche Bilder sind von Vektoren von VV
U = {B¢|¢ € R'?°1} c R"

Fixvektor fw)=v Selbstabbildung

Basistransformation B = {by,b,}; B' = {b1, b3}

& Streckungsfaktor von B fir v
&' Streckungsfaktor von B’ fir v

v =B =B'¢
v =¢&by + &b, =&1by +65b; 7.B: B = [1 0] B’ = [4 2]
neue Basisvektoren durch alte ausdriicken 01 1 3

b; = 4b, + 1b,

b, = 2b; + 3b, b,’

& aus &' ausrechnen

= (4b1 + 1b2) : f{ + (2b1 + 3b2) : fé bl'

=@-§+2-8)by+ (-8 +3-85)b, A -

= &by + &b, b,/ — |

Umrechnen von neuen Koordinaten in alte bl' v

& 4 2 &' &' ,
(f) =(1 3) (5) - <€) it
- Spezialfall R™ v =B =B'¢ flr regulére n = n Matrizen
T =B~ !B’

§=T¢ =B7'B¢
§ =T'¢=B"B¢

- allgemeiner Fall v==§&b, +&b, =&1b) +&5by fir n * m Matrizen, (m < n)
v =B =B'¢

1 0

B B’ Gauss 0 1 T
0 0.0 0
1 0 ..,

B, B Gauss 0 1 T
0 0.0 O

$1 A 51
s, - & altes Koordinatensystem

T »L~T A = TAT—I
S\ 4 (&
& - & neues Koordinatensystem

Orthogonale Matrizen Spalten einer orthogonalen Matrix sind orthogonal und haben Lange 1
0(n) = {A|A orthogonal n * n Matrix}
- Bedingung o Al=24t

o AAT'=AA'=E
e det(4) =+1
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Spiegelung detA = -1 analog in beliebig vielen Dimensionen
S0(n) ={A € 0(3)|detA =1} Unterraum von orthogonalen Matrizen
- Beispiele ) _(1 0 10 O
anXxAchse  T=(; ) anXY-Ebene T={0 1 0
0.0 -1
2 | 100
an Y-Achse r= ( 0 1) an XZ-Ebene T = (0 -1 0)
0.0 1
° _ (0 1 -1 0 O
an 45"-Geraden T = (1 0) an YZ-Ebene T = ( 0 1 0)
0 0 1
Projektionen : _(1 0 1 00
- Beispie|e an X AChse T (0 0) an XY'Ebene T = 0 1 0
0.0_0
000 100
aufY-Achse r= (0 1) auf XZ-Ebene T = (0 0 0)
0.0 1
0 0 O
auf YZ-Ebene T=({0 1 0
0.0 1
Drehmatrizen detA = +1 S0(n) ={A € 0(3)|detA = 1}
x'=Dy-x ,Die Spalten von A sind die Bilder der
Standardbasis-Vektoren“
-2D A=D. = (cos(a) —sin(a)) in 2-Dimensionen
@ sin(a) cos(a) DyDg = Doy

- 3D, Drehung um x-Achse

1 0 0
A=D,q = (0 cos(a) —sin(a)
cos(a)

0 sin(a)

)

in 3-Dimensionen
Reihenfolge der Drehungen beachten

- 3D, Drehung um y-Achse cos(ed) 0 —sin(a)
A=Dy,=( 0 1 0
sin(e) 0 cos(a)
- 3D, Drehung um z-Achse cos(a) —sin(a) O
A=D,,=|sin(a) cos(a)
0 0
Spur Gir 7 Qi Spur, det sind Invarianten einer
Spur(A)={ = ™~ Abbildung, sind unabhéngig vom
An1  ** Qnn

= aqq + Az, + ass + -+ Ann

Koordinatensystem

trace(M)

- Eigenschaften

Spur(ABC) = Spur(BCA) = Spur(CAB) A, B und C seien beliebige n *n

Spur(AB) = Spur(BA)

Matrizen

- Drehwinkel 3D Spur(4) — 1
cos(q) = ———

- Drehwinkel 2D Spur(A)
cos(a) = —

- Richtung der Drehachse Ist ¥ die Drehachse? ¥ Drehachse?
DV =7 D Drehmatrix

¥ wird unverdndert wiedergegeben,
wenn ¥ die Drehachse ist.
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5 Matrixzerlegungen
Motivation Ax = b - viel Arbeit L, R sind Dreiecksmatrizen
Rx =y
A=0QR— {Qy = b "sehr einfach" Q orthogonal, Q= = Q*
Rx = y "einfach" detA = detQ - detR
A=0tQ - {Qty =b ) ”einfach” ) Q dreiecksma';rix
Qx =y "sehr einfach detA = detQ
- Trick 1 li 0 \
l11 0 11
L= : =| - Lo
lnl lnn 0 IL/
1 0 0
a4 0
= Lo = diag(lllt R lnn)_1 L= | 12:2 : : |
ln1 ln2
o)
- Trick 2 l11 0
L= :
lTLl lnn
1 0 0 L1 0
_ (0 1 \| / : Ui e \
1o 0 leyiker [ | 0|
\0 0 ln,k+1 lnn/ \ln,l ln,k 0 1/
- Trick 3 n Py |

Becletun \3 ofec | M. ”I/,].“kq'koh mit

(-4

G e+ N Puetete

unverandert
O lefe ven A |

* Rusteile

macht ! Gaws -O/;em‘}.'m
chJ;':j'\J (srde al R
vom 231_"3)

- LU-Zerlegung A=LU = 1. Gauss; Vorwartsreduktion -> bleibt
Ve 12, @, = s — b 2. Lsetzt sich zusammen aus den
“ Hil = o) N Spalten unter Pivot-Elemente
[ o 4l
-
- QR-Zerlegung A=QR Spalten von A orthonormalisieren —

R=0Q A=A

Spalten von Q (siehe 3.4)

c

)

b

Cholesky-Zerlegung a 0\ ,a
A=LLt = ( )(

c b/ \O
A heisst positiv definit,
wenn vtAv >0, Vv # 0

Def:

geht nur fur ,,positive” Matrizen,
A = A%, d.h symmetrisch

d.h der folgende Algorithmus
funktioniert.

- Beispiel

9 6 3 3 0 0\/3
A=<6 8 4)=<2 2 0)(0
3 4 3 1 1 1/\0

Ly, =lf/=9-3
L,;=32=6-2
L;;=32=3-1

Ly, =22+422=8 -2
Ly =2-14+22=4->1
Lyz =12+12422=3->1

Kontrolle A = LL!

2 1
2 1>
0 1

skuster@hsr.ch

Januar 2014



Zusammenfassung LinAlg, A. Muller V1.0 Seite 9 von 9

6 Eigenwerte und Eigenvektoren
allgemein Problem: zu A finde Vektor v mit Av = Av
Def: Ein Vektor v # 0 mit dieser Eigenschaft
heisst Eigenvektor von A zum Eigenwert 1

-A" Av=v 2 A"v=v
Av=—v =2 A"v = (—-1)"v
Av=Av = A" ="

- Schritt 1 (A-AE)v=0 Geg: Aeinen*n— Matrix
= Flr welche 1ist A — AE singular? . 2 -1
z.Bs ur A =
det(4 —AE) = 0 P 5 3)

— liefert charakteristisches Polynom Ges:  Vektorenv # 0 mit Av = Av

zB.=212—41+3 charPoly(M, 1)

) P o .
Schritt 2 - Eigenwerte A,=0A-1DA-3)=> {/11 I eigVl(M)
, =
- Schritt 3 - Eigenvektoren Fur jedes A suche Vektor v a = Resultat
(A-AEv=0 eigVc(M)

Finde Vektor v, fur A,

X1 =X z. Bsp.
2-1 -1 Gauss |1 —1| *. >2 .
fi hlb 1
IS S 1o o | X2 freiwahibar V1=(1)

v,: genau gleich, einfach mit A,

Ist A diagonalisierbar? e jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar
e Eigenvektoren von A als Basis verwenden ->
A diagonal in Eigenvektorbasis = A’

A ist diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt!

Sonstiges
System Rechtssystem: detA >0
Linkssystem: detA <0
Umrechnung Koordinatenform  ¢:ax + by +cz =d A a
-> Parameterform d d n=|\y|=(b
d - - z c
- a a
20=|%|+ufl d [+v| O
B = d
0 b a
0 c
Umrechnung Parameterform-> o =p+si +tr, >0 =7 XV d erhalt man durch einsetzen des
Koordinatenform =>0ax+by+cz=d Stiitzvektors p in die Koordinatengleichung
binomische Formel (A+AE)2 = A2+ 2)A+ A*E

(A+AE)® = A® + 3142 + 3224 + 23E
(A—2AE)* = A* — 4043 + 612A% — 413A + 1'E
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