Lineare Gleichungssysteme, Matrizen
n*m Matrizen

Singulär, regulär
Die Matrix ist regulär, wenn mindestens ein Punkt erfüllt ist:
· A-1 existiert
· 
· eindeutig lösbar (genau eine Lösung)
Die Matrix ist singulär, wenn mindestens ein Punkt erfüllt ist:
· A-1 existiert nicht
· 
· nicht eindeutig lösbar (keine oder unendlich viele Lösungen)
Siehe Beispiel 1,2
Lineare Abhängigkeit
Definition: Die Linearformen  heissen linear abhängig, wenn es so eine Linearkombination

gibt, in der nicht alle  sind. Anders ausgedrückt die Vektoren  sind linear abhängig  ein Vektor ist als Linearkombination der anderen darstellbar. Ansonsten: linear unabhängig.
Sie heissen linear unabhängig, wenn die einzige lineare Beziehung 

ist, wenn  ist.
Hilfssatz: Die Linearformen  sind genau dann linear abhängig, wenn die Anwendung des Gaussalgorithmus auf das Koeffizientenschema dieser Linearformen eine Zeile voller Nullen hervorbringt. Insbesondere sind mehr als n Linearformen immer linear abhängig. Ist eine der Linearformen bereits 0, dann sind die Linearformen auf jeden Fall linear abhängig.
Transponierte der Matrix A (AT)
 Spiegelung an ihrer Diagonalen (4, 7, 8)
Rang
Der Rang ist die Anzahl der nicht linearabhängigen Zeilen. Sie ist identisch mit der max. Anzahl linear unabhängigen Spalten:
 Rang 2; wenn , dann gibt es keine Lösung zum Gleichungssystem
Inverse Matrix

· AA-1 = E
· Nicht jede Matrix ist invertierbar
· Wenn A invertierbar ist, ist A auch regulär!


Homogen und Inhomogene Gleichungssysteme
Ax = b, mit b ≠ 0 heisst inhomogen	Ax = 0 heisst homogen
Matrix*Matrix bzw. Matrix*Vektor


Linearkombinationen:
Definition: Unter einer Linearkombination versteht man ein Vektor, der sich durch gegebene Vektoren unter Verwendung der Vektoraddition und der skalaren Multiplikation ausdrücken lässt.

Siehe Beispiel 3


Eigenschaften der Determinante
1.  ändert sich nicht, beim Addieren des vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
2. Wird eine Zeile mit λ multipliziert, wird mit λ multipliziert. Dies gilt allgemein!
Beispiel: Zeile 1 und 2 wurden mit einer Zahl multipliziert.

3. 
4. Enthält A eine Nullzeile, dann ist 
5. Enthält A zwei gleiche Zeilen, dann ist  Verwenden mit Eigenschaft 1!
 Zeile 3 kann zu einer Nullzeile gemacht werden 
6. Vertauscht man zwei Zeilen, dann ändert sich das Vorzeichen von 
		1mal vertauschen:
7. Der Wert der Determinante ändert sich nicht, wenn Zeilen und Spalten miteinander vertauscht werden:
8. 
Berechnung der Determinante
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2x2 Determinante:


3x3 Determinante:


[image: ]Determinanten Berechnung mit Minoren (Laplacescher Entwicklungssatz):
Von A wird immer die i-te Zeile und j-te Spalte gestrichen. Vorzeichen wechseln nach der Schachbrettregel. (Siehe Bild)

Siehe Beispiel 4


Vektorgeometrie
[image: ]Gerade




[image: ]

Anwendungen:
1. Gesucht ist der Abstand einer Geraden  zu einem Punkt :



2. Gesucht ist der Abstand zweier windschiefen Geraden: (Richtungsvektoren linear unabhängig)

Der Abstand beträgt:

3. Gesucht ist der Abstand zweier parallelen Geraden: (Richtungsvektoren linear abhängig)

Der Abstand beträgt:

Siehe Beispiel 5 (Schnittpunkt 2 Geraden),Beispiel 6 (Anwendung 1), Beispiel 7 (Anwendung 2),
Beispiel 8 (Anwendung 3) und Beispiel 9
[image: ]Ebenen 

Ebenengleichung:			
Anwendungen: 
1. Gesucht ist die Schnittgerade zweier Ebenen:


2. Gesucht ist der Schnittpunkt zwischen einer Geraden und einer Ebene:


3. Gesucht ist der Abstand zweier paralleler Ebenen:

Der Abstand ist:

4. Gesucht ist der Schnittwinkel zweier Ebenen:


Siehe Beispiel 10 (Normale einer Ebene (Beispiel 17)), Beispiel 11 (Ursprung einer Ebene) und 
Beispiel 12 (Anwendung 2)

Kreis und Kugel
Die Kugel  ist die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt, dem Mittelpunkt oder Zentrum, alle den gleichen Abstand  haben.


Anwendungen: 
1. Gesucht ist der Durchstosspunkt einer Geraden mit einer Kugel




Ausmultiplizieren  Wir erhalten eine quadratische Gleichung mit dem Parameter  des Durchstosspunktes, welche ausgerechnet werden kann.
2. [image: ]Thaleskreis:


Ausmultiplizieren und quadratisch ergänzen ergibt:


 geht nur wenn 
3. Tangentialebene in einem Punkt
Die Tangentialebene an eine Kugel mit Mittelpunktsortsvektor  und Radios  im Punkt mit Ortsvektor  ist:

Siehe Beispiele 13,14 (Anwendung 1) und Beispiel 15 (Anwendung 1,3)
Spiegelungen

:


:


:

Normalvektor
Der Normalvektor  steht immer senkrecht (Skalarprodukt = 0) auf eine Gerade oder Ebene.
Aus einem Normalvektor  lässt sich der Normaleinheitsvektor wie folgt berechnen:
Definition:  Einheitslänge


Skalarprodukt
[image: ]
Länge des Vektors:

Orthogonalität:

Anwendungen:
1. [image: ]Gesucht ist der Anstand zwischen einem Punkt und einer Ebene:
gegeben: σ, P gesucht: d



Hessische Normalform:
[image: ]
2. Gesucht ist die Mittelsenkrechte(Ebene) einer Geraden:
gegeben: A, B gesucht: σ


3. [image: ]Gesucht ist die Winkelhalbierende zwischen zwei Geraden:
gegeben: g1, g2 mit |ni|=1 gesucht: Winkelhalbierende 

Abstand:

2 Winkelhalbierende: Achtung Vorzeichen!


Siehe Beispiel 16 (Winkel) und Beispiel 12 (Normale der Ebene (Beispiel 10) / Anwendung 1)
Spatprodukt
[image: ]
Volumen eines Parallelepides (Spatvolumen):

Volumen eines Tetraeders:



Vektorprodukt (Kreuzprodukt)
[image: ]
Eigenschaften:

Anwendungen:
4. Gesucht ist der Abstand zwischen einem Punkt und einer Ebene:

Der Abstand beträgt:

5. Gesucht ist der Zwischenwinkel zweier Vektoren:

Projektion
[image: ]Der Vektor  ist die orthogonale Projektion von  auf .



Orthonormalisierung
Ziel des Orthonormalisierens ist es Vektoren orthogonal (rechtwinklig) zueinander auszurichten und zu normieren. Die Vektoren müssen zueinander linear unabhängig sein!
Sind  linear unabhängige Vektoren. Dann gibt es orthonormalisierte Vektoren, welche sich wie folgt berechnen lassen:
1. Normierung von :





Siehe Beispiel 34 (Skalarprodukt, Vektorprodukt, Ebene, Projektion)




Vektorräume und lineare Abbildungen
Definition: Sei V ein Vektorraum. Eine Menge  linear unabhängiger Vektoren heisst eine Basis, wenn jeder Vektor von V als Linearkombination von Vektoren aus B dargestellt werden kann.
Mit anderen Worten: Im Raum  kann jeder Vektor durch eine Linearkombination der drei Einheitsbasisvektoren abgebildet werden.
Nun gibt es auch andere Vektoren, durch die jeder Vektor im  Raum abgebildet werden kann. Diese Vektoren heissen „Basis“. Basisvektoren müssen linear unabhängig sein.
Polynome:
Die Menge  ist offenbar eine Basis von  den jedes Polynom lässt sich auf eindeutige Art als Linearkombination dieser elementaren Polynome schrieben.
Siehe Beispiele 18 und 19
Ableiten von Funktionen
Ableiten von Funktionen ist eine lineare Abbildung.

Siehe Beispiele 20, 21 und 22
Spur
Die Summe der Diagonalelemente einer n*n-Matrix wird als Spur bezeichnet.

Eigenschaften:
Sind A, B, und C n*n-Matrizen, dann gilt
1. 
2. , in der Spur können die Faktoren zyklisch vertauscht werden
Anwendungen:
1. Spur einer Drehmatrix (2D):

2. Spur einer Drehmatrix (3D):

Orthognonale Matrizen, Drehmatrizen 
Die Matrix A ist eine Drehmatrix, wenn sie beide folgenden Bedingungen erfüllt:
1.  bzw.   Matrix ist eine orthogonale Matrix
2. 
Drehwinkel:

Allgemeine Drehmatrix:

Drehung um die verschiedenen Achsen:
; 
Siehe Beispiele 23, 24 und 25

Basistransformation
Ein Vektorraum kann verschiedene Basen haben.
Eigenschaften:
1. Vektoren: 
2. Abbildungsmatrix: 
3.  Spur ändert nicht, d.h. Drehwinkel bleibt gleich!
4.  Determinante ändert nicht, d.h. Volumen bleibt gleich!
Siehe Beispiele 26, 27 und 28
Verallgemeinerung des Skalarprodukts:


 Es entstehen 2 unterschiedliche Skalarprodukte:

Das Ziel ist nun eine allgemeine Formel für das Skalarprodukt von 

Verallgemeinertes Skalarprodukt:


 						
Eigenwert und Eigenvektor
In vielen Anwendungen hat man ein Gleichungssystem der Form

Zu lösen, wobei nicht nur der Spaltenvektor , sondern auch der Parameter  unbekannt sind. Ein solches Problem kann man immer umschrieben in die Form

also ein Gleichungssystem. Welches entweder gar keine, oder dann unendlich viele Lösungen hat. Die Basisvektoren sind alle Eigenvektoren
Die Diagonalmatrix  hat die Eigenwerte  , die Einheitsvektoren ei sind Eigenvektoren zum Eigenwert λi.
Lösungsverfahren des Eigenwertproblems:
1. Charakteristisches Polynom bestimmen 
2. Nullstellen 
3. Für jedes  lösen
Siehe Beispiele 29, 30 und 31 und Beispiele 32 und 33 (Rekursion)






Aufgabenbeispiele
Lineare Gleichungssysteme, Matrizen
1. Lösungsmenge:



2. Wie viele Lösungen hat das Gleichungssystem

Gebe die Lösungsmenge an.
Lösung:

Man kann sehen dass die Gleichungen linear abhängig sind, d.h. das Gleichungssystem ist singulär und hat unendlich viele Lösungen und die Lösungsmenge ist:


3. Kann der Vektor  als Linearkombination der Vektoren 
Geschrieben werden? Wenn ja, finden Sie die Koeffizienten, wenn nein, warum nicht? Bilden die Vektoren ui eine Basis?
Lösung:

Gleichungssystem aufstellen und mit Hilfe von Gauss lösen:

Das Gleichungssystem ist singulär und die 3 Vektoren sind linear abhängig → Sie bilden keine Basis. Das Gleichungssystem hat keine Lösung, weil  ist.

4. Berechne die Determinante von 
Lösung:



Vektorgeometrie
Geraden
5. Gesucht ist der Schnittpunkt von den folgenden 2 Geraden:
Lösung:




6. Gesucht ist der Abstand  des Punktes  von der Geraden , die durch die Punkte  und  geht.
Lösung:




7. Bestimme die gegenseitige Lage der Geraden  und  und ihren Abstand.
Lösung: Die Richtungsvektoren sind nicht linear abhängig, die Geraden sind vermutlich windschief.


8. Bestimme die Lage der Geraden  und  und ihren Abstand.
Lösung: Die beiden Richtungsvektoren sind parallel. Der gemeinsame Richtungsvektor ist  
Der Abstand ist:



9. Gesucht sind die Geradengleichungen, die zur Geraden mit der Gleichung

den Abstand 4.5 haben.
Lösung: Es hat 2 Resultate, weil der Anstand  beträgt
Zuerst muss der Einheitsvektor gebildet werden:

Nun kann der Abstand von 4.5 in die Gleichung wie folgt mit einbezogen werden:


Ebenen
10. Finde die Normalenform einer Ebene durch den Nullpunkt, die die z-Achse unter einem Winkel von 30° schneidet und ausserdem parallel ist zur Geraden durch die Punkte  und .
Lösung:
Der Normalvektor  muss mit der z-Achse einen 60°-Winkel bilden und muss auf den Vektor  senkrecht stehen. Mit Skalarprodukten ausgedrückt heisst dies:



Nun kann alles in ein Gleichungssystem überführt werden:

Die gesuchte Normalenform der Gleichung ist also:



11. Liegt der Ursprung (Nullpunkt) auf der Ebene durch die Punkte ,  und ?
Lösung:


Überführung in ein Gleichungssystem:

Das Gleichungssystem ist lösbar, d.h. der Nullpunkt liegt auf der Ebene. Das muss aber noch verifiziert werden. Man bestimme den Normalvektor.

Der Ursprung liegt in der Ebene, wenn  auf  senkrecht steht:

Der Ursprung ist tatsächlich auf der Ebene.

12. Schneidet die Gerade durch die Punkte  und  die Ebene durch die drei Punkte ) und ?
Die Parameterdarstellung der Ebene lautet:

Die Parameterdarstellung der Gerade lautet:

Die Gerade und die Ebene gleichsetzten:



Man kann erkennen, dass das Gleichungssystem singulär ist und keine Lösung hat. Die Gerade und die Ebene können sich nicht schneiden.


Kreis, Kugel
13. Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Kreises um den Punkt  mit Radius 5 mit der Geraden, die durch die Punkte und  geht.
Lösung:
Zuerst wird die Geradengleichung bestimmt


Einsetzten in die Kreisgleichung:



Man erhält eine quadratische Gleichung:


Somit ist der Schnittpunkt gerade Da dies die einzige Lösung ist, muss es sich um einen Berührungspunkt handeln.

14. Die Gerade  schneidet die Kugel um den Nullpunkt mit Radius 3 in zwei Punkten. Berechne den Winkel zwischen den Tangentialebenen in diesen Punkten.
Lösung:
Die Geradengleichung in die Kreisgleichung einsetzen:


 und  in der Geradengleichung einsetzten um die 2 Punkte zu erhalten:



15. Stelle die Gleichung der Tangenten des Kreises mit der Gleichung  auf, die parallel ist zur Geraden mit der Gleichung 
Lösung:
Als erstes kann der Einheitsvektor der Geraden wie folgt berechnet werden:

Die Gerade, kann nun wie folgt beschrieben werden:

 muss so gewählt werden, dass der Mittelpunkt  des Kreises die Gleichung erfüllt:

Da der Radius des Kreises 4 ist, sind die gesuchten Geraden gegeben durch die Gleichungen:
 und 

Skalarprodukt (Ebene/Gerade)
16. Gegeben sind die Punkte  und . Von welchen Punkt der x-Achse wird die Strecke AB unter einem 90°-Winkel gesehen?
Lösung:


Die gesuchten Punkte sind also  und .

17. Die Ebene ist durch die Punkte,  und  gegeben.
a) Bestimme die Normale der Ebene.
b) Wie gross ist der Abstand des Punktes  von der Ebene?
Lösung:


Die Normale steht senkrecht zur Ebene  Skalarprodukt ist 0 Die Normale kann wie folgt bestimmt werden:


Das Gleichungssystem kann mithilfe von Gauss gelöst werden:

Die Einheitslänge von  bestimmen:

Der Abstand zum Punkt  ist dann:




Vektorräume und lineare Abbildungen
Polynome
18. Die Polynome von Grad  bilden einen -dimensionalen Vektorraum mit der Basis Drücke das Polynom  als Linearkombination der Polynome  und  aus.
Lösung: Als erstes werden die Polynome („Vektoren“) in Spaltenvektoren umgewandelt:

Nun muss man herausfinden, wie der erste dieser 4 Vektoren als Linearkombination der letzten 3 geschrieben werden kann, dies erfährt man aus der Lösung des Gleichungssystems

Mit der Lösung (9 , 10, 3), also

19. Gegeben sind die Polynome

a) Kann das Polynom 

als Linearkombination der Polynome  geschrieben werden?
b) Kann jedes beliebige Polynom zweiten Grades als Linearkombination der Polynome  geschrieben werden?
Lösung:
a) Zuerst sollten die Polynome ausgeschrieben werden:

Nun können die Polynome in ein Gleichungssystem überführt werden:

Daraus kann man ablesen wie das Polynom  durch die anderen Polynome ausgedrückt werden kann:

b) Die Polynome sind linear unabhängig, da die Matrix regulär ist, d.h. jedes Polynom zweiten Grades kann als Linearkombination der gegebenen Polynome ausgedrückt werden.


Ableitung von Funktionen
20. Die Ableitungsmatrix von der Basis  ist gesucht:
Lösung:
Jede einzelne Komponente wird wie folgt abgeleitet:
, 
Daraus kann die Matrix bestimmt werden:



21. Man betrachtet den Vektorraum  der „Exponentialpolynome von Grad “, d.h. der Funktionen der Form 

Die Funktionen  bilden eine Basis dieses -dimensionalen Vektorraumes.
a) Differentiation ist eine lineare Abbildung. Zeige, dass , dass also  falls nur . Beim Ableiten wird der Grad also höchstens um eins grösser.
b) Stelle die 6x5-Matrix von  auf.
c) Gibt es eine Funktion  so dass ?
Lösung:
a) Für die Ableitung gilt die Kettenregel:


Wenn also , also , dann ist 
b) In der Spalte der Matrix  stehen die Bilder der Basisvektoren, man kann also die Matrix ablesen:


c) Es muss ein Vektor gefunden werden, der durch die Matrix  auf den Vektor  abgebildet wird. Es muss also ein lineares Gleichungssystem mit Matrix  gelöst werden:

Das Gleichungssystem hat keine Lösung Es gibt keine Funktion  so dass 

22. Betrachte den Vektorraum der trigonometrischen Polynome vom Grad  ohne konstanten Term, also die Funktionen der Form

Mit der Basis 
a) Bestimme die Ableitungsmatrix 
b) Berechne 
c) Bestimme die Integrationsmatrix
d) Rechne nach, dass 
Lösung:
a) Die Matrix zerfällt in  2x2-Blöcke, auf den Vektor  wirkt sie mit der 2x2-Matrix:



Daraus kann nun die Ableitungsmatrix bestimmt werden:

b)  zerfällt ebenfalls in  2x2-Blöcke der Form:

c) Das Integral der beiden Funktionen ist:


Daraus kann nun die Integralmatrx bestimmt werden:

d) 


Orthogonale Matrizen, Drehmatrizen
23. Betrachte die Matrix 
a) Ist A orthogonal?
b) Bestimme die Determinante von A.
c) Ist A eine Drehmatrix? Wenn ja, bestimme den Drehwinkel.
Lösung:
a) Matrix ist orthogonal wenn 

b) 

c) Ja, A ist eine Drehmatrix, weil A orthogonal und  ist:

24. Betrachte die Matrix 
a) Ist  orthogonal
b) Zeige das  keine Drehmatrix ist
c) Finde die Matrix  einer Spiegelung an der x-y-Ebene
d) Berechne 
e) Zeige das  eine Drehmatrix ist
f) Bestimme den Drehwinkel von 
Lösung:
a) Matrix ist orthogonal wenn 

b) 
c) 
d) 
e) 

f) Drehwinkel:

25. Betrache die „hyperbolischen Drehmatrizen“

a) Berechne das Produkt 
b) Sei  eine Matrix, die aus  durch Basiswechsel entstanden ist. Berechne  und 
Lösung:
a) 





Aus den Additionstheoremen für die hyperbolischen Funktionen folgt: 
b) Der Basiswechsel ändert die Spur nicht, man kann also 

direkt aus der Matrix A berechnen und damit



Basistransformation
26. Im Vektorraum  soll statt der Standardbasis die Basis  verwendet werden. Bestimmen sie die Transformationsmatrix. Welche Komponenten hat der Vektor  in der Basis?
Lösung:


Die Basis  durch  ausdrücken  Koeffizienten vergleichen



27. Statt der Standardbasis solle die Basis aus den Vektoren  und  verwendet werden. Dazu müssen zu Koordinaten  in der Standardbasis die neuen Koordinaten in der Form  gefunden werden. Bestimme die Matrix .
Lösung:






28. Statt der Standardbasis  sollen die gleichen Vektoren in einer anderen Reihenfolge verwendet werden, zum Beispiel. 
a) Bestimmen die Transformationsmatrix
b) Berechne die Inverse der Transformationsmatrix 
c) Transformiere den Vektor  in die neue Basis.
d) Eine lineare Abbildung  hat in der Standardbasis die Matrix  Wie lautet die Matrix in der neuen Basis
e) Die Inverse von A ist  welche Matrix hat die Umkehrabbildung  in der neuen Basis?
Lösung:

a) 
b) 
c) 
d) 

e) 


Eigenwert und Eigenvektor
29. Finden Eigenwerte und Eigenvektoren zu 
Lösung:


Weitere Eigenvektoren wären z.B. , ect.
30. Gegeben ist die Matrix 
a) Warum ist A diagonalisierbar?
b) Finde eine Basis, in der A diagonal ist.
c) Wie gross ist der Winkel zwischen den neuen Basisvektoren?
Lösung:
a) Die Matrix ist symmetrisch, also gibt es eine Basis aus Eigenvektoren.
b) Charakteristische Polynom bestimmen:

Die Nullstellen sind:   und
Eigenvektor zu:

Eigenvektor zu:

Die Vektoren  bilden eine Basis in der die Matrix A diagonal wird.
c) Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix zu verschiedenen Eigenwerten stehen immer senkrecht aufeinander.
31. Gegeben ist die Matrix 
a) Ist A diagonalisierbar?
b) Finde eine Basis, in der A diagonal ist.
c) Wie gross ist der Winkel zwischen den neuen Basisvektoren?
Lösung:
Charakteristisches Polynom:

Die Eigenwerte sind  und 
Eigenvektor zu :

Eigenvektor zu:

Die Fragen können nun wie folgt beantwortet werden:
a) A ist diagonalisierbar, weil es eine Basis aus Eigenvektoren gibt.
b) Die Vektoren  und  bilden die gesuchte Basis.
c) Der Zwischenwinkel zwischen  und  ist:


32. Gesucht ist die Formel für der Fibonacci-Zahlen.
Lösung:
Die Fibonacci-Zahlen sind wie folgt definiert:

Daraus wird ersichtlich, dass das nächste Element als Summe der beiden vorangegangenen Elemente beschrieben werden kann. Die Fibonacci-Zahlen erfüllen die Gleichung:

Um die Fibonacci-Zahlen zu berechnen, muss man sich nur jeweils die letzten zwei Zahlen merken, wir schrieben diese in einen Spaltenvektor: 

Beim Übergang zur Fibonacci-Zahl  muss man sich auch  merken, man muss also den neuen Spaltenvektor berechnen:

Nun können die Eigenwerte und Eigenvektoren der Fibonacci-Zahlen berechnet werden:
Charakteristisches Polynom:

Nullstellen:

Eigenvektor zu : 

Eigenvektor zu : 

Zusammenfassung:
 hat Eigenwerte 
und Eigenvektoren

Zurück zum Ausgangsproblem:

Idee: , verwenden Eigenvektor-Basen

Bestimmung von : 




33. Sei  die Folge der Zahlen, die durch die Rekursionsformel

definiert ist. Finde eine Formel für 
Lösung:
Die Rekursionsformel für den Vektor lautet:

Die dazugehörende Matrix lautet:


Um die Komponenten  zu finden, muss man also  berechnen. Um eine Lösung zu finden, müssen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen.
Charakteristisches Polynom:

Nullstellen:

Eigenvektor zu : 

Eigenvektor zu : 

Eigenvektor zu : 

Der Anfangsvektor  kann man aus den gefundenen Eigenvektoren zusammensetzten:

Dies führt auf die Lösungsformel:




Sonstiges
34. Die horizontalen Kanten eines Zimmers haben die Darstellung  und 
a) Stehen die Kanten senkrecht aufeinander?
b) Finde einen Vektor parallel zur vertikalen Kante des Zimmers.
c) Finde die Gleichung der Ebene des Zimmerbodens, wenn sich der Koordinatennullpunkt in einer unteren Ecke befindet.
d) Im Zimmer soll ein Weihnachtsbaum aufgestellt werden. Leider gelingt es nicht, den Baum in genau vertikale Position zu bringen. Man muss sich damit begnügen, dass es zwei Richtungen gibt, aus denen der Baum gerade aussieht. Finde Einheitsvektoren für diese Richtungen, wenn der Stamm des Baums parallel ist zu .
Lösung:
a) Die Kanten stehen senkrecht aufeinander wenn das Skalarprodukt verschwindet:

b) Das Vektorprodukt gibt uns einen Normalvektor welcher parallel ist:

c) Die Ebene kann wie folgt beschrieben werden:

Da  ist (Koordinatennullpunkt in einer unteren Ecke) gilt:


Die Gleichung der Ebene lautet: 
d) Es muss die Projektion des Vektors auf die von den beiden Zimmerkanten aufgespannte Ebene gefunden werden. Dazu muss die Komponente subtrahiert werden, die parallel zu dem in Teilaufgabe b) gefunden Vektor ist.
Diese Komponente ist:

Diese Komponente muss von  subtrahiert werden:

 ist aber noch kein Einheitsvektor. Durch Normieren erhalten wir die zwei gesuchten Vektoren:



35. [bookmark: _GoBack]Die sechs Punkte  bilden die Ecken eines Oktaeders. Wie gross ist der kleinste Abstand zweier Kanten, die sich nicht schneiden und nicht parallel sind.
Lösung:
Wegen der Symmetrie des Oktaeders gibt es nur einen solchen Abstand. Wir wählen als erste Kante jene von  nach . Eine Kante, die diese nicht schneidet und nicht parallel ist, muss einen Punkt ausserhalb der x-y-Ebene haben, denn die Kanten in der x-y-Ebene sind entweder parallel oder schneiden sich. Wir wählen die Kanten von  zu .
Für den windschiefen Abstand der Kanten benötigen wir die Richtungen der Kanten: dies sind die Vektoren

Deren Vektorprodukt ist:

Die Länge dieses Vektorproduktes ist:

Der windschiefe Abstand ist jetzt die Projektion des Vektors , der die “Anfangspunkte“ der beiden Vektoren  und  verbindet, auf . Dies kann man mit Hilfe des Skalarproduktes berechnen:
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