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Lineare Gleichungssysteme

Linearform: I(xy,...,. V) =@ Xy + axa + o F GyXy,
Aus einer Linearform | und einer Konstanten b kaimGleichungssystem gebildet werden:

Gleichungssystem: (xy,....x)=ayx; + - +a,x, = b

Allgemeine Darstellung: anxy +apx: +...ax, = b

anX) +aA»Xs + ... 03X, = b>

A1 Xy + App X + .. Ay Xy = by

Grundsatzlich wird ein Lineares Gleichungssyster2 Kille unterteilt.

1. Regularer Fall: System hat genau eine Losung.
2. Singularer Fall: System hat keine oder unendliefe\L6sungen.

Das Gauss- Verfahren
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Mit Hilfe des Gauss- Verfahren kénnen lineare Glaimgssysteme ,einfach” gelost werden. Dazu
braucht es lediglich folgende zwei Operatoren dke lhundE genannt werden.

I: Eine Variable isolieren bedeutet, die ganze Zailech den Koeffizienten dieser Variable zu
teilen. Diese Koeffizienten werden auch Rigot- Elementbezeichnet.

E: Eine Variable mit Hilfe einer anderen Zeile zim#hieren bedeutet, ein geeignetes Vielfaches
dieser anderen Zeile zu subtrahieren, so dassalfikKient zu 0 wird.

Lineare Abhéangigkeit

Liefert der Gauss- Algorithmus eine oder mehrerézdilen, so besteht eine lineare Abhangigkeit
zwischen den Zeilen. Sprich es gibt Zahlemwelche mit den Linearformen li multipliziert wesd,
sodass die Summe aller Zeilen = 0 ergibt. Mittdensponierten- Matrix (Zeilen und Spalten
werden getauscht / Matrix wird an der Diagonalespgggelt) kdnnen die Zahlai mittels Gauss
ermittelt werden. (Schreibweise Matrix:tdansponierte Matrix A T)

Rang der Matrix und Vektorform des Gleichungssystera

Mit der Vektordarstellung kdnnen nun Losungsmengjafacher dargestellt werden. Dazu ein
Beispiel fur folgendes Gausstableau:

2 2 2
10 0 =2 =22 _4 ) [7J
-0 1 0 2 7 | —-41. L=3|=3+xs|=2|+xs|=4|| xs,x5 e B}.
2 4 | =3 0 1 0
’ ( |
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Die Losungsmenge besteht also aus dem véktend denn frei wahlbaren Variablen sofern diese
vorhanden sindDer Rang einer Matrix besteht aus der Anzahl definiertemiatkden. Im Beispiel

oben ware der Rang also 3.

Mehrere Gleichungssysteme mit den gleichen Koeffitedn kbnnen gleichzeitig gelést werden, indem

der Vektorb des jeweiligen Systems der rechten Seite angeérayt
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Zeilen- und Spaltenvektor

Eine Zeile mit den beinhalteten Faktoren aij ist2eilenvektor. Und die Spalte(n) der rechten Seite
ist ein Spaltenvektor. Ein Gleichungssystem kasn auch folgendermassen in Vektorschreibweise
notiert werden:

ay ap Ay b, . .
Was gleich bedeutend ist zu
an) an oy I):
S8 I RS O I S S o B o a\x; +arx; + -+ a,x, =b.
A A2 yn huv

Zu denSpeziellen Vektorenzahlt deMullvektor , welcher nur aus Nullen besteht und die
Einheitsvektoreney, e,..., &.

1 0 0
0 1 0
€] = e = €y =

0 0 1
Matrizen ay ap ... ap
. . . ) a» ... e
Das rechteckige Zahlenschema heisst m x n Matrix A= @
A1 Ay ... Qg

Eine m x n Matrix kann mit einem Spaltenvektor glgt,Zweihandtechnik” multipliziert werden. Das
heisst jede Zeile wird folgendermassen mit demt8peéktor multipliziert.

6 1 2)(1 6:-1+1-8+2-4 22
Av=|5 4 0||8|=|5-1+4-8+0-4|=|37
4 1 9)4) 4.1+1-8+9-4) |48

Dass gleiche gilt auch fir die Multiplikation zweMatrizen.

,‘:(I 2 4) »m:( 1. (=2)+2-(=4)+4-2 1.442.(=5)+4-4

0 4 -1 0-(=2)+4-(=4)+(=1)-2 0-4+4-(=5)+(=1)-4
=2 4

B=l=l =8 Dabei spielt es eine Rolle welche Matrix mit welchmultipliziert werden,
2 4 was zu bedeuten hat, datss Matrizenprodukt AB # BA ist.

Weiter Rechenregeln fir Matrizen:

Alu+v)y=Au+Av = AB+C)=AB+AC, A+ B)C =AC + BC
Adv = AAvy = AAB = AAB

Inverse Matrix

Die Inverse Matrix von A ist A und wird mit Hilfe der Einheitsmatrix und dem Gaudestimmt. Das
heisst A ist die Koeffizienten Matrix und E ist dechte Seite. Ditnverse Matrix kannuberprift
werden, indend* A 1= die Einheitsmatrix ergibt.

Nutzen: x=A""b. Gleichungssystem Losen

TR: Al ergibt die inverse
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Determinanten

Grundsatzlich ist die Determinante einer Matrix #sdProdukt aller Pivot-elemente det(e) = 1. Si¢ gib
unter anderem Auskunft dartiber, ob eine Matrix @igigist oder nicht.

l l
Schreibweise: det(A) = [A| det|? 7] =|" 7| = ad - be.
¢ d c d
Eigenschaften: Hat A eine Nullzeile, dann ist dgtA0 | Gilt auch
Sind in A zwei Zeilen gleich ist det(A) =0 fay

Werden zwei Zeilen miteinander vertauscht, ansieft das Vorzeichen |Spalten
det(A) = 0> det(A) = 0> A =singular

Berechnung: Bei 2x2 und 3x3 Matrizen l&sst sichéerminante einfach berechnen, indem der
»Fisch (ad-bc)“ bei einer 2x2 und die Sarrus- Fdrbe2 einer 3x3 Matrix angewendet

wird.
Sarrusformel; | 1 \f*’u:”:“l.1 HHJJHJ: i3 Diese Formel darf nur bei einer 3x3 Matrix
H:ljff:: 3 ﬂjlxﬂ:: flz3 angewendet werden und ergibt die
ay” axap{lay ~an ay Determinante

= dqjdrdyy F dpadnady) F dysdapdsy = dypdaddyy — dypdadd)) — dyyidy e

Entwicklungssatz Determinanten

Sei A eine n x n Matrix mit den Eintragen aji. Daweisst die Matrix Aij, die sich aus A durch
wegstreichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte érgier i-jMinor der Matrix A.

det(A) = D (=1)*/a;; det(A;j) = > (~1)a;; det(Ay))
i=1

J=1

In der Anwendung des Entwicklungssatzes ist esvianteil, dass eine Spalte / Zeile ausgewahlt wird
mit moglichst vielen Oen. Dadurch muss bedeutenuges gerechnet werden. Anwendungsbeispiel:

1 -3 0
3 -2 2 -2 2 3
A=<2 3 —2) det(A)=+(—1)|1 _3|—(—3)|2 _3|+0|2 ;
2 1 -3
=—1(-9+2)+3(-6+4) +02-6) =1

Rechnen mit Determinanten:
det(AB) = det(A) det(B) det(AB)/det(B) = det(A)

Gleichungssysteme Lésen mit Determinanten (Cramerbe Regel)

Das Gleichungssystem mit n Unbekannten und r by an ... ai a ayy b
Gleichungen mit det(A¥ O (regularer Fall) hat Pt : /
die Lésungen: L R Gnpr b
ay ap ... apy ay Ap1 @
“‘l “;-3 a, l ‘u, {1,:', ,a ’
Beispiel:
-x - 3y = -7 -1 =3 0 7 - .
2+ 3y- 2= 2 A=l2 3 2|, »=]2 det(A) = 1 (Siehe oben)
2x+  y- 3z 5 2 1 =3 -5
=730 -1 -7 0 -1 -3 -7
2 3 2 2 2 -2 2 3 2
5 1 -3 2 -5 2 1 -5 .
X = e = 63-3040-0- 14~ 18 =1 x; = 6+28+0-0+10-42=2 n=————=15-12-14+42+2-30=3

det(A) det(A) det(A)
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Inverse Matrix mit Determinante

Die Berechnung der Inverse mittels Gaussalgorithenfegdert im Allgemeinen weniger Aufwand.
Hingegen ist folgende Formel firr theoretische Udmgrhgen durchaus Interessant. Es folgt aus ihr
zum Beispiel, dass die Inverse einer Matrix mitagamligen Eintragen und Determinante 1 wieder
lauter ganzzahlige Eintrage hat.

_ . -det(A--)
(A1) = (—1)i+ =400
Formel:(A™%);; = (—1) aot()
Beispiel:
-1 -3 0) det(A) =1 Die Minoren sing:, ’3 —3‘ 0 an=|? e an=]? 3o
A=l2 3 =2 -3 272 3|77 2 1
2 1 =3 -3 0 -1 0 -1 =3[ .
Ay = : -3 =90 An = > -3 =3 Ay = ) : =5
-3 — 1 -3
an=l3 Ol=e an=|3 Ol aw=3 F|=3

Somit ist die Inverse:

+ (]Cl(;’\ 1 ) — dcl(.‘\n ) + dC[(x\ 31 ) -7 =9 6
Al = ﬁ —det(Apz) +det(Axn) —det(Azn)|=| 2 3 =2
et(A) + det(A2) —dcl(.'\g;) + det(As3) -4 -5 3

Schnittpunkt von 2 Geraden / Gerade und Ebene & Satfittgerade von 2 Ebenen

1 0 0 -5 0O 0
_ (0 5\ _, (15 N\ o011 0 3
rl=[(4|+tl|6],r2= —6 |+t2(2 nach dem Gauss
10 0 0 -5 -15
2 1 -7 4 1

\0 0 0 -2 -6 /
o 01 0 -4 -7
kann Schnittpunkt (x,y,z) und das entsprechendmdilt2 abgelesen werden.

Gleiches gilt fiir Schnittpunkt Gerade und Ebene.dge Schnittgeraden von zwei Ebenen gilt das
gleiche vorgehen: Stutzvektor (x,y,z) ablesen uinthti@ngsvektor steht links (Vorzeichen wechseln).

Orthogonale Projektion und Skalarprodukt

Projektion vorw nachu = P; (V) = die Lange der Projektion. Somit ist die
P (V)
P3(V)’
of d . Skalarprodukii - v = P3(V)Pg (1) cos(a) = |ul|V] cos(a)

Palih

ProjektionPy (V) = |v| undcos(a) = Daraus ergibt sich das

_wv . w9
PH(V)=W.PV(U)=W

al b1
Ausgeschrieben ist das Skalarprodukt zweier Vektare- (aZ) und b = <b2>

a3 b3
3-b = albl + a2b2 + a3b3. Der Zwischenwinkel a = cos™? (%) (skalarprodukt = Ox = 90°)

Lange eines Vektor$d| = /(a;)? + (a5)? + (az)?
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Normalenform einer Ebene

Eine Ebene ist auch eindeutig bestimmt durch eiherktP, sowie einem Vektor, der senkrecht
auf der Ebene steht. Somit gilt fir jeden Pubkti, - PyP, = 0.

Normalenform (Parameterdarstellung) einer Ebene:+ii2y +n3z + D = 0. Wobei n1-n3 die
Koeffizienten der Normalen sind und D durch Einsateines Punktes, der in der Ebene liegt,
berechnet werden kann.

1 2 3
Beispiel: Eben<2> + t( 2 ) +s (—3)
1 -2 -1

2 3 -8 2
Normale bestimmen mit Vektorprodu{tzz ) X (—3) = ( —4 ) kirzen-> (1)

-2 -1 —12 3
1
Ebene:2x+y+3z+D =9 Punkt(Z)einsetzen% 2*1+1*2+3*1+D=0>D=-7
1
Ebene: 2x+y + 3z -7 = 0 in Hessesche Normalforimgien d.h. Normale muss Lange 1 haben.
V22 +12 + 32 = /14 - also Ebene in Hessesche NormaIfofcffﬁ?\;Jlr_z—z_7 = 0. Somit ist der

Abstand der Ebene zum 0 Pugiﬁ und jeglicher Abstand zur Ebene kann durch eirdadfinsetzen
des jeweiligen Punktes ermittelt werden.

Spiegelung an einer Geraden und Winkelhalbierende

Spiegelung eines Vektors v an der Ebene senkretint a

<l
=1}

N
n

- -
vV =V— 2

Bl

i

Winkelhalbierende: Gegeben 2 Geraden, gesucht \Wiakéerende (2D)
MATHE BM
Orthonormieren von Basen

Gegeben sind die linearen unabhangigen Vektarea,aDann gibt es orthonormierte Vektoren b,
so, dassbaus a- anlinear kombiniert werden kénnen. Dieléssen sich wie folgt berechnen:

i I . (l.‘—'((l's-h'-)I; ’ (;l—((ii'i;t)ﬁj —({l’x'l—)v_\_)ljj
by=—=—a by=—-—-—— b o > o
|y |d> = (@ - by)b,| |dx = (@ - by)by = (dy - b>)bs|

P d — (@, - by)by — (@ - bs)by — -+ - —(@y - by_y)by
N =

@ — (@ - b))by — (@ - bs)bs — - - - — (@ - byy)b|

Uberbestimmte Gleichungssystem (Least squares)
Gegeben A und b, finde x so, dass Ax-b mdglichsinkilst:
x = (A'A)"'Ab ABGEKURZTES VERFAHREN

(WennA transponiert * A symmetrisch ist, muss die Irsgenicht mehr gebildet werden)
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Kreis und Kugel

Kugel ist definiert durch M und Radius r: K(M,r){p | PM}
Gleichung der Kugekp — m) - (g — m) = r? ausmultipliziert|p|? + |mi|? — 2 - p = r?

Durchstosspunkt Gerade und Kugel: Gerade: p, — t7
Gerade in Kugelgleichung einsetzéngibt quadratische Gleichung fir t. Falls nur didesung fur t,
nur Berthrungspunkt, ansonsten durchstdsst diedéeti@ Kugel.

Tangentialebene und Kreis

Vektorprodukt, Flachen-Volumeninhalte

Flacheninhalt Parallelogramm (20)¢u, v) = U1 Vll =ulv2 —u2vl

Flacheninhalt Dreieck mit den Ecken (x1,y1) (x2.y@}l (x3y3)F = - X1 —x3 x2-x3

al b1l cl al bl cl
Volumen eines Parallelepipedsf | a2 |,{ b2 |,| c2 | |= |a2 b2 «¢2
b3 a3 b3 c3

—8 1. Zeile streichen und ,Fisch* anwenden (-8)
%: ( —4) 2. Zeile streichen *“ ! “  (4) ist aber —(4)
= = —12 3. Zeile streichen *“ . “ o (-12)
Dieser neue Vektor steht senkrecht auf den andsvenVektoren. Zuséatzlich entspricht die Lange
des neuen Vektors gleich der Flache des Paraletoms.

Abstand Punkt Gerade und windschiefer Geraden

Abstand h eines Punktes P zur Geraden mit Punkind Richtungsvektor r:

P—Py) X7
¢ |f~0|) |
Kirzester Abstand d von windschiefer Geraggn= p, + try und g, = p; + try
i (5. BXT
PPl

Lineare Raume, Aufgespannter Raum Basis,

Eine Menge B = {b1,b2,..,bn} von Vektoren erzeughdinearen Raum <B> =<b1,b2,..bn> . Man sagt
auch, B spannt den Raum <B> auf.

Basis: Wenn eine Menge von Vektoren eine Basi®bikbllen, dann ist dies der Fall wenn die
Vektoren linear unabhangig sind.

Transformationsmatrix fur verschiedene Basen

1 0 1 1
Basis mit Vektorem1 = (1) und Vektor v = b2 = (1) Basis mitb'1 = <2>,b’2 = ( 0 )
0 1 1 -1
11 1 0|1 0 1/2 1/2
Die Transformationsmatrix T findet man mitdemGa(s 0 1 120 1 1/2 -1/2
1 0 1/ [0 0 o© 0

-1
e (1/2 1/2 N\ 2\ _ 1/2
Umrechnung in B'v 1/2 _1/2) (_1) = <3/2 Das B|Id<

) von v auf B und B' ist somit

- - 1
identisch.
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Lineare Abbildungen

Definition: In einer Abbildungsmatrix A sind die &pen die Bilder der Standardbasisvektogen
Abbildungsmatrix A deSpiegelung an der Gerademit der Normalem = (;)
el = & —2(ei- BT > A setzt sich also aL(sei,x e”l,x)zusammen.
i €i+1Y
Basiswechsel der Abbildungsmatrix A: A’ = TAT
Orthogonale Matrix

Abbildungen die das Skalarprodukt nicht &ndern sitdogonale Matrizen, dabei gilt' A A* und
A'A=E. Diese Matrizen &ndern Langen und Winkel nisig,beschreiben also Bewegungen des
Raumes.

Drehmatrizen

cos(a) —sin(a)

In 2D: D“:(sin(a) cos(a)

) (Drehmatrizen sind auch Orthogonale Matrizen)

cos(a) —sin(a) O 1 0 0
In 3D, Drehung um z-Achs{:sin(a) cos(a) 0) x-Achse(O cos(a) —sin(a)>
0 0 1 0 sin(a) cos(a)
cos(a) 0 —sin(a)
y-Achse: :( 0 1 0 )
sinfa) 0 cos(a)

Die Spurformel ermittelt den Drehwinkel von Drehnmn: cos(a) = Spur(4)-1

Summe der Diagonalelemente der Matrix ist.

, wobei die Spur die

Matrizenzerlegung

Zerlegung von Dreiecksmatrizen: LU und LR
=) 0 2| [1 O -2 10 =2 [1<O0 -2
1] 3 3[-»|0 & 5 |-|0 1 3
1| [0 F3 -1] |0 0 @

- 0 0 1 ‘
LU: L=|[1] @ of, uU=|0 1
-1/ -3 4 00 1
LR: =1 0 0y(=b 00y (1 0 0
L(Diagonalelement&=L, 1] 3 010 @ ol =|-1 1 0|l=L
0O 014 1 -1 1
I -1 0 0 -1 0 2
U(Diagonalelemente) = R [0 | 0 3 0]l=[0 3 5|=R
00 1T)Jlo 0@ 0 04
OR:

Matrix Q besteht aus orthonormalisierten SpaltemAoUnd R = (A

Zuerst Gaussen:

Uberbestimmtes Gleichungssystem mit QR losemgeg: b ges.: geringster Abstand von B zu A bzw.
Lotfusspunkt: 1. QR berechnen Z2b®erechnen 3. R mit Losung vofb@aussen fur l6sung.
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Cholesky- Zerlegung

Eine Symmetrische positiv definite Matrix kann felglermassen ,cholesky-zerlegt* werden. Gesucht
ist L so, dass A = L%

9 3 0 O 3 1 1
SeiAq{3 17 21 |Jdannl.A= o]Jfo
3 21 107 0 0

1. Erste Spalte von L = links obeh wvon 4, durch3 teilen und in_ eintragen

2. A berechnengz 12017) _ <( 8) (0 0)) = (;8 106)

3. Erster Schritt wiederholen: links obén von A4’, durch4 teilen und inL eintragen

30 0/3 1 1
1 4 0|0 4 5
1 d/\0 0 d

;8 12006) = (g 2) (g 2) also5 * 5 + d? = 106, d = 9 (Positiv)

3 0 0/3 1 1
5. Fertig:AzLII=<1 4 O)(O 4 5)

1 5 9/\0 0 9

4. d berechned’ = (

Eigenwertprobleme

Definition: w0 heisst Eigenvektor zum Eigenwgnivenn Av =Av, d.h. gesucht sind Vektoren die nur
die Lange Andern und nicht die Richtung wechsele. Bestimmung der v's urids erfolgt in 2
Schritten.

1.2 mit Gleichung bestimmen det(AE)=0

2. Zu jedem gefundenein: (A- AE)v=0 (Gaussen, muss eine nullzeile rauskommern wigt nicht
eindeutig bestimmt. Alle Vielfachen von v sind augigenvektoren).

Beispiel:
300 3—-A2 0 0
SeiA=<0 5 0) gegeben%l.det( 0 5—-2 0 >=Od.h.(3—}\)(5—7\)(7—)\)=0
0 0 7 0 0 7—2A
3-3 0 0 ol |10 0 0 O 1
Eigenwerte: 3,5, 2. Fir EWA=3:| 0 5-3 0 020 1 0 0917:(0)
0 0 7—3 0] [0 01 O 0

X
Oder da auch die Vielfachen EV sihd= {<O> | x € R\{0}}
0

Die weiteren EV’s zu EW 5 & 7 nach gleichem Schdrasechnen.
Speziell: A eine Diagonalmatrix (wie Bsp?) Diagonalelemente sind EW, Standardbasisvektoren
sind EV.
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Kern einer Matrix

Der Kern einer Matrix A ist jener Vektor v, der nder Matrix multipliziert wird und der Nullvektor
als Losungs hervorruft (A*v = 0). Eine quadratisdhatrix enthalt einen Kern wenn ihre
Determinante gleich null ist. Ansonsten bestehtéw Kern bzw. nur der Nullvektor. Fir die
Berechnung muss also die Matrix ,gegausst* werdardan Vektor v zu finden.

Bild einer Matrix
Diagonalisierung einer Matrix

1. Berechne das charakteristische Polynom der ¥atri

2. Berechne die Nullstellen des Polynoms (=Eigetaydbesitzt eine nxn Matrix weniger als n
Nullstellen, so ist die Matrix nicht diagonalisiar

3. Bestimme Eigenrdume und ihre Dimensionen

4. Stelle die Diagonalmatrix auf. Dabei sind diatEige der Hauptdiagonalen gleich der Eigenwerte

Beispiel 1:

Sonstiges



