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1 LTI-Systeme

Ein LTI-System ist ein System S (Operator), welches eine Funktion x = x(¢) auf eine
Funktion y = y(¢) abbildet und sowohl linear, als auch zeitinvariant ist.

& —y(1)

Slay - x1(D) + az - x2(0)} = ay - S{x1 (D} + az - S{x2(0)}
fira,b e R (Linearkombination)

x(t) —

linear

S{x(0) = y(1) = S{x(t + 1)} = ¥(t + 10)
firg e R (Zeitverschiebung)

Ein um 7 spiteres Eingangssignal bewirkt ein um 7 spiteres
Ausgangssignal

zeitinvariant

Notation S x(0) > (@) = S{x()} = S[x](r)

2 Dirac-Funktion (Delta-Funktion) 6 = 6(¢)

Die Systemantwort eines LTI-Systems auf eine beliebige Anregung x = x(#) kann
bestimmt werden, wenn man die Systemantwort auf die Dirac-Funktion kennt (Im-
pulsantwort ys = ys(1))

2.1 Darstellung der Dirac-Funktion

o T

Beispiel: Linearkombination mehrerer Dirac-Funktionen

20(t+ 1) —6(t—-2) (= Ausblendeigenschaft)

2.2 Eigenschaften der Dirac-Funktion

o Flicheninhalt immer gleich 1 f o(r)ydr=1

e Unendlich kurzer Impuls ~ 6(7) = 6ﬁir t#+0
e Fiir r = 0 ist kein Funktionswert definiert; # co
o Ausblendeigenschaft (Funktionswerte herausfiltern)

Funktion f = f() stetigbeir = 1p € R f o(t —to)- f(2) dt = f(to)

o Dirac-Funktion ist verallgemeinerte Ableitung der (Einheits-) Sprungfunktion
=>6(1) = o ()
3 Faltungsprodukt
Bei LTI-Systemen wird das Faltungsprodukt benétigt, um aus der Impulsantwort

¥s = ys(t) und der Anregungsfunktion x = x(¢) das Ausgangssignal y = y(¢) zu be-
rechnen.

3.1 Definition des Faltungsprodukts

Allgemein:  (f *g)(1) = T f@)-gt—1) dr

y(0) = (xx y5)(0) = [ x(x)-ys(t = 7) dr

—o0

LTI-System:

3.2 Eigenschaften des Faltungsprodukts

o Faltungsprodukt ist kommutativ = (f * g)(¢) = (g * f)(?)
e Dirac-Funktion §(7) als neutrales Element

8(t = to) * f(t) = f(1) % 8(t — to) = f(t - to)
3.3 Bestimmung des Faltungsprodukts
Beispiel: Grafische Bestimmung des Faltungsprodukts

Die Funktion g(t — 7) (entspricht der an der y-Achse gespiegelten Funktion g(¢)) wird
iiber die Funktion f(¢) geschoben. Das Produkt der Funktionswerte zu jedem Zeit-
punkt 7 ergibt das Faltungsprodukt.
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Beispiel: Rechnerische bestimmung des Faltungsprodukts

WICHTIG: Immer die einfacher definierte Funktion als g(¢ — 7) wihlen!
(= kommutativ)

f(t):{z fir 0 <t <4

0 sonst

o = 3 fir0O<r<1
0 sonst s =

1. Variablentransformation

f(r):{z fir 0 <7 <4

0 0 sonst

3 fir0O<r—-7<1
gt—-1)=
sonst

2. Nach 7 auflosen (speziell bei g(¢ — 7))

=>

> 0O0-t<-1t<l1-t¢

O<t-7<1 >T>

3. Hilfsdiagramm zeichnen

4. Faltungsprodukt abschnittweise berechnen

t
0<t<l (f*g)n=[2-3dr

0
I<t<4 (f+o)= [2-3dr

=1

4
4<t<5 (fx9= [2-3dr

-1
sonst (f=2)®) =0

4 Fouriertransformation

Die Fouriertransformation fiihrt eine Funktion vom Zeitbereich in den Frequenzbe-
reich iiber. Die Riicktransfomration (inverse Fouriertransformation) macht dies wieder
riickgingig.

<

x) — D = ey

Eingangssignal Ausgangssignal

Zeitbereich:

Fouriertijansform. Riicktrapsform.
. H
Frequenzbereich: X(w) Y4> Y(w) = X(w)- Ys(w)
et 5(@) H(w) - e

4.1 Komplexe trigonometrische Funktionen
ej‘”’+e —jwt sin(wr)
2

tan(wt) = cos(wt)

sin(wt) = cos(wt) =

ejwl_e —jwt
2j

4.2 Frequenzgang (Frequenzerhaltung)

Der Frequenzgang H(w) bestimmt die Anderung von Amplitude und Phase des Ein-
gangssignals.

Amplitudengang: A(w) = |H(w)| = /H(w)- Hw) = YRe(Hw))? + Im(H(w))?

Re(H(w)) .
arccos fiirr Im(H(w)) > 0

Phasengang: O(w) = arg(H(w)) = ( ‘ﬁg‘;’}}(w))) .
—arccos (X5l fiir Im(H(w)) < 0

Amplitudengang:
Phasengang:

achsensymmetrisch (gerade)
punktsymmetrisch (ungerade)
4.3 Systemantwort berechnen

Die Systemantwort y(#) (Ausgangssignal) auf ein Eingangssignal x(f) berechnet sich
mit dem Frequenzgang H(w)

(1) = H(w) - x(1)
Beispiel: Systemantwort y(¢) berechnen

—3-72j
13

L{ejwr} — H(w)'ejwt

—3+72j
13

x(1) =sin@2)  HQ) = H(-2) =

Y = L{% (P e )} = le (H2)-e™ - H(-2)-¢7¥)

L 32 B3+
2\ 713 13

31 =211

BNER 13]'2(e +e)
cos(21)

(eJZI _ ejZ[) +

sin(2f)
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Realteil und Imaginirteil getrennt ausklammern!
Hinweis: Wenn x(7) und y(7) bekannt sind, H(w) allerdings nur mit Parametern
gegeben ist, dann wird mit Ansatz y(f) = H(w) - x(f) mit Parametern gerechnet

o Mit Koeffizientenvergleich fehlende Parameter bestimmen

4.4 Berechnung der Fouriertransformation

Wenn eine Funktion f(¢) im Zeitbereich absolut integrierbar ist, d.h. f |f(®)] df < oo,

dann funktioniert die Umwandlung:
Fouriertransformierte: ~ F(w) = f F(Hed dr
Riicktransformation: fO =5 [ Flw)e dw

4.4.1 Darstellung der Fouriertransformierten

Spektraldichte: entspricht der Fouriertransformierten F(w)
Die komplexwertige Funktion wird fiir die Darstellung
aufgeteilt in Folgendes:
Amplitudendichte:  |F(w)| (Betrag der Fouriertransformierten)
Phasendichte: arg(F(w)) (Winkel der Fouriertransformierten)

4.5 Eigenschaften / Rechenregeln Fouriertransformation

= siehe Tabelle!
Es folgen Ergiinzungen zur Tabelle

4.5.1 Sprungstellen / Symmetrie

e An allfilligen Sprungstellen von f(¢) konvergiert die Riicktransformierte von
F(w) gegen die Mitte der Sprungstelle

e Ist f(r) gerade, so hat F(w) nur reelle Funktionwerte

o Ist f(#) ungerade, so hat F(w) nur imaginéire Funktionwerte

4.5.2 Vertauschungssatz; Zeit-Frequenz-Symmetrie

Ist f(tf) o—e F(w) ein Korrespondenzpaar, dann ist auch F(r) o—e 2rf(-w) ein
Korrespondenzpaar.

4.5.3 Satz von Parseval / Plancherel

Ist F(w) die Fouriertransformierte von f(z), so gilt

[1f®P dt = 5= [ [F(w)? dw, falls [ |f(5) dt existiert

4.6 Wichtige Korrespondenzpaare

cos(wot) o—e  m(6(w + wp) + 6w — wo))

sinfwopt) o—e  jm(d(w + wp) — §(w — wp))

4.7 Fouriertransformierte einer Fourierreihe

=

fo=y

k=—c0

cr ef o—e F(w) = 21 Z ¢ 0(w — kwp)

k=—oc0

4.8 Sampling zeitlich kontinuierlicher Signale

Mathematisch wird das abzutastende Signal x(f) mit einem Dirac-Kamm 67(¢) mul-
tipliziert.

o

Dirac-Kamm: 87(7) = Z 8(t — nT)

Es resultiert das abgetastete Signal x,()

0 o

Xalt) = Z x(£)-8(t — nT) = Z x(nT) - 8(t — nT)

n=-co n=—co

x[n]

Xq(2)

x(t) I .
L or(t) T
T T T 1 ZTT 3TTl 7’@7 2T -T 0 T 2T 3T '

7/T —2T =T 0
a)

Wechsel in den Frequenzbereich (Fouriertransformierte)

b)

o =)

xq(t) = Z x[n]-6(t — nT) o—e X, (w) = % Z X(w —nwy) mitw, = 27”-

n=-co n=—oo

4.9 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

x[n] ist fiir n € {0, ..., N — 1} eine endliche Folge von reellen Zahlen

N-1
x[n] — Z Ck ejk(ZIr/N)n
k=0

firne{0,... N—1}

N-1 )
Ck % go x[n] e *@/N)n ik e 0, ... ,N—1}

s(t) = {

x[0] = 5(0) = 0 Al=s(})=1}
2=s(3)=4(1-4)=34 )=

4.10 Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Bedingung: Die Linge N der endlichen Folge x[0], ... , x[N — 1] muss einer Zweier-
potenz entsprechen! = N =27 mit p e N

4.10.1 Fourierkoeffizienten c¢; fiir k < &

Beispiel: Abtastwerte x[n] finden

t(1 -1 firrel0,1]
0

Ein Signal s(#) wird auf dem Intervall [0,1] mit

der Frequenz f, = 4 Hz abgetastet. sonst

v
I
e

7

v
Il
Sl

x[3] = s(

Ck = % (Cg,k + Ef\l Cu,k) mit Ey := e~ 1@nIN)
N/2-1 N/2-1

Cok = 2 X[2m] E;‘VQ’" cuk = Y, x[2m+1] Efvzm
m= m=0

4.10.2 Fourierkoeffizienten c;..y»_

_ 1 k
CktN/2 = (Cg,k - Ey Cu,k)

5 Laplacetransformation

Laplacetransformationen werden fiir kausale Funktionen f(¢) definiert, fiir die gilt
f)y=0firt<0

Es gilt die Korrespondenz: f(t) o—e F(s) (Bildbereich)

Hinweis: Eine Funktion kann kausal gemacht werden, indem man sie mit der Ein-
heitssprungfunktion o(r) multipliziert.

5.1 Berechnung (einseitige) Laplacetransformation

Transformation: F(s) = L{f(n)} := ff(t) e At mits =p+jo
0

Riicktransformation: ~ = Tabellen und Tipps verwenden!

5.2 Konvergenzhalbebene

Es gibt jeweils mehrere (komplexe) Zahlen s, fiir welche das Laplace-Integral kon-
vergiert. Die Konvergenzhalbebene beinhaltet alle diese Zahlen s

Im(s)
2 b
Die Halbebene wird durch die am wei-
1t testen rechts liegende Polstelle von F'(s)
begrenzt (Kreuzchen) Falls F(s) keine
P ——— Re(s) o
-2 -10 1 2 3 Polstelle hat, ist die Konvergenzhalbebe-
-1t ne gleich C
2t

Liegt die imagindre Achse in der Konvergenzhalbebene, so existiert die Fouriertrans-
formierte!
= Man erhilt sie, indem man s durch jw ersetzt

Beispiel: Berechnung der Laplacetransformation

0 firr<0
fO=4% firr=0 mitaeR
e fiirt>0
F(s):fe‘”e’” dt:fe’“"‘)’ dr = - ear”
s—a )
0 0

lim e ~(Hw-ar _

t—o0

lim e

t—o0

( ( )

(’lim et gior _

(o) _ 1) -
s—a

)

s—a
1

s—a

= Uberlegen, was mit welchem Teil passiert!

e Jot Zahl auf Einheitskreis (Betrag 1)
e P9 p>ga  Konvergenz gegen 0
p =a Konvergenz gegen 1
p <a Divergenz
. —(s—a)t 1 .
F(s)=..=- lim e -1)= fir p = Re(s) > a
S —a \I—-o s—a
at 1
= Korrespondenzpaar: e o—e
s—a

n=—oo



5.3 Tipps zu Riicktransformationen

e Zihler und Nenner gleichgradig = Polynomdivision
o Zusammengesetzte Nennerfunktion = PBZ

e Nenner keine reelle NS = Ansatz sin(wt), cos(wt)

e Nenner hat reelle NS = Ansatz nicht sin(wr), cos(wt)

5.4 Lineare DGL mittels Laplacetransformation losen

5.4.1 Vorgehen: Losen einer DGL mit Laplace

1. DGL inkl. Storfunktion f(¢) in Bildbereich transformieren

= Anfangswerte fiir f(0%) einsetzen!
2. Gleichung nach Laplace-Transofrmierter der gesuchten Funktion umformen
3. Riicktransformation in den Zeitbereich

Beispiel: Losung einer DGL mit Laplace

DGL: @0 +23(0) + 5y() = f(©)
Anfangswerte:  y(0) =0; $(0)=0

= Finde y(1)

1.o—52.Y(s5)—s5-0—0+2(s-Y(s) = 0) + 5-Y(s5) = 1(s)
$2-Y(8)+2-5-Y(s)+5-Y(s) = 1(s)
_ 1
2. Y(S) T $242545
3. Riicktransformation mit Tabellen

5.5 Ubertragungsfunktion G(s) (LTI-Systeme)

Y(s) Eingangssignal: x(t) o—e X(s)
G(s) =Ys5(s) = o ;
X(s) Ausgangssignal:  y(f) o—e Y(s)
t
Zeitbereich: Gewichtsfkt./Impulsantw. fo ys(@dr Sprungantw.
gw=ysn T T %@
" s (1) /A
A a [
z| | £ J.Yf"
\/ \/
\ (1/5)- Y5(s) \
Bildbereich: G(s) = V() - Y
Ubertragungsfkt. s Y5 ()

5.5.1 Ubertragungsfunktion G(s) aus DGL bestimmen

DGL: 3 ar-y®() = f(5) = 3 b 2P ()
k=0 k=0

m

w _ &%
UTF:  G(s)= 43 = &2
p(s) 3 a5k
k=0
[0 =x@) G(s) L : !
= Xl s) = = =
_ p(s) i 4 st char. Polynom
k=0

5.6 Ubertragungsfunktion G(s) = Frequenzgang H(w)
Wenn die Konvergenzhalbebene einer Ubertragungsfunktion G(s) eines LTI-Systems

die imaginiire Achse beinhaltet, so gilt:

H(w) = G(jw) = G(s)

s=jw

= in G(s) alle s durch jw ersetzen

5.7 BIBO-Stabilitét

Ein LTI-System ist BIBO-stabil, wenn ein beschriinktes Eingangssignal x(7) zu ei-
nem beschrinkten Ausgangssignal y(7) mit max(Jy(s)]) < oo fiihrt.

5.7.1 Zeitbereich

Ein LTI-System ist BIBO-stabil, wenn die Impulsantwort absolut integrierbar ist:

f a0l dr = f gl dr < oo

5.7.2 Bildbereich

Ein LTI-System ist BIBO-stabil, wenn die Konvergenzhalbebene der Ubertragungs-
funtion G(s) die imaginére Achse enthélt
= Re(sp) < 0 bzw. Realteil der Polstelle < 0

5.8 Pol-Nullstellen Plan (PN-Plan)

Der PN-Plan stellt die Polstellen und Nullstellen einer Ubertragungsfunktion G(s) ei-
nes LTI-Systems in der komplexen Zahlenebene dar.

Nullstellen:
Polstellen:

als Kreise dargestellt
als Kreuzchen dargestellt

5.9 Zusammengesetzte LTI-Systeme

X(s) Y(s)

X(s) | - Yi(s) - Y(s)

Gl
G(s) = G1(5) - Ga(s)

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr X(s)
X(s) Y(s) —
—_— —
G(s) G(s)
N G Vo G
GO) = 56,0y 6;0 GO) = 6,096
6 Mathematische Grundlagen
6.1 Trigonometrie
0 n n n 2 3 S5n Tn 5n 4 3n 5n In 1lx >
S 6 4 3 2 3 4 6 " & 4 3 2 3 4 6 =
| 0° 30° 45 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
. 1 V2 V3 V3ioV2od 1 V2 V3 Vi V21
sin@) 05 &5 5 L 57 5 3 0 5 7m0 ey 30
VPP NPT S S N - < BT R S SR B (R C N
coster 2 2 2 2 T2 2 2 2 2 2 2 2
tan(e)| 0 ? I V3 #00 V3 -1 7?0 ? I V3 #0 V3 -1 7\/;0
cot(@)| 0 V3 1 ? 0 7? -1 -V3 #0 V3 1 g 0 7? -1 -V3 #

6.1.1 Beziehungen zwischen sin(x) und cos(x)

sin(—a) = —sin(a) cos(—a) = cos(a)

sin(mr — a) = sin(a) cos(m — a) = —cos(a)
sin(rr + a) = — sin(a) cos(m + a) = —cos(a)

sin(§ — a) = sin(§ + a) = cos(a)

6.1.2 Additionstheoreme

cos(3 —a) = —cos(5 +a) = sin(a)

sin(a + b) = sin(a) - cos(b) + cos(a) - sin(b)

cos(a + b) = cos(a) - cos(b) F sin(a) - sin(b)
tan(a)+tan(b)

6.1.3 Summen und Differenzen

tan(a = b) =

sin(a) + sin(b) = 2 - sin(#)- cos (%)
sin(a) — sin(b) = 2 - sin(%”} cos (%”)
cos(a) + cos(b) = 2 cos (%)- cos(%)
cos(a) — cos(b) = =2 - sin(%)- sin (%)
tan(a) + tan(b) = %

6.1.4 Produkte

sin(a) - sin(b) = 1(cos(a — b) — cos(a + b))
cos(a) - cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a + b))
sin(a) - cos(b) = %( sin(a — b) + sin(a + b))

6.1.5 Winkelvielfache und Halbwinkel

sin(2a) = 2 sin(a) - cos(a)

sin(4a) = 8 cos>(a)- sin(a) — 4 cos(a) - sin(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)

cos(4a) = 8 cos*(a) — 8 cos?(a) + 1

sin(3a) = 3 sin(a) — 4 sin®(a)

sin(§) = ,/%(1 — cos(a))
cos(3a) = 4 cos3(a) — 3 cos(a)

cos(5) = 1l%(l + cos(a))

6.1.6 Potenzen
sin?(a) = $(1 - cos(2a)) cos?(a) = 1(1 + cos(2a))
sin’(a) = }'(3 sin(a) — sin(3a)) cos’(a) = %(cos(3a) + 3 cos(a)
sin*(a) = 1(cos(da) — 4 cos(2a) +3)  cos*(a) = L(cos(4a) + 4 cos(2a) + 3)

6.2 Komplexwertige Exponentialfunktion

6.2.1 Exponentialgesetze

Die Exponentialgesetze bleiben in C fiir ganzzahlige Exponenten erhalten!
a.eb a+b a:eb a-b a,. beC

(S =¢c (S
keZ

(ea)k — eka

=e

6.2.2 Definition komplexwertige Exponentialfunktion

et =edt2 =gt .el2 = el .cjs(z0)

Die koplexwertige Exponentialfunktion ist 27j-periodisch auf der y-Achse)

[rea=re-[r

6.3 Partielle Integration

[rga=se-[r¢a

-g dx



6.4 Wichtige Ableitungen / Integrale

f@® f@® F(t)
n-cos(nr) | sin(ni) —cosnl) (n #0)
—n-sin(n1) | cos(nr) dnnd) (n#0)
—jweiw! e dw! e:::, = %c’j“” (n#0)

6.5 Einheitsprungfunktion o (¢)

0 firr<0 1 o
o) =41 firr=0
1 firt>0

6.7.1 Spezielle Ansiitze PBZ

6.6 Polynomdivision

Liefert Summe aus ganzrationaler Funktion und echt gebrochener Funktion.

Beispiel: Polynomdivision

4

(—ixz —2x—1)+(x—1): —2x—3+ﬁ
x° —2x
T

_3x=3

-4
6.7 Partialbruchzerlegung

@) echt gebrochen (m < n)

Ja:=>(2) Nein: Polynomdivision
2) Nenner faktorisieren

pro Faktor ein Teilbruch
3) Berechnung Zihlerkonstanten

(3.1)  Gleichnahmig machen (kgV)
(3.2)  Zéhlergleichung
(3.3) Einsetzen von ’guten’ x-Werten

Beispiel: Partialbruchzerlegung

O W=

2) a?—x2=(a+x)a—-x)
3) ﬁ + % = azixz

(31) A(a—x)+B(a+x) - 1

22 22

32) A(@-x)+Bla+x)=1

(33) x=a=>BQRa=1->B=5

x=-a=>AQa)=1=A= 5

Z5237Tx+54 _ A L B L _C _ _ AG=3)+Ba(x-3)+Cx
f(x) T oX3-6x249x X + x=3 + (x-3)2 x(x—3)?
- l5x _ A, B C__ _ A@-2?4Ba-2+C
NACOJE B rmy ol s o Al oy 23
fo) = -1 _ A Bx+C  _ AGP+4x+6)+(Bx+C)(x-2)
B42x2-2x-12 x=2 X2 +4x+6 (x=2)(x2+4x+6)




	LTI-Systeme
	Dirac-Funktion (Delta-Funktion)
	Darstellung der Dirac-Funktion
	Eigenschaften der Dirac-Funktion

	Faltungsprodukt
	Definition des Faltungsprodukts
	Eigenschaften des Faltungsprodukts
	Bestimmung des Faltungsprodukts

	Fouriertransformation
	Komplexe trigonometrische Funktionen
	Frequenzgang (Frequenzerhaltung)
	Systemantwort berechnen
	Berechnung der Fouriertransformation
	Eigenschaften / Rechenregeln Fouriertransformation
	Wichtige Korrespondenzpaare
	Fouriertransformierte einer Fourierreihe
	Sampling zeitlich kontinuierlicher Signale
	Diskrete Fouriertransformation (DFT)
	Schnelle Fouriertransformation (FFT)

	Laplacetransformation
	Berechnung (einseitige) Laplacetransformation
	Konvergenzhalbebene
	Tipps zu Rücktransformationen
	Lineare DGL mittels Laplacetransformation lösen
	Übertragungsfunktion (LTI-Systeme)
	Übertragungsfunktion – Frequenzgang
	BIBO-Stabilität
	Pol-Nullstellen Plan (PN-Plan)
	Zusammengesetzte LTI-Systeme

	Mathematische Grundlagen
	Trigonometrie
	Komplexwertige Exponentialfunktion
	Partielle Integration
	Wichtige Ableitungen / Integrale
	Einheitsprungfunktion 
	Polynomdivision
	Partialbruchzerlegung


