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1 Integraltransformationen

1.1 Faltung

Beispiel
00 T
_ _ T=1 .
y(t) = (l‘l * 1’2)(75) = xl(T) : 1'2(t - T)dT e alt ik
] ot = e
Eigenschaften: JAarae
Kommutativ (fxg=g=x*f) L ,,’ =0
Assoziatiov  ((f*(g*h)) = ((f*g)*xh)) ,| ot
Distributiv.~ (fx(g+h) = fxg+ f*h) 1 2 3 4 5
Stetigkeit ist immer stetig 2fir0<t<4 ’ 3fir0<t<1
sonbt ) =
Vorgehen
1.(f * g)( (r)g(t — 7)dr
1. 7 bzw. t — 7 in die Entsprechende Funktion ) 0<r < 4
Einsetzen

2. Bereiche fiir f £ 0

().0<t—7<1:>t—1<r<t
3. Siehe oben.
4. und 5.

3. Bereiche in Hilfsdiagramm einzechnen (siehe t<0:0

Bsp.)

4. Einzelne Integrationsbereiche mit Hilfe Dia-

t
0<t§1:f2~3d7'
0

gramm bestimmen, indem Zeit ¢ "raufgezihlt” (fxg)t) =S 1<t <4: ff 2-3dr
und iibergidnge der Grenzen beachtet wird 4

5. Integrale Bestimmen, Integralgrenzen = Ein- 4<t<5: [ 2-3dr
gezeichnete Grenzen im Diagramm.

6. Integrale auflosen

t—1

5<t:0

1.2 Fourier-Reihe und Transformation

Fourier-Reihe

Trigonometrische Form

Harmonische Form

Komplexe Form

Umrechnung Koeffizienten

o(t) =% + 3 an-cos(2anfo - t) + by - sin(2mnfo - t)
n=1
T
an = % [ x(t) - cos(2mnfo - t)dt
T
bo = 7 [ a(t) - sin(2mnfo - t)dt
T
x(t) =ro+ >, rn-cos2mnfo -t + wy)
n=1
TOZ%OZ%fJL‘(t)dtTn>0: U%—Fvg(pzarg(un_j.vn)
o T
z(t)= 3 cp-edn2ho
n=-—oo . |
en = T = & [ at) - ety

27 fo wird auch als Kreisfrequenz w bezeichnet,

fo = Frequenz des Grundsignals x().

Cn=Cp = =it =0,1,2,3,...,by = 0)

ap =2 - Re(cn) b, =—2- Im(cn)(n =0,1,2,3,....,00 = 0)

0 sonst



Fouriertransformation F(w)
+o0o

X(w) = Fla(t)] = / o(t) - et

— 00

“+oo
z(t) = F X (w)] = % / X (w) - e?“dw

|F'(w)| = Amplitudendichtefunktion
arg(F(w)) = Phasendichtefunktion
Rechenregeln Siehe Anhang.

1.3 Laplace-Transformation

F(s)=2f(t) = /f(t) e *'dt mit s € C
0

potjoo

flt) = 27 (1) = % F(s) - etds

Po—joo

Rechenregeln Siehe Anhang.

Lineare Differenzialgleichungen 16sen:

DGL in Bildbereich Transformieren
= DGL ist jetzt lineare Gleichung
Gleichung auflésen

Losung Riicktransformieren

1.4 Hilbert-Transformation

Im Zeitbereich:

2(t) = a(t) x = = % / 1) 4

t—T1

— 00

2 Wichtige Funktionen

Di[‘acimpuls (auch Impuls-/Deltafunktion,-Distribution)

Spektraldarstellung
le] arg(ce) |
, Amplituden T Phasen
%..
Ofy, 1oy, 2@, 3a, ey 50,
-5y -4y -3, 20, -1, @
_%__
el
Zusammenhinge
t
Zeitbereich: Gewichtsfkt./Impulsantw. fo Vo) Sprungantw.
go=ym Ty
" dys (1) A
r \ dt [
2| }x*‘ 2| |2
\ /
o W19 %509 /
Bildbereich: G(s) = Ys(9) - O Ye(®
Ubertragungsfkt. $-Y5(s)

Konvergenzhalbebene

Die Konvergenzhalbebene beginnt bei der Polstelle
der Laplace-Transformierten mit dem Grossten Re-
alteil und geht bis unendlich.

Bsp: Bei :12 ist die Polstelle bei +2, daraus folgt:
Konvergenzhalbebene = [2, c0)

Im Frequenzbereich:

Unendlich kurzer, normierter Impuls mit unendlicher Amplitude.

1. 5(—t) =4(t) gerade Funktion 10. o(t) = dfg) Ableitung Einheitssprung
2. 0(=t + to) = (1 — to) symmetrisch 11. (1) = limyyoy 00 220 Definition
3. 6(at) = m&(t) Skalierung 12. 0(t) = lime oo m Definition
4. S(=1) =a| - 6(t — to) Skalierung und Verschiebung A %/ .
5. 80— t)/() = [(to)d(t —to) __ Abtastung 13. 8(t) = limeso = Definition
5 T30 < -
6. [ 8t —to)f(t)dt = f(to) Siebungseigenschaft 14. " g = (=1)"nld(t) Ableitung
—o 15. f(t)» BT — w Faltung mit Ableitung
7. [ A-stydt=A Spezialfall Siebungseigenschaft 16. % = @ = lime—o r(ti%z—)f 1. Ableitung () = ungerade F.
s -
. 30— to) « F) = (T —10) Faltung 17, 1l &) Eouricy
18. §(t) o—el(w) Fourier

9. d(t—t1)x6(t—t2) =0(t —t1 —t2) Faltung



Name Definition o—e Formelzeichen plot
0 fiir t <0,
Sprungfunktion {[z fir t =0,] = +mo(w) u(t), o(t), h(t) w! ] )
(Heaviside) 1 fiir ¢ > 0. —
(machmal: 1 fir ¢ = 0)
—1 fiir £ <0, NE
Signumfunktion {0 firt =0, J% sgn(t) o
(Vorzeichenfunktion) 1 fiir ¢ > 0. L
Rampenfunktion {0 fur <0, % r(t) /
t fiir t > 0. i
0 to 1
1 fur |¢| < a,
Rechteckimpuls {; fiir [t| = a, L_emesl pa(t), B(t) no| |
0 fiir |t| > a. o(t+a)—o(t—a) P
Dreieckimpuls {1 - ‘% fir [t] <a sinc?(w) A(t)
0 fir [t| > a
Sinc-Funktion %(t) \% B(w) sinc(t)
limy_, o sine(t) = 1 (Rechteckimpuls)
wenn normalisiert: ¢ — wt o,

3 LTI-Systeme

Linearitat und Zeitinvarianz
o Tlz1(t) + x2()] = y1(t) + v2(?)
o Tlka z(t)] = ka - y(t)
o Tlx(t —to) = y(t — to)]

3.1 Beschreibung von LTI Systemen
3.1.1 Impulsantwort

Systemreaktion auf §(¢).
y(O) =Tla®)] = [ @(r)-h(t —7)dr

—oo

= z(t) * h(t)

3.1.2 Frequenzantwort

Fouriertransformierte Impulsantwort.
Auch Ubertragungsfunktion genannt.

X(w) - G(jw)

3.1.3 Berechnung des Ausgangssignals

1. Integraltransformation:

X(w) = Fla(t)] / X(s) = Z[z(1)]
2. Berechnung in Bild / Frequenz:
Y(w)=X(w) - Hw) [ Y(s) =

3. Riicktransformation:

y(t) = F Y (w)] = £ [Y (s)]

s) - G(s)

3.2 Bezeichnungen

Ubertragungsfunktion: H(w) = G(jw) = |H(w)| - eler W)

auch: Frequenzgang
Amplitudengang: |H (w)]
Phasengang: ¢m(w)

3.2.1 Filtereigenschaften
Y(w)=X(w) - H(w)

Y (w)| = [X(w)] - [H(w)]
oy(w) = pa(w) + ou(p)

3.3 BIBO-Stabilitat Bound-Input-Bound-Output

Systemantwort Begrenzt, wenn Eingangssignal Begrenzt

= Konvergenzhalbebene Ubertragungsfunktion enthilt Imaginér-
Achse

= Alle Polstellen Ubertragungsfunktion links von ”j-Achse”

Im(s)

Re(s)




3.4 Integrieren und Differenzieren

3.4.1 Integrationsregeln

Linearitét [ flaz + B)dx =+ - F(az + 6) + C
Partielle Integration fbu/(:c) -v(x)dx = [u(m ] — f -V (2)dT (v(z) = cinfacheste Funktion wahlent)
Substitution (Rationalisierung) ¢ = tan %, dr = fffg SISIZL‘ = 142_’;2 cosxt = :_—g [ R(sin(z) cos(z))dx
Allgemeine Substitution fbf(a:)d:c = g}b)f(g(t)) g’ (t)dt x =g(t) git)y=4%4 dx = g/%t) - dt
Logarithmische Integration f J;,; dx *gl(r(ll)|f( )+ C (f(z) #1)
Spezielle Form des Integranden [ f'(z) - (f(z))%dz = f(z)*"" - O%H +C (a# —1)
Differentiation ff’( tydt = f(b) — f(a) 4 ff t)ydt = f(z)

a 1

3.4.2 Ableitungsregeln 3.5 Partialbruchzerlegung

Lineritiit (A + p9) (@) = Af'(@) + g ()
Produktregel

Nenner Faktorisieren (Nennerexponent)
Zahler = Polynom (Nennergrad -1)
Gleichsetzen mit Originalbruch

( =
; £y — fla=rg’
Quotientenregel (g)l = ggz . Mit Gleichungssystem auflosen.
Kettenregel (f(9)) = ,’(9) g X Ansiitze:
—a) " =n-(z—a)" e _ A c
Po'tenz ((mu a)")' =n (:c a) e i e
Trigo sin’ = cos' = —sin T + B_,_C
Schrittfunktion  o'(t) = §(t) @=2)% A @2 (o= é)QHj @=2)
=415 4%
o) - 2 2241
3.6 Wichtige Werte & Vereinfachungen
Integration iiber Periodendauer
x2
/ (z - sin(wt + « / sin® (wt 4 a) =
T T 2
. 2
/(m cos(wt + ))? z? / cos® (wt + a)dt = —
T T 2
Komplex sin/cos
eIP 4 eTI% eIP _ oIe
cosp = 5 , Sinp = %
Additionstheoreme
. . . . _ 2tanz
sin(z £ y) = sin(z) - cos(y) = cos(x? - sin(y) sin(2z) = 2sinz - cosx = 1+tzn2 -
cos(z £ y) = cos(x) - cos(y) & sin(z) - sin(y) cos(2z) = cos®x —sin®z = 1 — 2sin®z = 2cos’z — 1
sin(2z) = 2511;1( x) - cos( ) sin®z = 1 (1 — cos(2z))
cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) cos’z = 1 (14 cos(2z))

sin®(z) + cos?(z) = 1



Fourier- und Laplacetransformation

Eigenschaften und Rechenregeln

Wo nicht anders angegeben, sind a, ty, wy beliebige reelle und a,, a, beliebige komplexe Zahlen.

Fouriertransformation

Laplacetransformation (f ist kausal)

Transformation  f(f)o—e F(w) = [ f(D)-e/@'dt  f(t)o—e F(s) = [3° f(1)-e S'dt
. 1 00 iot 1 X+ j-00 t
Riicktransf. F(w) e——o Py f_ooF (w)-e/“ dw F(s)e—o E f % jc0 F(s)-e’'ds bzw. Tabelle
Linearitit ar- fi(H) +ay- fo(t) ar- fi(t) +az- fo(1)
o—eqa;-F(w)+ay- Fo(w) o—eay-Fi(s)+ayx-Fa(s)
Verschiebung f(t—ty) o—ee I®0. F(w) o(t—ty)- f(t—tg)o—ee S0 F(s) fiir to>0
Modulation F(w — wg) —o el £(1)
Dampfung f(1)-eo—eF(s—a)
1 wy .. 1 Sy ..
Streckung f(a-t)O—om-F(E) fira#0 f(a-t)O—oE-F(E) fira>0
Differentiation  f'(f) o—e jw - F(w) f'(H)o—es-F(s)— f(0+)
f"(t) o—e —w?- F(w) f"(t) o—e s%-F(s) —s- f(0+) — f'(0+)
f"(t) o—e — jw- F(w) f"(t)o—es3-F(s) —s%- f(0+) —s- f'(0+) — f"(0+)
FO(t) o—e (jw)" - F(w) FO(r)o—e s"F(s)—s""1 f(0%)
— .= sfD(0%) — f(=D(0*)
Integration fot fwyduo—e % -F(s)
Faltungsprodukt (f * g)(f) o—eF(w) - G(w) (f *g) (1) o—o F(s)-G(s)

Einige wichtige Korrespondenzpaare der Laplacetransformation

o(t) o—e —
n n!

O-(t) "l o sn+1
1

o(t)-e* o—e

(%)

o(t)-cos(wt)

o—e ——
$2 + w?

o(t)-sin(wt)

o—e —F
$2 +w?

(1) o—e 1($)
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