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Integraltransformationen

! von F.Dubacher, gemiss Unten‘i(ltllt M.Bichsel HS2020, zuletzt kompiliert: 23. Februar 2021

Signalart H diskret | kontinuierlich |

iodisch Diskrete Fourier-Trafo / Fourierreil Idee Integraltransformationen: Im Bild-

eriodisc . . ourierreihe . . ..
p Fourierreihe bereich lassen sich Systemantworten fiir LTI-
i moulsférmi Fourierreihe (begrenztes Fourier T ¢ " Systeme berechnen, ohne eine DGL im Zeitbe-
rier-Transformation . .. ..

p g Intervall) ourie anslormatio reich 16sen (oder sogar kennen) zu miissen.

kausal Z-Transformation Laplace-Transformation

Ein System, das sich sowohl linear wie auch zeitinvariant verhilt, nennt man (englisch) ”linear time-invariant System” (LTI-System).

Was das genau bedeutet, zeigen die folgenden mathematischen Bedingungen.

Allgemeine Begriffe und Rahmenbedingungen

Eingangssignal f(t)
Ausgangssignal aus einem System im Zeitbereich; Eine
Systemantwort y(t) reelle Schwingung am Eingang erzeugt immer eine
reelle Schwingung am Ausgang
Linearitit n n Linearkombination am Eingang bewirkt Linearkombi-
L4 apfi(t) p = > arl{fr(t)} nation der Systemantworten am Ausgang
k=1 k=1
Die Antwort auf eine zeitlich verschobene Eingangs-
Zeitinvarianz L{f(t+1t0)} =y(t+1to) grosse ist die gleichermassen zeitlich verschobene Aus-
) gangsgrosse
Stabilitit Liegen die Pole der Ubertragungsfunktion links der imagindren Achse, dann ist das System stabil (auch
”passiv” genannt). Es ergibt sich dann némlich ein dimpfender Exponentialfaktor (eR¢(*)*). Mit Polen rechts
der imaginiiren Achse ergibt sich ein verstirkender Exponentialfaktor (eRe(2)t).
Systemfunktionen und Schaltungen
.. Wirkung des LTI-Systems auf ein FEingangssignal
}Jbil;‘fragungs- 1 (Bildbereich) ; = Impulsantwort ;= Kehrwert des
(1;(2) ton G(S) = ( N — 8) = )/;5(3) Charakteristischen Polynoms der laplacetransformier-
pPiA= ten DGL des LTI-Systems
Gewichtsfunktion . Wirkung des LTI-Systems auf ein FEingangssignal
g(t) 9(t) = ys(t) = Yo (t)  © G(s) (Zeitbereich)
Impulsantwort Y - 1 . Systemantwort auf einen Dirac-Stoss §(t) ; 1(s) =
Ys(s) 5(s) = G(s) - 1(s) = G(s) L[5(1)]
Sprungantwort 1 Systemantwort auf die Einheitssprungfunktion o(t) =
Yo (s) Yo(s) =G(s) — & G(s) = sYo(s) = Yo(07)  wit) ; 1 =Llo()]
’ 5
Serieschaltung "
von n Y(s) = Gir(s)- F(s
LTI-Systemen (5) k,l;ll k(s) (5)
Parallelschaltung
von zwei Y (s) = [Gi(s) — Ga(s)] folgt aus Masons Regel (Signale und Systeme)
LTI-Systemen
Riickkopplung G1(s) siche auch Masons Regel (Signale und Systeme) ;
mit G, Y(S) = 1_ G]_(S)GQ(S) : F(S) A =1— G1(s)G2(s) = Netzwerkdeterminante
Frequenzgang

Beziehung zur
Ubertragungs-
funktion

Frequenzgang
H:R—-C

Amplitudengang

Phasengang

”Komplex
-ifizierung”
Komplexe
harmonische
Schwingung

Frequenzerhaltung

Der Frequenzgang beschreibt den stationdren Teil der Ubertr.agungsfunktion. Die Dampfung der Laplace-
Transformation wird auf Null gesetzt (x = 0 = 0) und somit Ubergangsvorginge ignoriert (Laplaceintegral
beinhaltet nur e’* = cos(w) + j sin(w) und somit keine dimpfenden Einschwingvorginge).

L _ v
H{w) = G(jw) = Flo®)] = -n——
|H(w)| = \/Re(H(w))QZ—F Im(H (w))?
arctan(Z—Q) (21 2 0)
arg[H(W)] = %

arctan(—) + 7 (2 <0)
21

fiir sin und cos siehe und 1 = 7%
A- et = A - [cos(wt) + j sin(wt)]

y(t) = L{AI} = H(w) - A -

Beschreibt die Antwort eines Systems auf ein si-
nusférmiges Eingangssignal ; = stationérer Teil der
Impulsantwort ; = Kehrwert des Char. Polynoms der
fouriertransformierten DGL des LTI-Systems

Amplitudenveréinderung des Frequenzgangs

Phasenveréinderung des Frequenzgangs

Eulerformel

Die Systemantwort verdndert die Amplitude und die
Phase, aber belésst die Frequenz!


https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%27s_gain_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Mason%27s_gain_formula

2.1 Systemantwort eines unbekannten LTI—Systems (”Black Box”) bestimmen

| f(t) o—e F(s): Eingangssignal ;
L

y(t) o—e Y (s): Systemantwort |

1. Impulsantwort ys(¢) ausmessen und daraus die Ubertragungsfunktion bestimmen (numerische £) — ys5(t) o— G(s)

) iiber Frequenzgang berechnen

Umstellen, so dass wieder ”Reellifiziert” werden kann (zuriickgeformt in sin und cos); Dieser Term entspricht der Systemantwort!

9 Systemantwort im Bildbereich: Y (s) = G(s)- F(s)
" Systemantwort im Zeitbereich: y(t) = f(t) xg(t) = f(t) x ys(t)
2.2 Systemantwort auf ein sinusférmiges Eingangssignal f(wot
1. f(wot) auf Linearform bringen und ”Komplexifizieren”
2. H(wg) vereinfachen und auch H(—wy) = H*(wp) bestimmen
3. Jede komplexe harmonische Schwingung in der Linearkombination mit H(wg) / H(—wp) multiplizieren (e=7“°" — H(—wy))
4.
2.3 Ubertragungsfunktion eines bekannten Systems (z.B. Schaltung) bestimmen
1. Differentialgleichung aufstellen

(Bauteilgleichungen aufstellen und dann iiber allgemeine Gesetze verkniipfen [Bsp: Elektrizitéit - Kirchhoff ; Mechanik - Feder-

gleichungen))

2. DGL laplace-transformieren (siche auch
Info Frequenzgang: Falls nur die stationéire Losung interessiert, kann auch fourier-transformiert werden, dann erhilt man
Frequenzfunktionen, welche dann zum Frequenzgang fiihren.

3. Die Gleichung im Bildbereich nach dem Verhéltnis der Bildfunktionen gewiinschten Signale auflosen.

_ Zielsignal(s)
= Gls) = Startsignal(s)

Ausgangslage mit Fourierreihe: Mit FR kann eine periodische Funktion als Summe von Schwingungen dargestellt werden. Fiir eine
abschnittweise definierte Funktion kann der Definitionsabschnitt als Periode aufgefasst werden und der Giiltigkeitsbereich der FR auf
den Abschnitt begrenzt werden.

Ziel: (Fast) beliebige Nicht-periodische Funktion f mit Hilfe von komplexen Exponentialfunktionen e/“* (Schwingungen) darstellen.

Komplexe
Fourierreihe —
Fourier-
Transformation

Fourier-
transformierte /
Spektraldichte-
funktion

Riick-
transformation
(Zeitbereich)

Notation

Hinreichende
Bedingung

Amplitudendichte | F

Phasendichte

- T/2
f(t) = % Z / Fr(t) - e TRert e]kwftwf
k=—00 | /9
iT—)OO 3 Wf—>dw 2 ]{:wf_)w : Z_>/
f(t) — / /f .e JWtdt ejwt i
) F(w) }
F) = [ 10 e
ft) = % / F(w) - etdw
o FU0) = F)
0o—e ) ot LT
/ |f(t)|dt existiert
)| = VR[F@)F + Im[F(w)P?
arctan( 2) (21 > 0)
arg[F(w)] = 21
arctan(z Y+ (21 <0)

25 1

27 - T i i
zu transformierende Funktion

fr: periodische Variante von f

Die Periode wird langgezogen, dadurch
wird der Abstand zwischen den diskreten
Frequenzen der Fourierreihe immer Kkleiner
und beim Grenziibergang wird sie schliesslich
kontinuierlich (eine Spektraldichte).

F(w), bzw. das Integral weicht genau dann
deutlich von Null ab, wenn w — w¢ (kwo — wy
bei Fourier-Reihe).

Man kann sich dabei f(t) als Zeiger vorstellen,
der im Fall von w — wy eine Figur in der
komplexen Ebene zeichnet, deren Schwerpunkt
von Null abweicht.

F(w) gibt an, welche Frequenzen f(t) wie stark
beinhaltet. Entspricht w einer grossen Frequenz
in f(t), dann wird der Wert des Integrals
fir diese Frequenz w gross, weil sich dann
der Schwerpunkt der Figur f(t) - e79“! weg
vom Nullpunkt verschiebt (der Zeiger f(t) ist
verstirkt in nur einer Halbebene gross).

Korrespondenz

Ist f(¢) absolut integrierbar, existiert die Fou-
riertransformation



Zusammenhang . _m
Fouriertransfor- F (k’WQ) =2Tc, 3 wyg= f cx:  Komplexe Fourierkoeffizienten
mation und Fem—m o ce Tt 8| T: Periode vom Signal
Fourierreihe 1 _ ) _ : keN
o=t [ g0 BRI = Y (o))
1 ~T/2 h=—oo 1
3.1 Rechenregeln
Vertauschungssatz f(t) o0—e F(w) auch ”Zeit-Frequenz-Symmetrie”
(Dualitét) genannt ; siehe auch _Ii.er [eitung]
F(t) o—e2m - f(-w)
Linearitit ag - f1(t) + ag - fot) o—e ay - Fi(w) + ag - Fa(w) mit oy, a9 € R
Eorlzo‘ntale f(t—ty)o—e e Ivio F(w) Modulationstheorem
erschiebung )
et . f(t) o—e F(w — wp)
Horizontale Y o 1 w
Streckung / fla-1) m P (5) a e R\ {0}
Stauchung 1 ;
wd () emeriaw
|l a
Zeitumkehrung f(=t) o—e F(—w)
1
Modulationssatz  J (t) cos(wot) o— 2 [F(w —wp) + F(w+ wo)]
. 1
f(t) sin(wpt) o—e % [F(w—wy) — F(w+ wp)]
dr f(t n
Ableitun Ty o—e o)
( )
t"f(t) o—e
Integration / F(r)dr Flw ( 1 r6(w )
Jw
Faltung im
Zeitbereich / f(r)g(t — 7)dr o—e F(w) - G(w)
Faltung im 1 >
Frequenzbereich () - g(t) o—e 27T Fw)*Gw) =5 [ F(N)F(w—T)dr

3.2 Weitere Eigenschaften

Zeitbereich o—e Frequenzbereich

) gerade
F(w) reell und gerade

f(t) gerade o—e

f(t) reell und gerade o—e

f(t) imaginér und gerade o—e
f(t) ungerade o—e

f(t) reell und ungerade o—e
f(t) imagindr und ungerade o—e
f(t) (zeit)kontinuierlich o—e
f(t) (zeit)diskret o—e

f(t) periodisch o—e

f(t) nicht periodisch o—e

w) imaginédr und gerade
w) ungerade

w) imagindr und ungerade

w) nicht periodisch
w) periodisch

w) (frequenz)diskret

(w

(w)

(w)

(w)

(w)

(w) reell und ungerade
(w)

(w)

(w)

(w)

o I M s N B Mo B>

(
w) (frequenz)kontinuierlich

3.3 Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

In der Praxis ist der kontinuierliche Verlauf eines Signals oft nicht bekannt, sondern nur diskrete Abtastwerte

Problem (von einer Periode) des Signals. Man will aber mit einer Funktion arbeiten!
Idee Approximierte Fourierreihe berechnen mit approximierten Fourier-Koeffizienten
N 2w N Anzahl Abtastwerte in einer Pe-
DFT & = i Z eiﬂmﬁ © riode
kTN Yn yn: Abtastwerte des Signal f(t)
n=0

= k € Z: Argument von c(k)



inverse DFT N-1 2m

. Jkn—=
n=0
P T/2
E‘grcll;formation f () Z e . pihwot Ergibt kontinuierliche Approximation von f(t)
P k .
k=—T/2

Wird das Signal f(¢) mit einer Abtastfrequenz kleiner als zweimal die héchste Frequenz in f(t)

abgetastet, werden alle Koeffizienten der Frequenzen (k+m-N)wg zusammengefasst (Alias-Effekt). Fiir

bestimmte Frequenzen kwy werden dann nédmlich auch die Werte von hoheren Frequenzen mitgezahlt,
Abstasttheorem die sich sonst mit der Summe aufheben wiirden, wenn gemé#ss Abtasttheorem abgetastet wiirde.
und Alias-Effekt ‘Ist das Abtasttheorem erfiillt, kann die Original-Funktion eindeutig rekonstruiert werden! ‘

Loésung fiir Aliasproblem in der Praxis:
Signal tiefpassfiltern und mit mindestens der doppelten Grenzfrequenz des Tiefpassfilters das Signal
abtasten (Abtasttheorem).

3.4 Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Die Formel fiir die diskrete Fouriertransformation benstigt N2 komplexe Multiplikationen. Das ist in der Praxis mit sehr grossen
N nicht tragbar. Der FFT-Algorithmus optimiert die Berechnung ohne Verlust von Genauigkeit. Die Grundidee besteht darin,
dass bei der direkten Berechnung viele Teilsummen mehrfach ausgewertet werden. Mit einer geschickten Organisation des Rech-
nungsablaufs lasst sich das vermeiden.

Stichwort: Iteratives Aufteilen in gerade und ungerade Koeffizienten und anschliessend deren Zusammenhang ausnutzen

Ziel: Die Fouriertransformation funktioniert nur fiir Funktionen, wofiir das Fourierintegral konvergiert. Das Ziel der Laplacetransfor-
mation ist die Erweiterung der Fouriertransformation, so dass beliebige kausale Funktionen in einen Bildbereich mit den vorteilhaften
Rechenregeln der Fouriertransformation abgebildet werden koénnen.

xt

Idee: Die zu transformierende Funktion wird mit einer exponentiellen Dadmpfung e~** multipliziert, so dass das Fourierintegral kon-

vergiert,.

Wieso muss die zu transformierende Funktion kausal sein? Weil eine Dadmpfung mit e=®! auf der positiven Seite eine Diémpfung

ist, aber auf der negativen Seite eine Verstarkung und in der Praxis sind Funktionen erst ab einem bestimmten Zeitpunkt relevant, so
dass man alles zuvor ignorieren (auf Null setzen) kann.

Eine Funktion ist dann mathematisch kausal, wenn sie fiir alle negativen

Kausale Funktion Argumente Null ist. Jede Funktion kann kausal gemacht werden, indem sie (t) = u(t) = 0 ,t<0

mit der Einheitssprungfunktion o (Heaviside) multipliziert wird — f(t) - o)==, >0

o(t) = fu(t)
Laplace- o0 - fe(t) = f() ‘.U(t)
transformation f(t) o—e F(S) = / fk(lf) ce %t s =z+jw €C

0 x: Démpfung
w: Kreisfrequenz
Riick- 1 z+joo
transformation F(s) @ : F(s) - eStds besser Tabellen benutzen
27Tj r—joo
Notation f(t) > F(S) oder ﬁ{f(t)} - F(S) Korrespondenz
-1
) L7H{F(s)} = f(t)
Ubertragungsfunktion und Gewichtsfunktion eines LTI-Systems —  siehe |[LTI-Systeme
4.1 Rechenregeln
c ane a > 0 ist wvertikale Stre-
Linearitét ay - fr (t) + asg - fz(t) o—eaq, - F1<3) +ay - FQ(S) ckung/Stauch.
Verschiebung o'(t — to) . f(t _ to) o—e e Sl F(S) fiir tg > 0
Déampfung f(t) e o—e F(s—a)
1 s i 0

Streckung Ho—e = . hd ir a >

fla-t) a F (a> horizontale Streckung/Stauch.
- n fir n = 1:

ifferentiation 1 -4 7l
FI(t) o—e s F(s) — s" L f(07) — [ ) st fO0(0T) F/(t) o—s 5 F(s) — f(0F)
. ’ 1 =2
Integration / f(u)du O o-_ . F(s)
0 S

4.2 Tipps zur Riicktransformation
e mit Korrespondenztabelle arbeiten
e cvt. Partialbruchzerlegung
e 50 hinschreiben, wie man es gerne hitte und dann kompensieren (mit Erweitern, Auseinandernehmen, etc.) 4



4.3 Einige wichtige Korrespon- 4.4 Veranschaulichung der Laplacetransformation
denzpaare e Fiir jede Dampfung x gibt es eine ver-
tikale Gerade, die eine Fouriertransfor-
5(t) o—e 1(8) =1 mation darstellt.
1 e Die Existenzhalbebe.ne* beginnt Im(s) =w '}'{f(t)eﬁr)}
o (t) > -+ dort, wo x gerade noch eine Dampfung X X XJ\
s ist. - z[ )( l ]
. 1 Bsp: Fiir f(t) - et beginnt die X X X J; 1.5 t
U(t) - e? o—e Existenzhalbebene bei x = —1, weil X X X
S—a f(t)-e tem(@tiwlt — f(t).e*[(erl)Jrjw]t’ . ) Rels)=x
o(t) - " n! somit ist die exponentielle Dampfung X X X 2
gn+1 vorhanden fiir x > —1. X X X
]
S
O'(t) -COS(wt) o—e & * dort wo die Laplacetransformation exis-
s*tw tiert, bzw. das Laplaceintegral konver-
W .
. glert
o(t)-sin(wt o—e -
(1) sin () s

4.5 Losen von Differentialgleichungen

4.5.1 Direkte Methode

Vorgehen
1. DGL mit Anfangsbedingungen und Erregung (=Stérung) per Laplacetransformation in den Bildbereich iibersetzen
2. Im Bildbereich nach der Korrespondierenden Y (s) von y(t) auflésen
3. Riicktransformieren

Spezialsituationen
e Es interessiert nur der stationiire Zustand des Systems (eingeschwungener Zustand)
= Anfangsbedingungen konnen auf Null gesetzt werden: y(0) = 5(0) = (0) = ... = y™(0) =0
e Es interessiert nur die Reaktion des Systems auf die Anfangsauslenkung
= Erregung (=Stérung) auf Null setzen: f(¢t) =0
e Differentialgleichungssystem
1. Alle Gleichungen zeilenweise in den Bildbereich transformieren
2. Algebraisches GLS im Bildbereich 16sen
3. Losungsfunktion riicktransformieren

Beispiel |ii(t) +2§(t) + 5y(t) = f(t)|  mit f(t) =o(t) und y(0) =0 ; §(0) =1

1. Transformation 1
[52Y (5) = sy(0) = §(0)] + 2[sY () —y(0)] + 5Y(s) = -
2. Auflésen nach Y (s)

& s2Y(s) — 1 +2sY(s) + 5Y (s) = é

Y(s) = 1+1 1 N 1 _ (A, Bs+C .1 2
VT 2515 s[s2+25+5] (5112422 \s  s2+425+45) 2 (s+1)2+22
O PR
| A+B=0 ) ) ) |
ENR: 1=A(s>4+2s+5)+(Bs+C)s=(A+B)s?+(2A+C) s+ A5 =[2A+C=0 = A= = B:—g ; C:—gi
| 5A=1 |
:;";(7)"_71"17"17""5127"j;i 777777 2 1 11 s+l 2 2
VTR s T (5412422 2 (s+1)2+22 5 s 5 (s+1)2+22 5 (s+1)2t22
3. Riicktransformation
1 1 2 1
y(t) = - -cos(2t)et + : sin(2t)e™t = |y(t) = e " [2sin(2t) — cos(2t)] + =
Einschwingvorgang stmar
4.5.2 Indirekte Methode
1
1. Reaktion auf reine Fremderregung (Storfunktion) bestimmen (d.h.
r-- -7
Anfangsbedingungen auf Null setzen): 1u(¢):
2. Reaktion auf Anfangsauslenkung bestimmen (d.h. Stérfunktion auf
Null setzen): 1 us(t)
) L —2—(—)J ) 10 15 2 !

3. Die beiden Resultate iiberlagern:

\‘ '1;2( T)




Ziel: Von einer kausalen Funktion f(¢) seien nur diskrete Abtastwerte fi(k-T) mit & € N und T > 0 gegeben. Um trotzdem die

Vorteile der Laplace-Transformation nutzen zu kénnen, wurde die Z-Transformation eingefiihrt.

(e}
0 ® —kT's
Darstellung der Z t - kT Z fre ’ Z f
Abtastung k=0

f(t) : auf f(t) basierende Impulsfolge

= kasz = F.(z2)

k=0

e F,:C—>C
WlssZenswertes e F, = F,(z) ist nicht fiir alle z € C definiert. Es gibt einen Konvergenzbereich in der komplexen Zahlene-
él‘;';ns}ormierten bene.
P e Die Korrespondenz fj, o—e F, ist eindeutig, aber der Zusammenhang zwischen f(¢) und fi(¢) ist im
: Allgemeinen nicht eindeutig (siehe dazu |Alias-Effekt])!
Beispiele siehe Vorlesungsmitschrift von M.Bichsel

oo (t — O) Definition kann unterschiedlich sein! Bes- 1.5 %

5 t — C un ¢ ser nur aul nachfolgende i €NnSsC. Va en y

(1) {O (t £0) Achtung : sor nur auf nachfolgende Bigenschaft

T 14

/ S(t)dt =1 Y
,Ogo 0.5

[ 501 gterat = g(0) t
“oo 15 -1 —05 05 1 15

6.1 Rechenregeln

Horizontale b
Verschiebung / d(t —to)g(t)dt = g(to)
—oo
Horizontale o0 )
Streckung /
Stauchung /5(Ozt)g(t)dt = m 9(0)
Multiplikati -
mil: ]_:l\ﬁnlkti;zn g(t) - 6(t — to) = g(to) - 6(t — to)
Linearkombinati = u
inearkombination / Z ak5(t B tk)g(t)dt _ Z akg(tk)
. =1 k=1
(o]
Ableitung / 5(t) -g(t)dt part. Int —g(t)

d0-Funktion und
Einheitssprung- é’(t) _ 5@)

funktion
(o)

5(t) o—e A(w) = 1(w) = 1
Fourier- (5(15 = to) o—e e JWho . 1(w) — o Jwho
Transformierte

1(t) o—e 27 (w)
e/t o—e 276 (w — wp)

cos(wot) = %(ej“’ot + e 70" o—e 1 (8(w — wo) + §(w + wp))

_(ejwot _ e—jwot) o—e — 7 (5(w — wo)

sin(wot) = —
2j

— 0w + wp))

S(t—t

-15 -1 =05

7 Abtasten von g an bestimmten
Stellen ¢3”



7 Faltungsprodukt (Convolution)

Defintion  1(t)xg(t) = (7 £ )0) = [ ) -9t —w)d

1. Die Antwort eines LTI—Systemog auf einen Dirac-Impuls ist h(t). Das nennt man die Impulsant-
wort.

2. Nun kann man das Eingangssignal f(¢) als unendlich dichte Folge von Dirac-Impulsen betrachten,
von denen man die Reaktion h(t) kennt.

3. Jetzt wird h(t) an der vertikalen Achse gespiegelt und durch f(¢) durchgeschoben. Die Antwort
des Systems darauf wird aufaddiert (integriert).

4. Das Resultat y(¢) nennt man Faltungsprodukt. Es stellt genau das Ausgangssignal des LTI-
Systems fiir das Eingangssignal f(t) dar.

Idee fiir Signale

7.1 Eigenschaften und Rechenregeln

Kommutativitit f*xg=gx* f

Assoziativitit fx(gxh)=(f*g)xh

Distributivitét fr(g+h)=(fxg)+ (fxh)

Stetigkeit f * g ist immer stetig, auch wenn f und/oder ¢ nicht stetig sind

Dirac-St S . . e § ist genau dann 1, wenn u = ¢, sonst 0
irac-Stoss (9) Ox f=fx0= / f t o u)du S (t) e § ist neutrales Element vom Faltungsprodukt

Einheitssprung o fro= / f Zf— u)du _ [F(u)}é . U(t)

Faltungssatz f( ) * g I F( ) G(w)

£0)- g<t> o—e o F() * G(w)

7.2 Vorgehen bei abschnittweise definierten Funktionen
1+t ,—1<t<0

o —1 1<t<?2
Beispiel x4(t) = und z2(t)=<¢1—-t ,0<t<1 ; Gesucht: 1 * xo
0 ,sonst
0 , sonst
1. Operanden so vertauschen, dass die Funktion mit den komplizierteren Grenzen zuerst kommt
T * T
2. Grenzen beziiglich der Integrationsvariable 'u’ von beiden Funktionen bestimmen

0<u21: xo(u) = —u+1 l-t<—u<2-1t

t—2<u<t—1: z(t—u)=-1
3. Grenzen in Diagramm einzeichnen, um Integrationsbereiche zu visualisieren. Das Diagramm zeigt die Integrationsgrenzen iiber « in
Abhéngigkeit von ¢, wo das Faltungsintegral nicht Null ergibt.
4. Separate Bereiche integrieren ; das Resultat ist eine abschnittsweise definierte Funktion!

t<0: myxx(t)=0 u -
t—1 t-1 x1(t-u) =-1 t-2
0<t<l1: / ,
1<t<2: . x2(u) = -u+1
2<t<3: x2(u) = u+l
3<t

8 Ampltiduden- und Phasenspektrum einer (Trigo-)Funktion f(¢) bestimmen

Besteht eine Funktion nur aus trigonometrischen Funktionen, kann mit der folgenden Methode das Spektrum bestimmt werden (ohne
Integration).

1. ?”Komplexifizieren”
2. Jedes w; in den Termen e’“i ist eine Frequenz. Die Betrige der Vorfaktoren von e/“i sind die Amplituden
3. Die Phasenverschiebungen sind die Imaginérteile der Vorfaktoren
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Kreisbewegungen , — onf ="
T
. ) Jjwt _ —jwt jwt —jwt
Komplexe Trigo  .jo _ cos(a) + jsin(a) 5 sin(wt) = % 3 cos(wt) = %
J
] 1 1
Trigo sin?(a) = 5(1 —cos(2a)) ;3 cos®(a) = 5(1 +cos(2a)) ; tan(a) =sin(a)/ cos(a)
i = Y — log(x - =1 1
Logarithmus Allgemein y =log,(z) < b T og(z - y) og(x) + log(y)
log (5) = log(z) — log(y)
Basiswechsel log,(z) log, ()
1ISWi O xTr) = m
S log, (b) log(z™)  =m-log()
Zerlegungen
1. Term auf Form Polynom + echt gebrochenes Polynom (P(z) + R(z)) bringen (Polynomdivision)
2. Der Nenner von R(z) kann geschrieben werden als Ng(z) = (z — 1) + (z —22)? + ...+ (x —z,,)™"
. A A A
Partialbruch- 3. Fiir jede r;-fache reelle Nullstelle x; enthiilt der Ansatz r; Summanden L+ I
zerlegung ) x—x;  (v—m;)? (x — z;)
B
Fiir komplexe Nullstellen z.B.: %
x
4. Originalterm = Ansatz = Briiche weg multiplizieren = Koeffizientenvergleich um die Ay zu ermitteln
o Weitere Ansétze...
Z _ Axz+B + Cz+D Z _ A + B + C Z — A _ Bz+4C
(z2+1)2 z2+1 (z2+1)2 (z+1)3 z+1 (z+1)2 (z+1)3 z[x2422+5) z x242z+5
Z ___ A, B CaetD Z — AztB | CotD
z2(x2+41) z 2 z2+1 (z241)(z2+4) z2+1 (z2+4)
Beispiel 3 4422 40z 425 : (2 —j) = 2% +42jz —2
3 . 2
Polynomdivision (sommppliesess oty —J Z2
25z +0z
Polynomdivison vermeiden: 222 492
Zahlersumme auseinandernehmen und den J .
Teil der gleich dem Mehrfachen vom Nen- —2z +2=7.
ner ist, in separatem Bruch schreiben und =2z +2j
kiirzen 0
Integralrechnung
Grenzen b “ b be
f(z)dz = —/ f(x)dx / f(z)dz = flz+c)dzx
a b a—c
Summen /(a+b—c)d :/adx—i—/bdx—/cdx
. og e 1
Linearitét /f(aa: + B)dx = — - Flax + ) + C
@
Allgemeine 1 .
Potenzregel /(f(:li))'JZ f(z)dx = P (f@)*tt+C| a#-1
Logarithmische jac; Lo
Integration @) /(f(ac))_ fx)de =1n|f(x)|+C| flz)#1
Partielle b b v(z): einfachste Funktion wihlen!
Integration _ /u(m) o' (z)da

TrigoeExp— 2x part. Int. und GL nach
Int. umstellen

Allgemeine Sub- b ~1(p) = g_l(gc)
stitution (Mitsub- ,
stituieren der Gren- /f(x)dx = f(g(t)) "9 (t)dt T = (t)
zen) a ~1(a) dx = ¢'(t) - dt
. . . b T
Differentiation [ f®)dt = FO) - f(a) %ff(t)dt _ dl;;m) . d};{(;) _ dl;iz) - f(z)
Differentialrechnung
Y . w\’  vu —uw
Ableitungsregeln Summenregel (u+v) =u +v ] (;> ==
Potenzregel (u®) = a-u® o/ Cdu d
u dv
Produktregel (u-v) =u'v+uv’ Kettenregel {U(U(ﬂf))] = i
Ein
Abloitungen £ ) fx) (%) 0 (%) £(x) £/(x)
1/z  —1/x sin(z) cos.(x) sinh(z) c.osh(ac) arcsin(z)  1/(V/1 — 22)
e’ e’ cos(x) —sin(x) cosh(z) sinh(z) arcsin(x) _1/(m)
In(z) 1/z

arctan(z) 1/(1 + z?)



10 Notizen

10.1 Herleitung des Vertauschungssatz der Fouriertransformation

o0

16 =50 [ F@)-edo f)o—eF)
™
— 00
= t—=—w ; w—t Vertauschen
17 e U
f(—w) = o F(t)-e**dt Multiplizieren mit 27
™
—00
o0
2 f(—w) = / F(t)-e%dt  F(t)o—e2rf(—w)

Formel FT
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