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1 Varianten der Integraltransformationen

Signalart diskret kontinuierlich
periodisch Diskrete Fourier-Transformation Fourierreihe
impulsférmig || “Fourierreihe mit T' = I'mpulsdauer” | Fourierintegral

kausal Z-Transformation Laplace-Transformation

2 Signale und Systeme

Linearitét Zeitinvarianz
L(xl+22) = L(x1)+ L(22) | L(z(t)) = y(t)
Lc-z)=c-L(x) L(z(t —to)) = y(t — to)

2.1 Amplitudengang

< 1 Ddmpfung
[H (w)| = )
> 1 Verstarkung

2.2 Lineare Systeme

Basissignale
e Lineare Systeme sind durch die Antworten auf die Basissignale bestimmt.
e Basissignale miissen linear unabhéngig voneinander sein, d.h. ein Basissignal darf nicht durch Linearkombination
anderer Basissignale darstellbar sein
e Alle moglichen Eingangs-Funktionen miissen durch eine Linearkombination der Basissignale dargestellt werden kénnen.
= Periode des Eingangssignals = Anzahl Basissignale

Berechnung der Systemantwort aufgrund der Basissignale und der Anregung

1. Eingangssignal z als Linearkombination der Basisvektoren darstellen = lineares Gleichungssystem
=Sz=r-a+s-b+t-c (x = Eingangssignal; a, b, ¢ = Basisvektoren; r, s,t = Linearkombinationsparameter)
2. Systemantwort y =7 - L(a) +s- L(b) +t- L(c); (L(a) = Systemantwort der Basis a)

2.3 Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme)

LTI-Systeme sind durch ihre Impulsantwort h vollstdndig bestimmt

Berechnung der Systemantwort von diskreten LTI-Systemen
y=xxh (y = Systemantwort; x = Eingangssignal; h = Impulsantwort)

Berechnung der Systemantwort von kontinuierlichen LTI-Systemen

110 - L 0]

fa(t) = h(t) * fi(t) o— Fy(s) = H(s)Fi(s)

F Fo

h(t) o—e H(s) o) — H

2.4 Eigenfrequenz, Frequenzgang
Zu jeder Frequenz gehort der eigene Frequenzgang mit a,b € C
aedrt 4 bed®2t 5 o H (wy)e? 1t + bH (wq)elw?!

Frequenzgang bei Spektraldarstellung:

o0

i cke-jk“t—>—> Z CkH(wk)ejkwt

k=—oc0 k=—0o0
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2.5 Faltung

f()xg(t) = g(t) = f(t) = (f * 9)(t f flu

y(t) =

g(t —u)du = f ft—u)-

g(u) du

(g(t — u) entspricht einer Spiegelung an der Y- Achse und ist um t nach rechts geschoben)

Hat g (t) keine negative Argumente dann gilt : (g *

Hat f (t) keine negative Argumente (Einschaltvorgang) dann gilt

Bei einer Faltung mit einer § (¢)Funktion gilt: f (t) « d (¢) = f (¢)

ft)-g(t) o—e F(w) * G(w)
f(#) x g(t) o—o 5. F(w) - G(w)

grafische Interpretation:

Faltungssatz:

1. einfacheres Signal (g(t)) an der Y-Achse spiegeln
2. Verschiebung um t nach rechts

3. Multiplikation und Integration der beiden Signale

(Beispiel 4.2, Skript S.33)

3 Funktionen

3.1 Schrittfunktion - unit step

0 firt <0
u(t) = o(t) = % (praxis) oder undef. (math.) fiir t =0
1 firt >0

o(t)o—e j% + mé(w) =
o) _ 5

Y(w)

3.2 Impulsfunktion - dirac delta function

fo t#0 0 B
5(t) = {OO 0 und _{o 5(t)dt =
T 8-t = £t

[ dtar) - fayde = & £0)

s(t) - 6(t —to) = s(to) - 6(t — to)
Fouriertransformierte von §(t):

5(t) o—e 1(w) 5(t —tg) o—e e Iwto 1(t) o—e 276 (w)

3.3 Signumfunktion

ff

g(t —u)du

g ) () Oftf(u)-g(tu)du

1.
2.
3.

Bestimmung der Grenzen bei [ f(u

i ) - g(t —u) du:

— 00

Koordinatensystem: X-Achse: t, Y-Achse: u

f(u) unterteilen — Streifen parallel zur X-Achse

g(t — u) — Streiffen parallel zur 45°-Geraden

In u-Richtung sind die Integralgrenzen fiir ein
bestimmtes t abzulesen

u(t)

dt)

(delta von t)

[t=0

1 fallst >0 ,
sgn(t) = {1 falls £ < 0 sgn(t) o—e 2 o — jsgn(w)
3.4 Rechteckimpuls
g falls a > 0
rp(t) o—e 2 . sin(wT) = sinc-Funktion [ snlaw) g, — i asa
w I —m fallsa <0
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4 Fourierreihe

oo 00
§ k- ejkwlt _ E (Ck A egkwlt + T e—]kwlt)
k=0

k=—o0

> A > 2w
= 50 + Z ay, cos(kwit) + by sin(kwqt)] | = 0 4 ZAk cos(kwit+ pp)| k€Z, wy = T= 2n f

il —kaltdt — a0
“g ) 1 ;

’ﬂ\w
’ﬂ\l\?
H\N

2
T
/f cos(kwit)d
0

T
/f ) sin(kwy t)dt
0

k=1 k=1
T
— 2 [ st
0
ag, cg, A sind Konstanten, wy ist die Grundkreisfrequenz, a; und by sind die reellen Koeffizienten, cj ist der komplexe
Koeffizient, Ay, ist die Amplitude und ¢y, ist die Phase.

ar, = ¢ + ¢ = 2Re(cg) = Ay cos(ipg) b = j(ek + ¢x) = —2Im(ex) = — Ag sin(pg)
cp = B = el = ZF (jhw) cok = = W = fremivn
Ay =2|cx| = \/ai + b3 o = arg(cg) oder unten |
Berechnung von ¢, aus a; und by
ap >0: YR = —arctan(s—’;) ap <0: O = — arctan(Z—Z) +
ar =0Abg >0: or=—3 ar =0Abr <O0: V=75
ar =0Ab,=0: . = nicht definiert
4.1 Symmetrie
gerade Funktion ungerade Funktion Halbperiode 1 Halbperiode 2
flz) f(:}:)‘ f(x)
| 7 o Th/2 ave To/2
= 500 _ 0 2 0 P o
L2 | /2 . Tu/2 ﬂTUz " Ty/2
T z z H—
f(=t) = f(t) f(=t)=—f(t) ft)=flt+m) ft)=—f(t+m)
by =0 ar =0 a1 =0 azr, =0
ar = 7 [ f(t) - cos(kwit)dt | by =7 [ f(t)-sin(kwit)dt | bopt1 =0 bor =0
0 0

4.2 Rechtecksignale

t/2
ap = z ] A cos @t dt = 24T sin %t
T T ~ onTk T

—t1/2

t1/2 2A . <7Tt1 k)
)2 7rk;
Fiir Verhéltnisse W =n € N verschwinden die n. Harmonische und deren Vielfache.
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5 Fourier-Transformation

Fouriertransformierte: F(jw)= [ f(t)e 3«'dt
Riicktransformierte: f(t) = i [ F(jw)e!dw

Dies ergibt das Korespondenzpaar:  f(t) o—e F(w)

mit der Symetrie: F(t)o—e 27 - f(—w)
F(w) = R(w) — j X (w) wobei: (f(t) re- R(w)= f f(t) - cos(wt) dt f f(t) - sin(wt) dt
elll)

f(t) gerade: X (w) verschwindet, f(t) ungerade: R(w) verschwindet

f sei stiickweise stetig 2 (f(t7) + f(t7)) = 5= [ F(w)el*'dt
Jede reelle f(t) ldsst sich aus Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion beschreiben:
f() = fe(t) + fo(t) mit fe( ) = l[f( )+ f(=1)] fo( ) = l[f(t) — f(=1)]
Also: =2 f fe(t) cos(wt) dt =2 f fo(t) sin(wt) dt
Und: fe(t)y=1 fR )eos(wt)dw  fo(t) =1 fX ) sin(wt) dw
0

Bei kausalen Funktionen gilt:

fA)=0fallst <0 fo(t) = folt) =1 f(2) =2 [ R(w)cos(wt)dt = 2 [ X(w)sin(wt) dt
0 0
Spektraldichte / Spektraldarstellung | F'(w) KEINE absoluten Werte fiir Amplitude & Phase
Amplitudendichte |F(w)] f reell — |F(w)| symetrisch zur Ordinatenachse
Phasendichte arg(F(w)) f reell — arg(F(w)) punktsymetrisch zum Ursprung
Kosinusamplitudendichte R(w) f reell - R(w) gerade
Sinusamplitudendichte X (w) f reell — X (w) ungerade
— 1 Dampf
Amplitudengang Alw) = |H(w)| — JHw) Hw) < ampiung
> 1 Verstarkung
1 1

Dé&mpfs —— ==

dmpfung AW | Hw)
Phasenverschiebung P(w) = arg(H(w)) = arctan(%((j)))))
Systemantwort H(w) = A(w) - %)

5.1 Symmetrie

Es gelten die gleichen Symmetrien wie bei der Fourierreihe.
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5.2 [Eigenschaften

Linearitat

a-fit)+p-glt)o—ea-Fw)+5-Gw)

Zeitumkehrung (Spiegelung an der Y-Achse)

f(=t)o—e F(—w) = F*(w)

Ahnlichkeit / Zeitskalierung

f(at) o—e |a\

(¢) acR\{0}
)

F(aw) e—o f(L

Verschiebung im Zeitbereich

f(t£ty) o—e F(w)etiwto

Verschiebung im Frequenzbereich (Modulationstheorem)

F(t)e*i0t o—e F(w F w)

Ableitung im Zeitbereich

" f(t)

gm0 ® (jw)"F(w)

(n S NO)

Integration im Zeitbereich

f‘ f(r)dr o—e £ 4 P(0)7(w)

Ableitung im Frequenzbereich tf(t ) J" 6515:)
Faltung im Zeitbereich f(t) f f(r)g(t — 7)dr o—e F(w) - G(w)
Faltung im Frequenzbereich f(t)-g(t) o—e = F(w) * G(w)

Vertauschungssatz (Dualitét)

) -
f(t)o—e

F(w)
F(t) o—e 2m - f(—

w)

Modulation cos(at) - f(t)o—e 1 [F(w—a) + F(w + a)]
sin(at) f(t)o—e % - [F(w —a) — F(w+ a)]

Parseval’s Theorem f f(t) -+ f F(w w)dw

Bessel’s Theorem f | f(t)2dt = 5= f |F(w)|?dw

Anfangswerte f(0) =5 f F(w)dw = f f(t)dt

oo lange Folge von d-Impulsen S Ot —n-tg)o—e > %”6( %—:)

5.3 Beispiele

Rechteckimpuls r7 der Breite 27" rp o—e %
Signum-Funktion % o—e —j-sgn(w) sgn(t)o—e J%
5.4 Hilbertransformation
Fourier-Transformierte: F(w) =R(w) +jI(w) = TTJ i %jf(“)du
Hilbert-Transformationspaar: | R(w) = 1 3(1)Ld (Realteil)
—00

Jw)=-% [ z:t(_ulz du (Imaginérteil)
Hilbert-Transformation H: H(f(t)) = % f {E‘L) du = f(t) %
Analytisches Signal: sp(t)y=—-1 [ St’_(:i) du (Realteil)

— 00
sit)y=2% [ gﬁ(z) du (Imaginérteil)

Die Hilbert-Transformation eines Signals s(t) ist gegeben durch die Faltung s(t) * % mit

L o—e — jsgn(w).

Durch die Hilbert-Transformation lisst es sich einfach die Fourier-Transformierte berechnen, wenn der Realteil oder der

Imaginérteil gegeben ist.
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6 Abtasttheorem, diskrete Fouriertransformation

Abtasten einer Folénktion mit idealem Abtaster mit Abtastintervall At.
f@)-0ac(t) = > At- f(kA?)-5(t — kAt)
k=—oc0

Periodisieren o—e  Abstasten

Abtasten o—e Periodisieren

6.1 Abtasttheoreme

o0

Kardinalreihe: S(w)= > S(k%)- sin(wl—km) st S(k%) =2Tcy,

wT—km
k=—o00

Abtasttheorem fiir die Frequenz: Fiir ein Signal von endlicher Dauer 27T ist die Fouriertransformierte durch ihre Ab-
tastwerte an den Stellen k% vollstéindig bestimmt.

Abtasttheorem von Shannon: Ist ein Signal bandbegrenzt mit Grenzfrequenz wy, so lésst sich das Signal an Hand der
Abtastwerte zu den Zeitpunkten k- vollstéindig rekonstruieren.
9

6.2 diskrete Fouriertransformation

1 N-1

~ —ikn2%

Ck:N. E yn.e]"N
n=0

mit N Abtastpunkten
- Die DFT liefert nur % unabhéngige Koeffizienten, da ¢ und ¢’ konjugiert komplex sind.
- Die Abtastfrequenz muss mindestens doppelt so gross sein, wie die zu beobachtende Frequenz.

6.3 Alias-Effekt

Ist die Abtastfrequenz zu klein, konnen die Frequenzen nicht mehr sauber getrennt werden, der sogenannte Alias-Effekt tritt
auf: die Anteile aller Frequenzen werden der jeweils betragsmiissig kleinsten passenden Frequenz zugeordnet.

2,1,2
'\ Abtastfrequenz: 24 00
"M 0,2,0,3, ‘ ) R
Frequenz: 8 Summeneigenschaft: ¢y = > chyrmn
J 0,3(2malrum) | frequenz: 16 m=—o00
Frequenz: -8
1,2,1
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7 Laplace-Transformation

o0
F(s) = /f(t)e‘“dt s=0+jw
0
° Definitionsbereich nur fiir kausale Systeme ¢ > 0
° Wachstum kleiner als der von eienr Exponentialfunktion
° Gegeniiber jw bei der Fourier-Transformation ist bei der Laplace-Transformation s verallgemeinert zu s =

o+ jw. Das bedeutet, dass die Fourier-Transformierte F'(jw) durch die Laplace-Transformation F'(s) ausgedriickt

werden kann.

o0 =0 — Amplitude bleibt konstant
o >0 — explodiert die Amplitude fiir 0 < t — oo

° mit

0 <0 — klingt die Amplidute fiir0 < ¢ — oo auf 0 ab

7.1 Eigenschaften der Laplace-Transformation

Linearitét a-f(t)+B-g(t)o—ea-F(s)+ 3-G(s)
Ahnlichkeit / Streckung flat)o—eL1F () 0<aeR
Faltung im Zeitbereich ft)xg(t) = ff(T)g(t —71)dr o—e F(s) - G(s)

‘ c+joo
Faltung im Frequenzbereich f(@) g % f F(§G(s—&)d¢

c—joo

Ableitung im Zeitbereich agsft) o—e sF(s)— f(0T)
Ableitungen im Zeitbereich % o—e s"F(s) —s"LF(0T) — s”_Q%T) - = 80%
Multiplikation mit ¢ t-f(t)o—e %S(S)
Ableitung im Frequenzbereich (=)™ f(t) o—e %

Verschiebung im Zeitbereich nach rechts

f(t —tg) o—e F(s)etos

Verschiebung im Zeitbereich nach links

f(t+to) o—eelos - [F(s) - ?f(t) cedi]

Verschiebung im Frequenzbereich (Ddmpfungssatz)

f(t)eTot o—e F(s+ a)

Integration (Sprungantwort)

jf(T)dTO—O
0

F(s)

S

Anfangswert

lim; o+ f() = lims— oo sF(s), wenn lim; .o f(¢) existiert.

Endwert

limy oo f(t) = limg—0 sF(s), wenn lim; . f(t) existiert.

7.2 Laplace-Tabelle

o (t) o—e s
o(t)-t o—e %
o(t)-t? o—e 2
o(t)-t" o—e M
o(t) e o—e L
o(t)-t-e* o—e (s—la)2

o(t)-t2-e*  o—e
o(t)-th-e*t o—e
o (t)-sin(wt) o—e
o (t)-cos(wt) o—e
d(t) o—e
d(t—a) o—e
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7.3 Riicktransformation

7.3.1 Vorgehen

1. Kiirzen oder vereinfachen 3. Riicktransformation mittels Laplace-
Tabelle
2. Partialbruchzerlegung falls notig 4. h(t) nicht <0

7.3.2 Residuensatz

Beispiel:
F(‘S):m? (0<O{,6€R,Oé7éﬁ)
Joo k
f6) =555 | Fls)erlds = 32 Res(F(si)e™")
—joo i=
=limg o ((s + @) F(s)et) + lims,_g((s + B)F(s)e")
e~ ot e—ﬁt _ e—atie—ﬁt
= B—a + a—pB B—a

7.4 Losung linearer Differentialgleichungen

Ubertragungsfunktion | G(s) = p(ls)
g(t) o—o G(s)
Frequenzgang G(jw) = H(w) f(t) ——P — y(t)
Impulsantwort ys(t) = g(t) = yo(t) o—o G(s) = p(ls) =Ys(s) E E
Sprungwantwort Yo (t) = Oftg(u)du o—e @ = #(S) =Y5(s) F(s) —| G = % — F(s) %
Eigenschwingung %
#ussere Erregung i((;))
stationérer Zustand = ungedédmpfte Eigenschwingung
Beispiel: ¥ + 8y’ + 25y = ot - sin(2t) mit y(0) = 2,¢'(0) = —1
sin(2t) o—e 2
= Y(s)(s> +8s+25) =25 + 15+ 2
SYe) - ek © e ¢ e o+ ot
—_— —— —_—

Eigenschwinung durch Anfangszustand stationdrer Zustand Eigenschwinung durch Einschalten

7.4.1 Eigenschwingungen

Aus der Eigenschwingung konnen die Nullstellen des charakteristischen Polynom p(s) direkt abgelesen werden.
Beispiel:

1 1 2 o1, . o
y(t) = se~"sin(3t) — Ze 2 cos(2t) = ie*tz—j gefzti(ez‘]t + e 2t

NS=EW=—1+£3j NS=EW=-2+£2j
Damit ist das char. Polynom p(s) = (s — NS1)(s — NSs)...(s — NS,)

(e3jt _ 673,jt) o

Der stationzre Zustand ist lim y(t) = —&
t—00 p(0)

Braun & Co, Jiirg & Co, Hannes, Kérner, Gwerder, Niedermann 9. September 2013
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7.5 Eigenschwinung

y(t o—e

spezielle Anfangswerte bei einem System ohne dussere Einfliisse: y'(t) o—e — 0

y(0) =0,4'(0)=0,...,y""2 =0,y""1) =1

in diesem Fall wird h(s) =1 ") I (n—1)
yM o—e —s" " yp — -~y

8 Diverses

8.1 Partialbruchzerlegung

2190 149 Nenner faktorisieren mit
fla) = 00 = 234422~ 112-30 = (2+2)(22+22—15) = (242)(2+5)(z—3)
x° 442 — 11z — 30 Hornerschema, Binom, etc.
Ansatz:
fa) = 2?4200z +149 A N B N C  Al@+2)(x+5)+ Bz —3)(z+5)+ Clz —3)(z+2)
a3 4422 —112-30 -3 z+2 x+5 (x —=3)(z+2)(x+5)

Gleichungssystem aufstellen mit beliebigen x;-Werten (am Besten Polstellen oder 0,1,-1 wéhlen):

21=3: —9+604+149=A4-5-8 = A=5
Zg=—-2: —4—40+149 = B(-5)-3 = B=-7 = f(x)=
r3=—5: —25—100+ 149 = C(—8)(-3) = C =1

5_7+1
r—3 x+4+2 x+5

weitere Ansétze fiir andere Typen von Termen:

S5x2 —37Tx+54 A B C A(r —3)%2 + Bz(z —3) +Cx
f(x):3—2:7+ + 5 = ( ) (2 )
x3 — 622 + 9z x -3 (z-—3) z(x —3)

1,5 A B C Az -2+ Bx—-2)+C
fla) = skl _ n _+ _A@=2"+Bx-2)+
23 —62x2+ 122 -8 -2 (z-—2) (x —2)3 (x—2)3
f) = | A Bx+C A2 +4x +6) + (Bx+ C)(z —2)
342022012 2-2 2244x+6 (z — 2)(22 + 42 + 6)

Variante mit Koeffizientenvergleich:
1 A Bs+C
F = — @ = - =
() s(s2+6s+13) s + s2+4+6s+13
1= A(s* +6s+13) + s(Bs + C) s2:A+B=0
9 s1:6A+C=0
=1=134;(A+ B)=0;(C+64)=0
1 1 6
A:—’B:——' = ——
= 13’ 13’0 13

8.2 Hornerschema

- Pfeile = Multiplikation Beispiel:
- Zahlen pro Spalte werden addiert f(x) =23 —67x — 126
ay -1 ;2 oy g 1 0 —067 —126
Xy i!;n 1%1 b)fn—le 2 bl‘i:l bB;Vl X =2 -2 4 +126
Ty
b,y b,_, b, 5 e by Jxq) 1 2 —63 0=/(—-2)

T 1
b, by bo

= f(z) = (z —21)(baz® + b1z + by) = (z +2)(2% — 22 — 63)

x1 = Nullstelle (muss erraten werden!!)
oberste Zeile = zu zerlegendes Polynom
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9 Riisa Tricks und Merksiatze

e H(s) = UTF = Laplace-Transformierte der Impulsantwort (ys(t))

e H(jw) = Frequenzgang = UTF auf imaginéirer Achse (jw fiir s einsetzen)

* Yo(t) = [ ys(u)du

0

ja+b

a2+b2

_ 1
- a2+b2

Dirac-Funktion: s(t)d(t — tg) = s(t0)d(t — to)

Frequenz aber anderer Amplitude und Phase (L{e’“!} = H(w) - e/*?)

Antwort eines LTI-Systems auf eine harmonisches Schwingung mit Frequenz w = harmonische Schwingung mit gleicher

H(w) = komplexwertige Funktion der Frequenz w, die fiir jede Frequenz w die Anderung von Amplitude und Phase

durch das System speichert = Frequenzgang = Antwort auf harmonische Schwingung beliebiger Frequenz

9.1 Dreiecksformeln

Cosinussatz
A=a’>+bv>—-2-a-b-cosy
Sinussatz
a )
sina  sinf siny s
Pythagoras beim Sinus e (Y
i 2 2 sin(b)
sin“(b) 4+ cos“(b) =1 tan(b) =
(8) + cos?(b) )= S
sin § = = Goaenlathete tan f = § — Sglatias
— C nkatvtnete
cos 3 = g = % COtB ~ b~ Gegenkathete
9.2 Funktionswerte fiir Winkelargumente
deg | rad|| sin | cos | tan || deg | rad sin cos deg | rad sin cos deg | rad sin cos
0° |0 0 1 0 90 ° 5 1 0 180° | « 0 -1 270° 37” -1 0
o | m 1 V3 V3 o | 2m V3 1 o | Im 1 V3 ° | Bm V3 |1
301§ |2 |9 |5 |[120 % 3 | 2 210 | & —3 |~ | [300° ] % —% |2
o 2 2 o | 3 2 2 < | 5 2 2 o | 7 2 2
s s [ ([ [y [ f [ [ [5 | 2| f|[ss % | 4|7
° V3 1 °| 5 1 V3 o | 4 V3 1 o | 11 1 V3
60" 5 | ¥ |35 | V3]0 T |3 S I i B il MR B A M | - s

9.3 Periodizitit

cos(a + k - 2m) = cos(a)

9.4 Quadrantenbeziehungen

sin(—a) = —sin(a)
sin(m — a) = sin(a)
sin(m + a) = —sin(a)

sin(a + k - 2m) = sin(a) (keZz)

sin (3 — a) =sin (% 4 a) = cos(a)

cos(—a) = cos(a)

cos(m — a) = — cos(a)
cos(m + a) = — cos(a) .
cos (3 —a) = —cos (5 +a) =sin(a)
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9.6 Additionstheoreme

sin(a &+ b) = sin(a) - cos(b) = cos(a) - sin(b)
cos(a+b) = cots(a)( ~)cisib) q(:b)sin(a) - sin(b)
tan(a £b) = 1 F tan(a) - tan(b)

9.8 Produkte
sin(a) sin(b) = 1 (cos(a — b) — cos(a + b))
cos(a) cos(b) = % (cos(a — b) + cos(a + b))

sin(a) cos(b) = g(sin(a —b) +sin(a + b))

9.9 Euler-Formeln

sin(e) = (¢ —79)  cosla) =3 (e
e" IV = % . 1Y = ¢ . (cos(y) + j sin(y))
ej‘n' — e_jﬂ— = —1

10 Integralrechnung

Partielle Integration: [ u(z)v

10.1 Einige wichtige Integrale

"(z)dx = u(x)v(z) —

9.7 Doppel- und Halbwinkel

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin*(a)
a) __ 1l4cos(a .2 (@Y _ 1—cos(a

cos® (§) = % S (5) = %

9.10 Summe und Differenz

sin(a) + sin(®) = 2 - sin (%22) - cos (252)

sin(a) — sin(b) = 2 - sin (aQb . cos (a;b)

cos(a) + cos(b) = 2. cos (452) -cos (52)

cos(a) — cos(h) = 2-sin (42) -sin (352)
sin(a £ b)

tan(a) & tan(b) = 220 )

JjT + e—jz)

[ (z)v(z)dx

[ sin(x)dz = — cos(x) [sin(a + ba)dz = —3 cos(a + bx)

[sin®(z)dx = —1 sin(2z) + £ [ e *esin(by + d)dx = 2+b2 5 (asin(bz 4 d) — beos(bx + d))
J cos(z)dx = sin(x) [ cos(a + bx)dz = § sin(a + bx)

[ cos?(z)dx = }sin(2z) + % [ e**¢ cos(bx + d)da = 2+b2 5 (acos(bx + d) + bsin(bz + d))
[ etdx = e” [e*dr = Leaw

[ze*®dr = Le*(ax — 1)

z? _ 2z
a

a2

2

fx2ea:rdx — 0% ( + 2

)

Jame dx = Lynear _ n Jante* dx
a a

11 Differentialrechnung

11.1 Einige wichtige Differentiale

Funktion Ableitung || Funktion | Ableitung
C (Konstante) | 0 x 1

" ne" 1 % — ?12

VT 2\1/5 e’ e’

b beb® a® a® In(a)
In(x) 1 sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z) In[f(z)] ";./((;))
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11.2 Einige unbestimmte Integraleg;g74

[dz=2+C

Jatde =20 + O, zeRY, aeR\{~1}

%W&&H_i&_Lqu x#0

%ma&&HmaLvQ

Jatde = & + C, aeRT\{1}

[sinazdx = —cosz + C

[ cosxdr =sinz + C

dz_ — _cotx + C, x # kn mit keZ

sin® x

=tanz + C, v # 5 + kr mitkeZ

OOmw

[ sinhadx = coshz + C

[ coshadx = sinhz + C

[ % = —cotha+C, x#0

=tanhz + C

% ovam

222 = injar +6/+C, a# 0,04t

[ et = Gparctan §x 4+ C, a #0, b#0

| o =gl |2 1 C aF0 bA0 2t ot -t

JVa2x? +bde = §v/a?ax? 4+ b2 + WEA@&.T a?x2 +02)+C, a#0, b#£0 JVa2a? —b2de = $v/a%x? — b2 - MF?&.T a?x? — @NT.Q“ a#0,b#0,a%z% > b2
Ik @wlmmaw&aﬂw,\@mlmm&m._.%gOmE Cr+C,a#0, b#0, a2? < b? %%HWHBSH.T a2z +b02)+C, a#0, b#0
%%HW~579&+<QMHN|®N7+QQ@wmo“wwmou a’z? > b? .\,%HW@%Q&E@RITO@@*P@*O“ a’z? < b?

Die Integrale [ 4, [v/Xdz, %

die Umformung X = a(z+ 2)2+ ? - \V und die Substitution t = 2+ 2 in die
oberen 4 Zeilen transformiert.

mit X = ax? +2bx +c¢, a # 0 werden durch

\%HW_EN_Iw “@wmo X = az? + 2bx +c

[sin®azdr = %2 — L -sin2ax +C, a #0 Jcos? axdr = % + - -sin2ax+ C, a #0

[ sin™ axdx = I% + =1 [sin"~ 2 axdx, neN, a # 0 [ cos™ axdx = SM:ME + =1 [cos" "2 axdz, neN, a #0
mmmMaH::_gs T.Q a#0, x# k> mit keZ oomﬂaﬂ:z?ms T.Q a#0, x# 5=+ k% mit keZ

[tanazdr = —LIn|cosaz|+ C, a # 0, © # £ + kZmit keZ J cot axdx = wgimwwmigﬂﬁu a#0, xz# kTmitkeZ

[ 2™ sinazdr = Iaﬂ cosax + 2 [2" ! cosaxdr, neN, a #0 [ 2™ cosaxdr = T~ sinax — 2 2 [x" !sinaxdx, neN, a #0

[anedy = Lameww — 2 [gn~1eadz, neN, a #0 [ e*® sinbxdr = pm+% (asinbx —bcosbx) +C, a #0, b#0

[ e** cosbrdr = mm.a,w% (acosbx + bsinbx) +C, a#0, b#0

JInzdzr = z(lnz — 1) + C, zeRT

[ mwdr = 2o+ Ding — 1] + C, zeR*, acR\{-1}
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