Definitionsbereich
Keifische Terme.: Worzedn, Broche , Winkelfonktionen
Notokion : D() =5 (xy) el x+y % 03 ,A'— und, V"= oder
Bep: flxy)= y* e¥ = DB ={txy)eR*| y 203
[ =[5+ v 4 = Y-S (xy)eR7] X+ y" 203
fixy) = ,](xz-/t)(ﬂ—y‘) ='7D{H={(x\y)elkzllxl >4, 1y1<3 Vixl<d,lyba}
fry) = ovcslv\(y-x)=7[){f)={(x‘y)emzl-45y—xé_:ﬂ

Niheruwﬂswer-\— owm Funldbensypert

' A. Tongentialebene in benachbarten Ponkt  bilden
2. M&h&ruwaspumk-l-e einsetzen :
Bep. : f{xy) = (xPay?)-€7; TETE= x 2y ~1
Naheruﬂﬁswer‘l' . (0,210, '5): z=--0242:0]3-1= 0.6 => Ricktungswert = 0.6

Tangentialebene paralbll zur xy-Ebene
TE poralell 2y xy-Ebene => §x=0 ; §y =0

Wertebeceich

* Aoflosen der Funktion fxy)=c
1. Alssen des Tumk¥ion nach x ond y
7. Problemetellen betrachten  Olme. O

65? . S(x\y)= 74.31‘7 => ),L")o und 62‘7 >0 => m(f)=]0,_°‘;[

e Mt
§QX.7)= [ k2t y'= 1 => Wurzel nor = =2 w(f)= [0, oo
A

5()&‘7) =06 - x2- ¥° =» Worzel nur + aber unter Brochgtrich:
w(f)=[F. o=l S
:\-(x‘y) =arcs'm(\/- x) = arcsin liefert immer Werte Zwischen =3 Umd—[
- s
NCHE
:\-b&\y) =GFCC°5(Y-X)=7(MCCOS liefert immer Werte Zuwischen 0 und T
NONE
o Substibokion der Variabeln durch Polac koordinaten :
1. Sobskdohon: x =[rcost@)] [y =r aml@)],[r=Dy?,
2. Umformen dass nur 4 Winkelfunktion vorhawnden
ESP.: ‘f(x IY)=%: =2
= =[5 %]

r2= x5y’

recosld)sml) _ oo g gin(y) = 4 sin’(4),

-4....1

Morma\on yvelctor

Dec Normolenveldor stent  senkiecht avp der Tomgentiolebene

(A 0 fe| Bsp i Sodtefiacke z-flxy) =x-y wird aw Rickdung
=0 |x =

£ )+(8)-6)

—_

r -fy 4] beskolly, Schokteugrenze aof Fliche: ?

5=(3)
1 Normolenvektor steht Seakrecht av} T=>n-3 =0

A O AT o -
N A R

farometerdon 5+r.|.luy|j : (P; ':E :ﬂﬂ

(y" m}
zZey'x
Grodient

9tod § ( §x, ) Giosste: Steigony ;= grad f = (-f,-fy )~ Jrosstes Gefalle

e dex Giradient istein 2~ dimensionaler Vektor w oler Xy-Ebenef. .
+ dex Grrodient steht immer Senkreckt auvf der Tongente. der Niveaulinie,

. _ 2 2
Bep. f(_»ny)-2+x * 2 (%o, ¥0)=(1,2) ; grod §=(§e(%o,¥e), fy (xeryo) = @)
* Die L"""ﬂ‘ des Gradienten gibt die Steigung/das Gefalle an '

| grodd ] = {tua s
Bse.: grod £ - (2.4) => lyvod | - [T+ 47 <4 S

o (ot die Funktion in X-RicHuma ond foder Y- Richtvng  periodisch 2
Bep @ periodisch in X-Richtung : coslx)+ y1| y - Richbong : 'cos(y)\‘-xz
y-und x - Ricktung: cos(y): cos(v) | x2ey e RA
o (st die Funkdion Symmetrisch ? )
Bep.: Symmetrisch zor X-Achse ! Flxy)=§(%,-v): Xz' Y
Symmetnsch zor Y-Achse ! Flxy)= 5(_)(’ ¥)x Y
Qymmetrach zor Winkelholbierenden : F(x.y) = f(-x,-y): X* y?
o keeizgleichung: r2= x2y?(keeis wik MPaw Ursprong vnd Rodivsr )

y Quadratisch
r::()('o\)z+(y-b)‘- 4\,@‘ (Er.\,lanze,n )
A x

Kich‘l’uwsso\bldhnﬂw [/ Einhelts ve ktor

Die Richtungsaboleitng ist die Ableitung einer Funktion in einer bestimmten Riold'uvnal_
Die. Richiung myss normiest (Lange 4) mit dem Gradierten Skalar yerrechnet werden

lst die Richivng mit cinem Winkel gegeben, fo‘j’r: T= (glolﬂs((:;)
0 0 |EA° T38| % us”| Togo| S5 =76 L2 90
Sin [ o |82 Z = T (=T y
Ax =
Bsp.: f(xiy)= Zex*+ % (Xe ¥)=(12); qrad §-(2.4) Richtong ¥ - (4,2)
=5 fr = gradf(xo, yo) 7 (i Linge 4) = (1).<1/‘E‘) e
= Walarprodokh ARSI =
f(x\y)= [x‘-r\/‘, (x°‘y°)=(EL|I3))' R;d,d_una ":‘ - 420’,‘ arﬂ(‘lf . (_% ’ %)
- cos(120”, a2 . . . oo
o fr wgelbo (RS ) ) S o - 2T

——  Ckala- pfdd‘ukf

Rotationsflachen z _{")/‘M‘/) Stetig:
. agae_hen .z = 9(x) oder Z-= vy L ary Eine Fumktion st S*L‘H:‘

Wenn wan ohne den Stif+
abzoheben, deren Glmph
zeichnen fonn.

. 3zsucl-\+: Fixv) Jj rotiert ym 2

=7 flxwy) = 9(Ix+v*) ’

Richtvngsvektor der Ri chtyngs ableituny

Ein K'\d/\\'\)nﬂsw,ldor hot lmmer die gleiche % - und Y- Richitung wie bei der
Richfuuasa.\u\aﬂ'uv\ﬂ omd als z-wert das Ergebnis der Rich*vwasm\v\d*'w\ﬂ.

Bep.: j'(x.y)=-’-‘zj+xy ; Ricktong 7 (13,1) an der Stelle (4.2); 3mo(f: (3,1)
3

S A . . . E
}\" - 3 -\‘:=n. A T =10 K.o'/d‘unangk’ror " a (7
i A0

Differenzierboc *

Eine Tomlckion ist differenzierbar

Wean sie Stebig istond keine

knicke avfweist

Probleme. : Betrag, Worzeln,
Stickweise Fonldionen

Bup: 0= Sinlx) 2 §lruy )= SinG757)
OE T 57§y SR

A+ xZ+y*

Poctielle Ableitungen |

For) 55 5 2E <8y bep: flxd=xzy =o dx = 3x® fy = by
Flxy)= 2x® - sin(2y) =2 fx =bx" sinlzy) ; .]cy= 2x% 2 cos(2y)=b-x3cos2y)
fackielle Abletungen an der Stelle (a,b):

1z
o Zoersht (F,, vnel JEY ausrechnen , anschliess end Punkt (a,b) o ‘
einsetzen | Resolted sollte eine Zahl geben ! 205
Xo Yo

fartielle Ablcf+umagn Geometigeh:

Tav\g;v‘ ‘e am Fl;ah:npunk+ ( Xo, Ya) " X- R‘ICM’WIS

fx(Xo.Ya)! Steigung der
Yo) n Y-R;c"ﬂ‘uma

Tofoles Differential « ;

Dus. Bffecential dec Fonkion F an des Stelle (%6, ¥o) lickect Jor Wleine. Anderunges
ax wnd Ay eine gute Waheryn fir die totsachliche Andervny des Fonkchonswestes,

AJ= ot dw, vordy)-Jlxe, %) = o §(xen dxdy) =F, (0,%) derdy(xe, v )-dy
Bbp.f ”ahuuwasmer'l' vonf(&y):exz_ylbel' f(z,os \- 4.‘3&)
Sx(xa.Y-) -dx = §2(2-2) 0.03= 4-003 = 0,42
5x(xa.>'.) -dx = §y(2,-2)-0.02=4-0.027008
Sxltan) = $lz-2)=4 4 fo=Arotevooszdz

Kettenregel :
Vesketrete Fonlcionen missen von aussen noch innen abgeleitet werden l

Bsp:  alt)= F (x(e),y(e))  ges.: Ableitong nacht
PICE F (e, vw)-x(8)+ y (x(8),¥(£))- Y (¢)

§y(¥o,Ye): Steiqung der Tangente am Flachen ponkt ( %o,
fx =0 : Tangente ist horizontal | §y =0 :To.mﬂenh ist yertikal

£ < 0 :Flache inx-Richkun, dofellend; £, > 0:Flache i - Richbuny Steigenct
§,¢0 :Flache in y-Rickiumy abfallend; fy> 0:Flache in y-Richbony steiqendl

|mpliziertes  Ditkerenzieren :

Beim Ableiten elner implizierten Gleichong Fluy)=0in dew Vosiobeln x vnd Yy
foch x erha&lr mon v (x) wit der o.lnweinen kd‘\-enre;ol w oler Form :

vy Fxlx, vtx))
Y(X) F)’(xl Y(X)) xz Y! , )
Bsf. . Berechne Tangui‘ensfeigund der E“lpse 10tz - 41 , . Fomlct (b.‘\') .
2

2
Y .
Flxy)- Ioo 21,
Fx(x,y)=




Hohere—portiziie Ableitungen

Die partielle Ablg.'-}uwa der parkicllen Abletvng bezeimet man als zweite porticlle Ableitung.
Durch mide,rh?Hes Ditferenzieren erhalt mon Sogenannte par+'.cllc Able'\{-unacv. hoherer
Oro\vwvu‘s). Wicd nach x und nach y o\i-{:{:uenz.‘gr}l heisst oiese Abl;i+rm3 owch
gemischte fartielle Ableitung .

Bsp_i 5(!‘y)= X’ayz ;fx = Zx,’ }7=Z)'/'J:XX =2/ \7[7)’:2;3(”:0

Satz von Schwarz

Gemsachte Ala\f,'rhmaen haherer Ordnuno einer funktion 'f(x,y} Sind um dec
Rehenfolae des Differenziationsvariobeln vnabhingiq, falls sie Stefig sindd,
\{xy = J(‘yx ; §XX7 =chyx = Jtlyxx

Bep.: Jlxy)e xb.sintv) ¥ cosly) s sin (xS T sinm)

gess ;fxxxxyxxxx = erxxxxxxxx

ist vnd anschliessend 3mal nach x

da §, (x.y) ctwas mit x*-. ...
Y .h:{y = -Fﬂ =-Fy7:I

abgeleitet wird, Fol;;f‘ =7 thxxx yxxxx = O

Hc"ase, - Modeix
) Determinante :

.‘fyx(XIY) Jtyy(x-Y) Dlxv) = bxx .fy)’_'{xyz

H(x.y):(‘f”(x‘” chy (x.v)
Extremwerte *

fx(xo,‘/a)’ ©

Notwendige Bedingumgen fir einen Extremwert : S~ Bylear) o

5;«()&,,)’.):0 undk fy(xu.)'.)=0 => 3\'&15’ (x0,%) = (0.0)

Hinveichende Bedingumgen for eiven Extremwert :

. 3rmd&(¥,,7.) =(0,0)) lokoles Minwuwm wewn : {:xx (Xo, Ya) >0
% [okates Maxlmum  wenn : fxx(xo.yl’)‘( 0

* Dxe, %) 7 0
Sw\--\-e,\funk‘\"'-

e Dlxe, W) €O —>  Sakttelponict?

D=0!:

Ist die Determinante O so wwss vow Womdk yntersucht werden, ob es
sich yw eln lokales Minimum , Maximom , 5a++dpunk+ odes entrakter

Poalct handelt.
Wichtig ist Den Randbeseich zv Untersuchen |

Extremwerte  Mik Nebcﬂbadingumgem (Lo\g\ro‘v\ﬁc )

MH‘ A Ngbgnbedin;vn;: C’}\ weder Fosﬂ':v noch weda.i'i:)

An Extcemwerten ist der grad § Kollinear zum grod 9. Dos bedevtet
3\-0.0\% = '}\ﬂroﬂ\ )

Wit bilden die neve Fonlckion: L(x,v.X)= Jc("\y) - ')\-(ﬁ\‘l‘-Y)‘C)
Gilei Chumgssyshem Nolsehzen  ond (5sem : QML ()c‘\/,}) =(0,0.0)

=2

=> e~ L 9x ﬁ)gp_: :f(x.y)= Xy, Delombco\'maunn: 3()(\\/):)&7’—4
jy’ -3y 2
qlxy) = ¢ L(X\Y.'X)= Xy—}\'(x+71—1) ) ®
y=2A 2x xt=y? =5 4 E shcemalstellen : [ IZ 7)) [ e
Z:?\,?'ly c=>x__t\r_?_=), z, 2 z, 2
oyl (EE)(£®E)
E‘W\SU\-ZLW IW\&: ®=71©=-4E, ®=-%[@=_/ZL ZI 2 ] zl 2

Mit 7 Nebew bedingungen:
Die Laqrmqg{\uv\k{-ion fﬁrf(x,y. z) ond WB4 = 9(x.y, 1)—'C|m’32= h(x.y,2)-d

Vtmdermondcsr_hc, Matsix (Methocle dler klenstenn F&hlmwdm%—a)
Die Vander wmondesche Mokeix zu gegebenen werken Xqpeee, ¥a vnd zY
geqebenem Grod m besteld ovs Potenzen dicser Weste .

Anzahl C-Weste = Ap spaltey )

Um die Methode dec kleinsten fehler -

quodrate anwenden zp Konnen
bestimmt man die MatrixA ynd die
beiden Veltoren < ond ¥y

2 m
A x4 q" e %4
1 Rz %% )_‘1""

A

4 %n xpt o Xa""

(g‘: y ;/’:. AUS{GLrlichcr Weg :

cC=( : Y =1

Cm Y/ Mt den drei Operanden kamn das GLS hergeleitet werden
T T abec a A& T abec u _ T-
AP\;AY/<dcf>(?_ ?)=AP\/ <def)'((\:))—Ay

T T
GLS i A Ne=A-y
| Schneller Wey bber Bechiss - Tabelle :|

Y

Xg Yk sz Xk'yk X:’ X:'Yk Zr;( ZZX: éxg
A[Xa v [5E X, Ty, K Ko 2K o
4 4 4 4 E‘YA X4 %, -:Y4 : ZX: ZX: zx’ﬁ—”,,
A% Yn (Kl R Ve X KE Vel VP D
~ T

Z n ZXK ZYK ZXK ZxK'Y“ ZX: ZX:'YK A-y . ZYK
Bsp.: Messpunkte « (0,-4) (4.2),(2.4),(3,6) ,(4.9) Zx Ve
Ahsc:\z acaobch :| )’=f(x)= CirX +Co| Gerode ZX:'YK

1 0 -4
A= 1 4 =(Co) ¥V =| 2
1 2 c 4
1.3 4 §
1k 3
Lo 2 T_SAOJT=2°9LST. T
Tabelle : e _\ﬁ* )E: ‘;\/“ AA'(40 vo) A (H = AAc=hy
Az 4 e | = (s 40)_(c., _[20 Sc,+A0c, = 20
4z t g : 40 30/ \Cq 64 &2 40c.,+30¢;1-“‘
1] ¢ A |46 A6 =>
1 =203 &4 Avsrechnen und c - werte in\f—(x)

Bsp.: Messpunkte : (2, 3) (4.0),(0,0) (4,4) (2,2)
Mnsatz gegeben :| Y=Fx)=C, x2+Cq-x+ C,,| Pasabel 2. Grodes

K Yie [Xid ¥V X% Xi')’k *%
- S O A0\ 4T b
Y - - T, -
R ER 1 A T NN S A VAR
:1' 4 a4 Al A a9 ‘> A0 0 34
112 2|4 ol A aLs T T
510 G40 -4'0 @ 34 = AAc=Ay
5 0 410\ [Co b Sco t40c, = 6
D 10 0 | fca|=[-a|&=> [40eq 1____ Aus"ecl’“ﬂ&(\ und
40 © 4/ 1Ce] {24 T0Carsve, 2 ap | ©-werte nfly)

Ausalcir_hStuhhunQ ohne Patrizen

1. DG‘F umu{“kﬁon : 2 bx| +. Berechnen des fasametres O unl b
Y- ax+b ;y=ax+bxre; y=a-e (lasen dec GLS)
2. Becechnen der Fehlerfonkdion S(a.0) | 5. evHl Tberpriofen der Fehler -

S(G-b)=kzn4(“'xk*‘b')‘k)z fonlkion s(ab)

3. Minimieren der Fehler fonktion S(a.b) Sqq >0 ; Sc\q . Sbb_ Sq\: >0
Sq=0; 3b =0

BsP. : Ein Masscpunkd bwea-l' avch wmit Ul:'-ohfSrmigu Geschw. von Becbochtes

wesy. Dec Beob. misst am Anfarg einen Abstond von A00m , nach 55 => 2S50m
ond nagh 40 sek 350m. Schatzen sie den An{-ﬂhaﬁn\bid‘and So und die jcerlN.V.

(1) Set V.t — unbekamnt sind £, vnd vV -> S(se.v)
S (30,v) = (S0 * V0~ 400)" +(So+ V-5-550)* + (So+ V-4D-350)° = O
S.. = Z(5e-400)+ 255 ¥ 5V= 260 1 7( S04 A0r-350) = O
Qy = 40(50 +5y-250)+ 20(50 + 40V - 350)= 0

lavtet : L(*.y.l.l.}*)=f(x.y.z)—l(ﬂ(x.y.z)-c) -Alnlxy.2)-d)
=> Gllc:chvnassys'l'em :

Vorgehen
_1. " Yorgqenen -
fe=k-gxep I: 'Anm\o% 20 oben wit einer Nebenbedingung
c;y =N-ay+ phy Gs l5een Ponkte gincetzen in -f(x,y,z) => git einen Wert

\5’2 = A 314-/4' he — ist Weed Positiv => S+=-IQUV\5 Positiv = Ponktist Mint mos

q(xv.2) =C - it Wert Negaty => Steigong Negahy = fonlcbisr Howimm
h(,XI7|Z) = 0\ . &YOM&‘\‘@( (;L,(F) Cnminiera,
Avsgleichsrechnong

Bei der Methode oler kleingten Fehlerqwdrate. minimiert man die Svmme

der Quadrate det Differenzen  zwischen den Messwerten vy, vad dlen
Funkctionswerte an den Messtellen f(xk) for k=42,..,n:

Tcmﬂe.v\\"\m\&bewe,

Eine Ebene dorch Ponlct (xo, o, f0e, Yo) mit Steigongen §x(x,%) vnd f}'(h,)’u)
heisgt Tﬂngcn+iqlcbem¢_

loordinaten gleichung :
TE: 2 = gx.y) = Flxe o)+ Fx(%e, %) (x = %a) + fy (e, Yo) (y- o)

Parameter gleichung:

X 61 +t ?
£ 7 (] L(a;(x..y.)) / Bl ,_)/
stotzvekdor —~

Ridatungsvektoren

Bsp_ H j(x,y)- xuyzl Stelle (0,4) ,f+o.(,(_o)+z.(y_4). ‘4+2y

a3, a3 (s 7'~ i

=4

=2 2y—2-4=0




Lineare vnd nicht Lineare Apsalelchsrechnung

Die methode der lensten Quadrate Kawn genaw gleich e.'naaseyfza‘-

mues das x enteprechend dem Ansatz yerrechnet
Exponentiell

werden . E\vm
werden

t Messpunite : (0,-3),(4.6).(2.%) w“+|y “flxy)=civc,t 3 |

2 n
¥ v (3) 37w A~ (s “)
A1 A -3 4 -3 AA=113 a4
/l 3 6 3 18 T A0
119 F| M 63 A y= (;a)
3 13 40| 34 *8

. cq + A3:Ca =A0|
13- Cq * I C =78
Winkelfunkiion

+C ,-Cos(x)

mit AT A=Ay (/12"5 ':ﬁ) (C4)= ;Z) =

Bep: Meseponlte: -, 0),(%4.(0 )(gl _;1_), (ﬁ.o),

cos(Xe) Y (COS(XK))Z Conxie) % y
_ y 0 - )
IR
A A 4
2 T
118 L ° Ay={1
S -4 2 3 1
. T 5 -4)fcaN_ /2 _,|5-ci -4 Ca=12
m:’cAT'A A'}’:(-’I 3)((—1)_(/1) - '1'(.: + 3'Lz—'~'4|

Avsrechnen und c - werte ‘m‘f(x)

Mehrdi mensionales  Newhon - verfahren

Mt dem MONV kann wan eine Nollstelle einer yeltorwertigen
Tonlcion § nahc\-unjsmeise berechnen :

ﬁcf)e)oen'- Flxy)= ( ((); y))) ;o fonld (;:)

4) 3 _-(-fll')((xIY) 547(X|)’) )
Sox(xy) (%)

?) 3{ (e, ¥6) besechnen
= _ ($4(%a, %)
3 Iglear) (5%) - (i
4 LGS Jssen,
Xq N Xe * ax
5) (y«) —(Yu + AYJ

6) Nllstellen = SchniHpukte. von £ ond ‘fz

Nicht lineare Ausalt-‘Chsm"—h“‘mﬂ Logacithmen

Bep. : Mescponite : (0.4 ), (12),(3.4)mit [y-f(x.y) =Cq @C-p_.x|
In(y) =£n(c,)+ C, X = E‘_\: + E;'X

=> {osm— thmen !

Xy fo () sz Xi en(Ye) . 3 4)
nes L?z) o O(J A-A=(4 40
4 A n i Zﬂz V)(z
113 én(4)=2£lll(z) ) 6-dn(2) AT~>,: (—;’éﬂ(zp
S 3-n(2) 10 7 inl2)

4_ C.4 3£( — 3;:"‘4’(::: SZn(l)
mit ATA-c = A e {l(- Ao (en"[z) 7 4-(_: +40-C2 = 7u(?)
Ausrec'nmcm und c - werke twj—(x)

Velhorwerkqe  Funkbionen
Unte einer vekdoruertigey Fumketion £ it 7ue; Vociabeln yersteht

Man eine Abb:'laluwg, die J'eale.m Zahlenpaar (x.y) genav einen Veletor (\‘/4)

Zyordnet : (X.Y) — (3) ={;Z((:"z;)=f("'y)

Eine. veltorwertige Fonktion J’ hot an der Stelle (X, Vo) eine Dullstelle
,falls beide Komponenten doct eine Nillstelle haben,

Groadientenvecfaheen :

Mt dewm Gradientenvefahren Lann wian ein Mivimon einer Fonktion f
in mehreren ladabeln pahecyngeweise berechnen:
4. Finde einen 355,'3"&5” Shactwert (;(v“;;)

2. Berechne Dahcrunﬂsmcrfc: (i; ,\74),(2,,?1),
-yorschuft @ ~ ~
(g{m) : (lk)'*' qrad (R, %), k= 42 ...

Y+ w

Holbiere, doles avsachend von 424 olen Pamuneter tin jedem Scucitt So lan 9e bis:
a“(?w i) < H(%e )
f(x v) X2+ 257, Stackwrtor (52)=(3) ; qrodlf - (3})
ah ) (43) f(-1.-3)= =49 f(1,4) - 33,
(3) f(o. -4) 2 f(1,4)-37
S)(3); 30, 9)- ,f(o, )- 2y
(6) A

s {0,

mit der Tterations

0A) - 2\

Jocobs ~ Matrix :
Unter der Ableitung einer yektoruertigen Funktion ;f vessteht man die von

xvnd y ahh”mﬂlqc Jacebi - Matrix : Jocobi-Mokaix  Inversieren :
Fx fa o b (‘f“‘ -f4>') (4 0)
y=(fr Fy) ST E e (
J( v) (fZ:X JZ.Y J J c 0{) fox fzy 01
L;wird avs 2 gl avfsestellk: =) “‘Jtﬂ + b'fzx = J% +d- (sz =0 ‘
= 2R
f7 3> a‘fw*b‘fzﬁo , C'J:"Y*A‘Jcﬁ:'\
2 1 Zatrdbed| _ |b--% y
[’)sp.-' J- (3, cf.)— 4o v4b =01 & la- & -1 % °F
Z2c + %= 0 d=- % =J - -2 2
{c+ 4d= 4|£=> c=-% s ¢

farameterdarstellon 19
Eine Elache F m 3D-Roum Kowmn durch eive Ubldoruzrhqe Fonlchon X zwe:
Pacameder w und v beschrieben werden : X : R — R () — x(0v)= (;i: \‘g)
Halt man ejnen farameter konstant, wird elne Gitter - oder 2(Uwv)
farametes ine bescarieben,

%y (V)
¢ Tangentiolvestor xv-(Y,,(u. \/))

xylu,v)
* Tangentiolveidor x“-(vu(u. \/))
ZAuwv?

Zo(u,v?

Jakob. ~Nakiix  Jylov)= <;: ))’(\‘:)
2, 2,

Fallkunen , Fallinien, Feldlinien

Die Korven avt, Flache = = ${xy) im Raow, welcke sieds in Richtomg cles Stellsren

Gelalles avf der Flacke verlavfen, heissen Follrven . Die Projelctionen der
Fallkorven in die x-Ebene heissen Fallinien und sind gerade die Orthogona vy

dex Niveaulinie von f PDie falllinien sind zygleich avch chue Feldlinien des

Or{'hqjoﬂﬂl“’wq\ieﬂ'or;e.n
e Orthgomlﬁu\fck'l'arien der Dweaglinien von § sind (yrven ¥ () wm der
in der Ebene, die alle Niveaglinien von § Gerall rechtuinklly schnejolen.
+ DGl dec Ortagonalirajetorien dex va.ulm‘;n von| § = Fylxy)

( YO o) $x(x.v)
x X,

«DGL  der Niveawlinien yon \f(-\/(x) = e :3 '(x)~3*1

«Am Schlvss nach ¥ Umformen (7 Ty )

BS[Z ! fjua' Fonktion P mit \{'(x y) = —x+Yy?
a) Glandmma g\ DGL der Niveawlinien von f § 4 p
— -x+y=cn=;)(-y<_ )DGL y: ‘f; =-—27=.Z

b) DGL des Or+hqﬁanulﬁaja\{;\v§eh der Niveavlinien von f:
—Y'=- 2y < dy. _ _Zy4=> 4 dy =-2 okx e=> In{ly1)=-2x+C cEeR

dx

€) dic Gleichung der Or%haynalhaazk’ronen der Viveaolinien vow §:
-ly= g ——L -2y <= 5 5oy =- 2-chx e=> n(tyt)= -2xt ¢ ; CER

——’y:



Ab\c;lrume,n

GDnIIOWl&'\'Y'\C
Sin(X 1Y) = Sialx) cos(y) £ Cos(x)sin(¥)
CoNxtY)=cos(x)cos(¥) x Sin(x)cos(y)

eoy . fanl) ttan(y)
+0ﬂ(x -Y) - 4137 tan(x)tanlY)

sin(2x) = 2 sin(x)cos(x)

Cos(2x) = 4= 28in(x) = 2cos*(x) -1
Cosz(?z—{) - A+ COS(X)

mz(z;_) A-cos(x) cos(X)

4 2(_)(_) A- COS(X) _ Sin(x)
an {2 Sin(x)  f+cos(x)
Sin(x)+Sin(¥) = 25m( )co (%5 y)
Su(x)- Sin(¥) = 2sin (5%)cos 55
COS(X)+Cos(Y)= ZC.os )cos

Ccos(X)-Cos(Y)= zsm( )sm( )
[s\n(x+Y)+Sm(x v)]

2l:cos(X v)- Cos(xa—y)]

Sin(x)cos(y) =
Sin(x) sinlY) =

COY(X)COS(Y) = &[cos(xay)+cos(x-v)]

Ksers
MP im
Uesprong: ,
Xy -Ebene.: © xz-Ebene: yi-Eb&r\c'.
rc.os(ce) o
N =[e 43
*(¥)= (r et un) X(¥)= S N)) X(w) (("_r.so\iw)))

Nicht im Ursprung: 4 +v - cos(¥)

(4
x(‘f)=( ) (‘; cs'?nsk‘())) (z +<‘-3$‘\Mkt))

J:( ' J X +Y = (
Rotationsflache :

c(2)
Kowve:  «(2)=\ 3
rotiest um Z-Achse

(z): cos(‘(’))

X(2.9)={r(2) 2inl%)

Z

Rotokion um Z-Achse :
‘Radivs bei X und S\CJC.h‘
-bel x mit cos() mulkiplizieren
sbeiy mit Sin(g) muttiphzieren

Zz

Kogel ©
MP:
fw Urspruma : . y
) 1}) c,os(ll)cog(-u—))) ;_-rq <« 2T
= in L W) cos( ™ T
* (T:s\ﬂzc) Z‘ 2919’&—2—

f(x)= §o=
C 0
X A
O X [0}
x" n-x"
a-x" an-x"’
A A
X X
= e
e” e
a* (n(a)-a%
X%+ X 2x+1
Ln(x) 2
u(x) - V(X) Ux)-V(X)+ O(x) V(%)
ux) (- V(XY - 0(X)- V(%)
V(X) Vi)
a(Fx) g (§x))-§'(x)
SinlX) COS(X)
COs(R) -gin(X)
Yon(X) Monl¥) ; ey
cot(x) ~A-cetx) ; —5'\—:',—(,3
arsin(x) =
arccos(X) \1—4%/;—1
A
()\“C‘\'O\“(X) A*Xz
arccot(x) =T
J 1dx X+C
jx“ dx ::4 rc
] % ox [n(1x1)+C
Je*dx e*+cC
a)(
fax dx In(o) * c
[in(x)dx -cos(x)+C
Jcos(x) dx Sin (x)+C

A

"

\ecrschiedene Figure_n
Ebene :

* Y

- PtU-O, +V: b
=D+ q+v b= Pruwang+V-b,

X(u ) w ~ (p WOV D3
S‘iu*lvddor ?\Monﬂsvddorcv‘

flxy)= sx+tey

Zz

T4 os()) |4 (
xte.2)={ 3] «fF G-t z?fw%)

Grth : z &
vy
X(u\v)={ v )
§“IV) *® Y
M‘l Um X AChg_'
X(%.x)=| © c,osun)
r-sinl¥
Um Y-Achse:
r-coal¥)
XW'YF(r»s)-\:\W)
Um Z-Achse: o
e sinty
Nicht um UTSPW”—?‘-M. o X(%.2) (r sin(¥)

|
)

Nidd twm ()rspwuﬁ
c r_os(‘()cos(ﬂ'))

x(te)-f4)

form Kogelkoordinaten : (r¢,4) , N I Ya: -
HYPG\' boli sches, Po\ro\\)o\o\o\ z

Mit Sattelponict

bey x =0, y=0

Jxy)=xy odes x:y? & Y
v

Niveawlinien _JJ \\L o~ Hyrerbelv\
Si7”

Retadions, Pm‘qbo\o'\d .

Wit Gcheitelpunkt

(0,0,0) =Xy

Syl

IUGOU\IVIILV\

ke

Falllwrve. :
Anch—om& :

) ‘3\‘0&53 pbexechnen
- Y

b b §v

2)\/( ‘?;—&»x

3) Separieren , | Wle\jr'ncrc,w
 nach v avflagen

5) Punlet elnsetzeryy vm
Integroion sleon stante C
70 beredhnen

6) uftelfponlet+(x,, fls)

L OW-F X, - Ebewe

= 2 = 0= ;P(xl\/)
#) welcdhe lawm\rj ergit  Sinn ¢
8) AcHeeffponlet berechnen

w55

axb

Kreiskegel:

Mit Scheitelponkt
0.0,0) i?

&( \Y) \SX "‘)’l y
Holblkugeln :

Mit Scheitelponlct

(0,0,A) ‘

Rokivs / ! inien
Fy)={@-x*y? —@‘
Wellenfonlction :

J(xy) = sin(xty) .ﬂ”u
MiHecnochtsformel
_ -bt b*-4ac
x1,2_ 2a
Kreoz Eroduld

bx
by |*
bz

e/
/®)

o
Velbor o x b stehf senlerecht aol

Oybz —sz
0zbx-ax bz
Q)( b)’ ay bX

2¢/20l

Ebene einsefzen

Tan qen tal e he}'le

Naher U-naw’er -

Neve SM[( Cﬁ,'}h] in
2% -3y -1 % %1 -3y, -1 T 22

Ponkt 'F:“d"' B

wq =11 b =939

fo 0 £lee3)
10’400@ ‘I“‘y 14%.299

Punkt mit Fonklion gemen sam

'G(P‘f'f) z 3
La(x-3y)= X =3y =1

Parallel zo0 xy .
cacl vea Fonkhon

Veletor  a und b :E: : . \ q..hmm
Ska(ar pro olvkt Einhelts velctor =0
b -
Ty UG) fx (%0,0) = QS
as by £y (%, ¥e) = b
g | PR
Matrix kel kol A,ﬂ' = Matey a 24kt az*bl
Reselfh C = Wert %
@15} -A 1{5 Reispiele Nie Wk o[e{‘ng.-f'e S"efl'-em
(e n) e AT .48 T Wenw olie  Pactielle Abletungen nicht
ATz a T B'-A existiereny flxy) =O
(A B) =B ﬂ *T 2B 1 [ xt-yt) w be ey
T T
(A ") (R ) _ @‘Et) X - AT' GT
A-A" :Egg dx
-
(D =@1)
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