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1 Methodik: Systematisches Losen elektromagnetischer Aufgaben

In Priifungen scheitert man selten an Algebra. Man scheitert an falschem Modell. Die Losung ist ein standardisiertes Vorgehen:

Regime — Unbekannte — PDE — Randbedingungen — Lésung — Check.

1.1 Was ist eine “elektromagnetische Aufgabe” strukturell?

Eine typische Priifungsaufgabe gibt dir:

« cine Geometrie (endlich oder unendlich, Symmetrie oder nicht),

« Materialdaten (z.B. ¢, p, o),

¢ Quellen (Ladungen p, Strome J, vorgeschriebene Potentiale/Spannungen),

« eine Anregung (DC oder harmonisch mit f bzw. w),

« gesuchte GréBen (z.B. ¢, E, J, A, B, H, Leistung, Impedanz).
Die Aufgabe ist immer ein Randwertproblem:

o Unbekannte Funktion(en) im Raum,

« fithrende Differentialgleichung,

« Randbedingungen an Oberflichen/Grenzen,

« ggf. Bedingungen im Unendlichen oder an Symmetrieachsen.

Merksatz: Erst wenn du die PDE + Randbedingungen sauber hast, darfst du rechnen. Vorher ist jede Rechnung Gliicksspiel.

1.2 Der 30-Sekunden-Entscheidungsbaum

1. Zeitverhalten identifizieren:

« statisch/DC: 8/0t =0

« harmonisch: oc e/*

« Wellen/Propagation explizit: Wellengleichung / Ausbreitung
‘Welche Physik dominiert? (oft schon aus Text klar)

« Ladungen/Spannung/Dielektrikum = elektrisch dominiert

o Stréme/Induktion/Leiter = magnetisch dominiert

o Grenzflichen + Reflexion/Transmission = gekoppelt (Welle)
Primérvariable wihlen: ¢ oder A oder direkt £, H (Welle)
Symmetrie bestimmen und Koordinatensystem wéhlen
Randbedingungen formulieren (physikalisch, nicht geraten)
Lésen (DGL/PDE)

Sekundirgréfien ableiten (zB. E = -V, B=V x 4, J = ¢E)
Checks (Dimensionen, Grenzfille, Richtung, Energiefluss)
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1.3 Regime-Klassifikation
1.3.1 Elektrostatisch

Kriterien (praktisch):
« keine Zeitabhéngigkeit,
o keine induzierten Wirbelfelder relevant,
« es geht um Potential/Spannung/Feld aus Ladungen oder Randpotentialen,
« Leiter werden oft als Equipotentialflichen behandelt.

Primérvariable: Skalarpotential ¢.

Feldableitung:

E= —Ve.

Fiihrende Gleichung (typisch):
« Laplace: Ap = 0 (ladungsfreier Bereich)
« Poisson: Ay = —p/e (mit Volumenladung)

Wenn im Gebiet keine freie Ladung angegeben ist, starte mit Ag = 0. Wenn Ladungsdichte gegeben ist, starte mit Poisson.

1.3.2 Stationire Stromungsanalyse (DC-Leitung)

Kriterien:

« keine Zeitabhangigkeit,

o elektrische Leitfédhigkeit o ist relevant,

« gesucht sind meist Stromdichte f, Feld E, Potentialabfall (Widerstand).

Physik-Kette:

Fiithrende Gleichung:

V.- (6Ve)=0 = Ap =0 falls o = konstant.

Wichtig: Mathematisch wieder Laplace, aber physikalisch ist ¢ jetzt ein Leitungs-Potential (Spannungsabfall), nicht “La-
dungspotential”.

1.3.3 Magnetostatik

Kriterien:
« 9/0t=0,
« stationdre Strome J treiben das Feld,
« gesucht sind B, H und oft Vektorpotential A
Grundrelation:
B=VxA.
Dann wird (unter iiblicher Eichwahl) eine Poisson-Gleichung fiir A gelost:

AA = —pd.

Wenn Geometrie und Stromrichtung eine eindeutige Symmetrie haben, ist A oft nur in eine Richtung orientiert (massive
Vereinfachung).

1.3.4 Magneto-Quasistatik (MQS)

Kriterien:
« harmonisch: Frequenz f oder w gegeben,
o Leiter mit endlicher o,
o Induktion ist relevant, aber Wellencharakter wird vernachlissigt,
o typisch: Skin-Effekt, Feld- und Stromverdringung.
Primaérvariable: haufig Aim Frequenzbereich.
Fiithrende Struktur:

AA — jopo A= —pJ,

(Details kommen in spiteren Kapiteln; hier nur als Regime-Marker).

1.3.5 Elektrodynamik (Wellen)

Kriterien:
« Ausbreitung, Reflexion, Transmission, Impedanz, Wellengleichung,
« gekoppelte E-und H -Felder,
« Materialdaten als ¢, y (und ggf. o).
Primérvariable: oft direkt £ und H (Phasoren).

‘Wellenprobleme werden selten iiber ¢ oder A gelost, sondern iiber Feldansidtze + Randbedingungen + Impedanzen.

1.4 Primérvariable wihlen: Regeln, die wirklich funktionieren

Regel 1: Wenn V XE = 0 gilt, dann immer E= -V nutzen. .
Regel 2: Wenn V - B = 0 und Stréme treiben, dann immer B = V x A nutzen.
Regel 3: Bei Wellen: Feldansatz (einlaufend /reflektiert/transmittiert) + Randbedingungen.

Typische Priifungsentscheidung:
« Potentialaufgabe (Laplace/Poisson): wiihle ¢
« Strom-/Leitungsaufgabe: wihle ¢, leite E,J ab
. Magnetostatik/_MQS: withle A_‘, leite E;’,ﬁ ab
o Wellen: wihle E, H , nutze Impedanz



1.5 Symmetrieanalyse

Symmetrie ist kein “Nice-to-have”. Symmetrie ist das Werkzeug, das dir Komponenten und Variablen eliminiert.

Fragenkatalog:
Welche Transformation lisst das Problem unveréndert? (Rotation, Spiegelung, Translation)
Welche Koordinate(n) kénnen dann nicht im Ergebnis vorkommen?
Welche Feldkomponenten wiirden die Symmetrie verletzen?
Konsequenzen:
o 0 =(r) statt o(r,0, $)
« A=A, (r) €. statt voller Vektor
« Reduktion PDE — ODE

Wenn du mehr als eine Raumvariable hast, priife nochmals die Symmetrie. In 80% der Priifungsfille geht es auf 1 Variable
runter.

1.6 Randbedingungen: wie man sie korrekt herleitet

Randbedingungen sind die physikalische Kopplung zwischen Losung und Geometrie.

1.6.1 Typen von Randbedingungen

« Dirichlet: Grole selbst vorgegeben (z.B. ¢ = U auf Leiter)

¢ Neumann: Ableitung/Fluss vorgegeben (z.B. normaler Fluss, Feldkomponente)
¢ Gemischt (Robin): Kombination, hiufig in MQS/Wellen

« Stetigkeitsbedingungen: an Materialgrenzen

1.6.2 Physikalische Quellen fiir Randbedingungen

o Idealer Leiter (Elektrostatik): Ey = 0 auf der Oberfliche, Leiter ist Equipotential = ¢ = konstant.

« Isolator-Oberfliiche: kein Strom durch die Oberfliche = .J, = 0.

« Materialgrenze: bestimmte Komponenten sind stetig (Details in spéteren Kapiteln).

« Unendlichkeit: Felder/Potentiale miissen “verniinftig” abklingen, z.B. ¢ — 0 fiir r — co wenn Referenz so gesetzt.

Randbedingungen werden immer aus der Physik formuliert. Erst danach werden sie mathematisch als Bedingungen an ¢ oder
A tbersetzt.

1.7 Standard-Arbeitsablauf

Regime festlegen (statisch, stationir, MQS, Welle)
Unbekannte wihlen (¢ oder A oder E)

. Gleichung aufschreiben (Laplace/Poisson/Diffusion/Welle)
Symmetrie anwenden = reduzierte Gleichung
Randbedingungen (inkl. Unendlichkeit/Symmetrieachsen)
Losen (Konstanten tiber Randbedingungen)

Ableiten der gesuchten Grofen (z.B. E, f, E, I;')
Plausibilitidtscheck (Dimensionen, Grenzwerte, Richtung)

0N DOk =

1.8

Plausibilitétschecks

Checks sind nicht optional. Sie retten Punkte.

Dimensionen: stimmt Einheit jeder Grofe?

Grenzfille: w — 0, 0 - 0, r — 00,  — 0.

Monotonie: Potentiale “springen” nicht ohne Randbedingung.
Energiefluss: bei Wellen muss S=ExHin Ausbreitungsrichtung zeigen.
Stetigkeit: an Materialgrenzen keine willkiirlichen Diskontinuitéten.

1.9 Typische Fehlerbilder

Falsches Regime: z.B. Wellengleichung verwendet obwohl quasistatisch geniigt.

Zu friih rechnen: bevor Symmetrie/Randbedingungen klar sind.

Randbedingungen geraten: statt aus Leiter/Isolator/Ubergang abgeleitet.

« Feld direkt gesucht: obwohl Potential die saubere Primérvariable ist.

+ Kein Grenzfallcheck: fithrt zu unphysikalischen Ergebnissen ohne dass man es merkt.

Wenn du im Kreis laufst: schreibe nur die drei Dinge neu hin: Regime, fiihrende Gleichung, Randbedingungen. Danach geht es
wieder vorwérts.

2 Maxwell-Gleichungen und ihre physikalischen Reduktionen

Alle elektromagnetischen Aufgaben basieren auf den Maxwell-Gleichungen. In Priifungen wird nie der volle Satz gleichzeitig
benutzt, sondern immer eine physikalisch begriindete Reduktion.

2.1 Maxwell-Gleichungen in Differentialform

In makroskopischer Form lauten die Maxwell-Gleichungen:

V-D=p (Gauss-Gesetz elektrisch) (1)
V-B=0 (keine magnetischen Monopole) 2)
VxE= —%—? (Induktionsgesetz) (3)
5 _ = 0D .
VxH=J+ a0 (Ampére-Maxwell) (4)

Diese Gleichungen gelten unabhiingig von Geometrie, Koordinatensystem und Regime.

2.2 Materialgleichungen

Um die Maxwell-Gleichungen zu schlieBen, werden Materialgleichungen benétigt. In Priifungen wird fast immer ein lineares, isotropes
Material angenommen:

D=cE (5)
B=pd (6)
J=cE (7)

o &: elektrische Permittivitét

« p: magnetische Permeabilitét

« o: elektrische Leitfahigkeit

Falls nichts anderes angegeben ist, sind diese Groen konstant.

2.3 Kontinuititsgleichung (Ladungserhaltung)
Aus der Divergenz von Gleichung (4) folgt:

7. 00 _
VT4 5 =0

Dies ist die Kontinuitéatsgleichung und beschreibt die lokale Ladungserhaltung.

Diese Gleichung gilt immer, unabhingig vom Regime.

Stationérer Fall:

Op _ i
a70 = V.J=0

Diese Bedingung ist zentral fiir stationire Leitungsprobleme.




2.4 Reduktionsprinzip: Von Maxwell zur fithrenden PDE

Priifungslogik: Nicht “alle Maxwell-Gleichungen 16sen”, sondern:

Maxwell = Regime-Annahmen = eine fithrende Gleichung.

Im Folgenden werden die wichtigsten Reduktionen systematisch hergeleitet.

2.5 Elektrostatisches Regime
2.5.1 Physikalische Annahmen

« keine Zeitabhéngigkeit: 9/t = 0
o keine induzierten Wirbelfelder
o elektrische Felder werden durch Ladungen und Randpotentiale erzeugt
Damit gilt aus (3):
VxE=0

2.5.2 Einfiihrung des Skalarpotentials
Aus V x E = 0 folgt:

E=-vVyp

Das Skalarpotential existiert nur, wenn V x E=0 gilt.

2.5.3 Poisson- und Laplace-Gleichung

Einsetzen in (1):
V. (¢) = —p

Fiir konstantes e:
Ap = —g (Poisson-Gleichung)

Ladungsfreier Bereich (p = 0):

Ap =0 (Laplace-Gleichung)

« Poisson: Volumenladungen vorhanden
« Laplace: keine Volumenladungen

2.6 Stationidre Stromungsanalyse
2.6.1 Physikalische Annahmen

« zeitunabhingig
o elektrische Leitfahigkeit o > 0
o keine Ladungsakkumulation im Volumen

2.6.2 Feld—Strom-Beziehung
Aus der Elektrostatik:

Ohmsches Gesetz:

Mit der Kontinuitétsgleichung:

2.6.3 Fiihrende Gleichung

Fiir konstantes o:

Mathematisch identisch zur Laplace-Gleichung der Elektrostatik, physikalisch jedoch ein Leitungsproblem.

2.7 Magnetostatisches Regime
2.7.1 Physikalische Annahmen

« zeitunabhéngig
« stationdre Strome erzeugen magnetische Felder
o keine induktiven Effekte

Damit gilt:

2.7.2 Vektorpotential

AusV-B=0 folgt:

2.7.3 Poisson-Gleichung fiir das Vektorpotential
Mit B = uﬁ und V x H = fergibt sich:

Unter der Coulomb-Eichung V - A=o:

Die Losung dieser Gleichung liefert direkt A. Magnetische FeldgroBen folgen tiber Ableitungen.

2.8 Harmonische Zeitabhingigkeit und Phasoren
2.8.1 Phasor-Darstellung
Fiir harmonische Anregung:
f(t) = Re{fe’"}
Ableitungsregel:

g—>’w
ot J

Im Frequenzbereich werden Differentialgleichungen zu algebraischen Gleichungen in jw.

2.8.2 Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich
Beispiel: . -
VxE=-— wa

Sn

V x I;" = J; + jw
Diese Form ist Grundlage fiir MQS- und Wellenprobleme.

2.9 Magneto-quasistatisches Regime (MQS)
2.9.1 Physikalische Annahmen

o harmonische Zeitabhangigkeit

o Leiter mit endlicher Leitfahigkeit

o Induktion relevant

o Wellencharakter vernachléssigbar (Geometrie < \)
2.9.2 Diffusionsgleichung

Im Frequenzbereich fiithrt die MQS-Niherung typischerweise auf:

AA - jw,LLUA = —ufq

Diese Gleichung beschreibt die Diffusion elektromagnetischer Felder im Leiter (Skin-Effekt).




2.10 Elektrodynamisches Regime (Wellen)
2.10.1 Physikalische Annahmen

« gekoppelte elektrische und magnetische Felder
o Ausbreitung im Raum
« Reflexion und Transmission an Materialgrenzen

2.10.2 Wellengleichung

Aus Maxwell ergibt sich fiir homogene Medien:
5 OB
AE — Hege = 0

Im Frequenzbereich:

AE: + wz,usE: =0

In Wellenproblemen werden Felder direkt angesetzt (einlaufend, reflektiert, transmittiert).

2.11 Zusammenfassung und Priifungscheck

+ Regime eindeutig bestimmt?

» Zeitabhingigkeit korrekt behandelt?

« Fiihrende Gleichung klar identifiziert?

» Physikalische Annahmen explizit genannt?

Wenn du unsicher bist, welches Regime gilt: priife, ob Induktion (9B/dt) oder Verschiebungsstrom (9D/dt) vernachléssigt
werden diirfen.

3 Feld- und Potentialkonzepte

In Priifungen werden Felder selten direkt geldst. Die zentrale Technik ist der Ubergang:
Potential = Feld = Fluss- und Stromgrofien.

Wer Potentiale korrekt einsetzt, reduziert Komplexitat und Fehlerquote massiv.

3.1 Warum Potentiale?

Elektromagnetische Felder unterliegen Nebenbedingungen:

o V x E ist oft null oder vorgegeben,

« V-B=0 gilt immer,

« Randbedingungen sind meist einfacher fiir Potentiale formulierbar.

Prﬁfungsrege_}:
o Wenn V x E = 0 gilt = Skalarpotential verwenden.
o Wenn V- B = 0 gilt = Vektorpotential verwenden.

Potentiale sind mathematische HilfsgroBen, aber physikalisch konsistent, da alle messbaren Groien daraus eindeutig ableitbar
sind.
3.2 Elektrisches Skalarpotential
3.2.1 Definition

Gilt im elektrostatischen und stationiren Regime:

Das Skalarpotential existiert nur, wenn keine zeitabhéngige Induktion wirkt. Bei B /Ot # 0 ist ¢ allein nicht ausreichend.

3.2.2 Physikalische Bedeutung

« ¢ ist die potentielle Energie pro Ladung
« Potentialdifferenzen sind messbar, absolute Potentiale nicht
o Referenzpotential ist frei wihlbar

Nur Potentialdifferenzen haben physikalische Bedeutung. Ein konstantes Offset von ¢ éndert keine FeldgroSe.

3.3 Elektrisches Feld aus dem Potential
3.3.1 Ableitung

Allgemein:
E=-Vp
In kartesischen Koordinaten:
—0¢/0x
E= (—330/311)
—0¢/0z

3.3.2 Interpretation

« Feldlinien zeigen in Richtung fallenden Potentials
o F ist senkrecht zu Equipotentialflichen
« hohe Potentialgradienten = hohe Feldstérken

Wenn ¢ konstant auf einer Fldche ist, ist E dort normal zur Fliche.

3.4 Elektrische Flussdichte
3.4.1 Definition

o
I
o
o1

« D enthilt die Wirkung freier und ge_l?undener Ladungen
o in linearen Medien proportional zu F

3.4.2 Bedeutung fiir Randbedingungen

Aus dem GauBschen Gesetz:

3.5 Magnetisches Vektorpotential
3.5.1 Motivation

Da immer gilt:

existiert ein Vektorpotential A mit:

Das Vektorpotential ist keine physikalisch messbare Grofie, aber extrem niitzlich fiir Rechnungen.

3.6 Eichfreiheit des Vektorpotentials
Das Vektorpotential ist nicht eindeutig. Fir jede skalare Funktion v gilt:

A=A+vy = VxA =8

Diese Freiheit nennt man Eichfreiheit. In Priifungen wird stillschweigend eine Standard-Eichung benutzt.

Haufige Wahl: .
V-A=0 (Coulomb-Eichung)



3.7 Magnetisches Feld aus dem Vektorpotential
3.7.1 Ableitung

—vxA H=

o)

. B: beschreibt Flussdichte
o H ist die feldtreibende Grofie in Maxwell

In lincaren Medien ist B proportional zu H.

3.8 Zusammenhang zwischen A und E (zeitabhingig)

Im zeitabhéngigen Fall gilt allgemein:

4
ot

E:—Vga—

« Elektrostatik: 9A/dt = 0
« MQS/Wellen: beide Terme relevant

Diese Gleichung erklért:
« induzierte Wirbelfelder
o warum ¢ allein nicht ausreicht
3.9 Stromdichte aus Feldgroflen
3.9.1 Ohmsches Gesetz (lokal)

In Kombination mit Potential:

Diese Beziehung koppelt elektrische Felder an stationire Stréomung.

3.10 Energie- und Leistungsbetrachtung
3.10.1 Leistungsdichte

p=E-J
o beschreibt lokale Verlustleistung
o relevant bei Leitungs- und MQS-Problemen
3.10.2 Poynting-Vektor

S=ExH

S beschreibt Richtung und Dichte des elektromagnetischen Energieflusses. In Wellenproblemen ist S zentral.

3.11 Typische Priifungsfehler bei Potentialen

« ¢ benutzt, obwohl 95 /Ot # 0 relevant ist
« falsche Ableitungsrichtung bei E= -V
+ Verwechslung von B und H

« Eichfreiheit ignoriert oder missverstanden

3.12 Priifungs-Check

« Existiert ein Skalarpotential?

« Existiert ein Vektorpotential?

« Wurden Felder korrekt aus Potentialen abgeleitet?
« Sind Richtung und Dimension der Felder plausibel?

Wenn Felder kompliziert aussehen: gehe einen Schritt zuriick und priife, ob ein Potential existiert, das die Rechnung vereinfacht.

4 Randwertprobleme und Randbedingungen

In elektromagnetischen Priifungen entscheidet nicht die Differentialgleichung, sondern die Randbedingungen. Falsche oder
fehlende Randbedingungen fiihren selbst bei korrekter Rechnung zu falschen Ergebnissen.

4.1 Was ist ein Randwertproblem?

Ein Randwertproblem besteht aus drei Elementen:
« einer Unbekannten (z.B. ¢, A‘, E, I—?),
« einer Differentialgleichung im Volumen,
« Randbedingungen auf den Begrenzungen des Gebietes.
Ohne Randbedingungen existieren unendlich viele mathematische Losungen. Erst Randbedingungen selektieren die physikalisch
richtige Losung.

Priifungsrealitit: Die PDE ist meist Standard (Laplace, Poisson, Diffusion, Welle). Die eigentliche Arbeit ist das saubere
Formulieren der Randbedingungen.

4.2 Physikalische Herkunft von Randbedingungen

Randbedingungen stammen immer aus physikalischen Eigenschaften von:
o idealen Leitern,
« realen Leitern,
« Isolatoren,
« Materialgrenzen,
« Symmetrieflichen,
dem Verhalten im Unendlichen.
Sie werden nicht geraten und nicht aus der Mathematik abgelesen.

4.3 Typen von Randbedingungen
4.3.1 Dirichlet-Randbedingungen

Der Wert der Unbekannten ist vorgegeben:
¢ =¢o auf dem Rand.

Typische Quellen:
« ideale Leiter (Elektrostatik): konstantes Potential,
o vorgegebene Spannungen,
o Referenzpotential (z.B. ¢ = 0).

Dirichlet-Bedingungen fixieren das Potential selbst, nicht dessen Ableitung.

4.3.2 Neumann-Randbedingungen
Die Ableitung der Unbekannten ist vorgegeben:

¢ _
an Y
Physikalische Bedeutung:
« vorgegebene Feldkomponente,
o vorgegebener Fluss,
o kein Fluss durch eine Oberfliche.
Beispiel:
- Op .
Jn=0= P 0 (Isolatoroberfliche)



4.3.3 Gemischte (Robin-)Randbedingungen

Kombination aus Wert und Ableitung:

Jyp

b— =

apt on ¢
Typisch bei:

« MQS-Problemen,

+ Wellenproblemen,

o Ubergang zu dissipativen Medien.

4.4 Randbedingungen in der Elektrostatik

4.4.1 Idealer Leiter

Im elektrostatischen Gleichgewicht gilt:

« Feld im Leiterinneren: £ = 0

o Leiter ist Equipotentialfliche
Daraus folgt:

¢ = konstant auf der Leiteroberfliche.

Elektrostatik + idealer Leiter = Dirichlet-Bedingung.

4.4.2 Grenze Leiter — Isolator

Tangentialkomponente des elektrischen Feldes:

Normalkomponente:

4.5 Randbedingungen bei stationédrer Stromung

In leitenden Medien gilt:

J= —oVe
4.5.1 Isolierte Oberfliche
Kein Stromfluss: N
J.=0 = -9
on

4.5.2 Strom- oder Spannungsanschluss

. Spannungsanschluss_‘: ¢ vorgegeben
o Stromanschluss = J,, vorgegeben

In Priifungen werden meist Spannungen vorgegeben. Strome folgen aus der Losung.

4.6 Randbedingungen in der Magnetostatik

Grundrelationen:

4.6.1 Normalkomponente von B

Bpp—Bn1=0

Die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte ist immer stetig.

4.6.2 Tangentialkomponente von H
Hiz— Hia =K

K: Oberflachenstromdichte.

Ohne Oberflichenstrom ist I;Q stetig.

4.7 Randbedingungen fiir das Vektorpotential
Da:

x
)

B=vV

folgen Randbedingungen fiir A indirekt aus denen von B und H.
Typische Konsequenzen:

o Stetigkeit bestimmter Komponenten vonﬂA‘

« Stetigkeit bestimmter Ableitungen von A

In Priifungen werden diese Bedingungen meist direkt vorgegeben oder implizit verwendet.

4.8 Randbedingungen im Unendlichen

Fiir offene Gebiete gilt:
Losung muss fiir r — oo endlich bleiben.

Typische Konsequenzen:
« keine exponentiell wachsenden Terme,
« keine logarithmischen Divergenzen ohne physikalische Quelle.

Unphysikalisch wachsende Losungen werden verworfen, auch wenn sie mathematisch korrekt sind.

4.9 Symmetrie als Randbedingung

Symmetrieflichen wirken wie Randbedingungen.
Beispiele:

« Spiegelebene = normale Ableitung verschwindet

« Rotationssymmetrie = keine Winkelabhéngigkeit

Symmetrie reduziert das Gebiet und die Anzahl der Randbedingungen.

4.10 Priifungs-Check fiir Randbedingungen

+ Jede Randfliche physikalisch interpretiert?

« Typ der Randbedingung korrekt (Dirichlet/Neumann)?
« Stetigkeitsbedingungen an Materialgrenzen beachtet?

« Verhalten im Unendlichen beriicksichtigt?

Wenn eine Losung nicht eindeutig ist: Es fehlt fast immer eine Randbedingung. Suche nach Symmetrie oder einem Referenzpo-
tential.

5 Symmetrie, Koordinatensysteme und Differentialoperatoren

Die Wahl von Symmetrie und Koordinatensystem entscheidet tiber die Schwierigkeit der Aufgabe. In Priifungen lassen sich die
meisten Probleme auf eine Raumvariable reduzieren.

5.1 Warum Symmetrie vor Rechnung?

Symmetrie liefert harte Aussagen tiber:

« welche Feldkomponenten existieren diirfen,

« von welchen Koordinaten die Losung abhéngt,

« welche Terme der Differentialgleichung verschwinden.

Regel: Erst Symmetrie analysieren, dann Koordinatensystem wiéhlen, erst danach die Differentialgleichung aufschreiben.




5.2 Typen von Symmetrie
5.2.1 Translationssymmetrie

Eigenschaften:

« Problem ist invariant entlang einer Achse.

« Feldgrofien héngen nicht von dieser Koordinate ab.
Konsequenz:

(=0
0z
Typisch bei:

« unendlich langen Strukturen,
o Leitern oder Platten mit konstanter Geometrie.

5.2.2 Rotationssymmetrie

Eigenschaften:
« Invarianz unter Rotation um eine Achse.
« Keine Winkelabhingigkeit.

Konsequenz:

Typisch bei:
e Zylindern,
o koaxialen Strukturen,
rotationssymmetrischen Leitern.

5.2.3 Spiegelsymmetrie

Eigenschaften:
« Invarianz unter Spiegelung an einer Ebene.
Konsequenzen:
« Normalkomponente eines Vektors verschwindet auf der Spiegelebene
« oder Tangentialkomponente verschwindet, je nach Feldtyp.

Spiegelsymmetrie kann als Randbedingung verwendet werden.

5.3 Auswahl des Koordinatensystems

Das Koordinatensystem wird so gewéhlt, dass:
o Symmetrieflichen mit Koordinatenflichen zusammenfallen,
o die Unbekannte méglichst nur von einer Koordinate abhéngt.

Faustregel:

o Ebenen, Rechtecke = kartesisch

o Zylinder, Drahte = zylindrisch

+ Kugeln, Punktquellen = sphérisch

5.4 Differentialoperatoren — Uberblick

In der Elektromagnetik treten drei Operatoren sténdig auf:
o Gradient
« Divergenz
« Rotation
Diese Operatoren sind koordinatenabhangig.

5.5 Kartesische Koordinaten

Koordinaten: (z,y, z)
5.5.1 Gradient
Op/0x
Vo = | 0¢/y
Op/0z

5.5.2 Divergenz

Fiir einen Vektor F = (Fy, Fy, F.):

5.5.3 Rotation

. € €y €
VxF=\|0/0x 0/dy 0/0z
F, F, F.
5.5.4 Laplace-Operator
»Pp o p
Ap=——+ 5+ 5
= Be? + Ay? + 022
5.6 Zylindrische Koordinaten
Koordinaten: (r, ¢, z)
5.6.1 Gradient
e,  10p, | Oy
Ve e + ;%ew + 2.

5.6.2 Divergenz
Fir F = (F,, F,, F.):
= 10
V.-F= ;E(TFT)-F

5.6.3 Rotation

r 9

10F, , OF.
ey
o 0z

19F, _ 9F,

_ T 9p

dz

V x F= oF, _ OF:

= 2
ror(rFe) —

5.6.4 Laplace-Operator

"L oF,

T op

Bei Rotationssymmetrie gilt 9/9¢ = 0.

5.7 Sphirische Koordinaten
Koordinaten: (r, 6, ¢)

5.7.1 Gradient

5.7.2 Laplace-Operator

1 0p,

o 7‘8969 rsinﬁ%e?

SLO(pley, 100 1o
Ap = (7‘ + sin 6 +rzsinz€z9tp2

<
9
23
B
£
)
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Bei Kugelsymmetrie hingt ¢ nur von r ab.

5.8 Reduktion durch Symmetrie — typische Fille

+ Ebenensymmetrie = 1D in kartesisch
+ Rotationssymmetrie = 1D in zylindrisch
« Kugelsymmetrie = 1D in sphérisch

In diesen Féllen reduziert sich die PDE auf eine gewdhnliche Differentialgleichung.



5.9 Priifungs-Check

‘Wurde die Symmetrie explizit begriindet?
Passt das Koordinatensystem zur Geometrie?
‘Wurden alle unnétigen Ableitungen eliminiert?
Ist die reduzierte Gleichung minimal?

Wenn eine Rechnung explodiert: Wechsle das Koordinatensystem oder priife erneut die Symmetrie. Fast immer liegt dort der
Fehler.

6 Grundlegende Differentialgleichungen der Elektromagnetik

In EM-Priifungen sind es fast immer dieselben Differentialgleichungen. Der Schwierigkeitsgrad liegt nicht in der Form der
Gleichung, sondern in der korrekten Reduktion, Losung und Interpretation.

6.1 Einordnung: PDE vs. ODE

Die elektromagnetischen Grundgleichungen sind partielle Differentialgleichungen (PDEs). Durch Symmetrie (Kapitel 5) reduzieren
sie sich in Priifungen fast immer auf gewdhnliche Differentialgleichungen (ODEs).

Priifungsrealitét:
PDE 2™, ODE in einer Variablen

Typische Unbekannte:
« Skalarpotential ¢ .
+ Komponenten des Vektorpotentials A
« Feldkomponenten im Wellenfall
6.2 Laplace-Gleichung
6.2.1 Definition
Au=0

Diese Gleichung beschreibt ladungs- bzw. quellenfreie Gebiete.

6.2.2 Physikalische Bedeutung

« Elektrostatik ohne Volumenladungen
« Stationéire Strémung ohne Quellen/Senken
« Potentiale im quellenfreien Raum

Die Laplace-Gleichung ist rein geometrisch. Die Losung wird vollstindig durch Randbedingungen bestimmt.

6.2.3 Typische 1D-Reduktionen
Kartesisch (1D):

d*u
@70 = u(z)=Az+ B
Zylindrisch (nur r-Abhingigkeit):
1d / du
T (ra) =0 = u(r)=Alr+B

Sphiérisch (nur r-Abhéingigkeit):

Diese drei Losungsformen sind absolute Priifungsstandards.

6.3 Poisson-Gleichung
6.3.1 Definition

Au=—f(7)
Mit Quelle f(7), z.B.:
Ap = 75

6.3.2 Physikalische Bedeutung

« Elektrostatik mit Volumenladungsdichte
« Magnetostatik mit Stromdichte als Quelle

Poisson = Laplace + Quelle. Die homogene Lésung ist immer Teil der Gesamtlésung.

6.3.3 Losungsstruktur
Allgemein:

U = Uhom *+ Upart
o Upom 10st Au=0

© Upary beriicksichtigt die Quelle
In Priifungen wird wpare oft durch direktes Integrieren gefunden.

6.4 Gewohnliche DGL zweiter Ordnung
Viele EM-Probleme fithren auf ODEs der Form: N
d*u

du
@+aa+bu:g(z)

6.4.1 Homogener Fall

d*u
 ibu=0
daz? *
Ansatz:
u=e"
Charakteristische Gleichung:
M+b=0

Losungen:
o b > 0: sinusformig
e b < 0: exponentiell

Exponentielle Losungen = Dampfung oder Wachstum.
Sinusférmige Losungen = Wellencharakter.

6.5 Diffusionsgleichung (MQS)
6.5.1 Form
Im Frequenzbereich:
d*u

@—jwuauzo

6.5.2 Physikalische Bedeutung

« elektromagnetische Diffusion in Leitern
« Skin-Effekt
« Eindringtiefe begrenzt

Losungsansatz:

Reeller und imaginérer Teil von 7 bestimmen Dampfung und Phasenverschiebung.

6.6 Wellengleichung
6.6.1 Zeitbereich

9*u

Au—uaw =



6.6.2 Frequenzbereich
At +w’pei =0
6.6.3 1D-Losung

a(z) = Ae™* 4 BetIhe k = wy/lie

o e 7% yorlaufende Welle
o etk riicklaufende Welle

6.7 Randverhalten und physikalische Selektion

Mathematisch zulissige Losungen werden verworfen, wenn sie:
o im Unendlichen divergieren,

« Symmetrien verletzen,

« physikalische Randbedingungen missachten.

Nicht jede mathematische Losung ist physikalisch erlaubt.

6.8 Zusammenfassung der Standardlésungen

Laplace = linear / Inr / 1/r

Poisson = homogen + partikular

MQS-Diffusion = gedampfte Exponentialfunktionen
‘Welle = komplexe Exponentialfunktionen

6.9 Priifungs-Check

‘Wurde die richtige Gleichung gewéhlt?
‘Wurde Symmetrie korrekt angewendet?
‘Wurden unphysikalische Losungen verworfen?
Sind Grenzfélle konsistent?

Wenn du die Lésung nicht einordnen kannst: Bestimme Grenzfélle (z — 0, £ — 0o, w — 0). Das entlarvt falsche Terme sofort.

7 Frequenzbereich, komplexe Darstellung und Phasoren

Sobald eine Aufgabe harmonisch zeitabhéingig ist, wird sie im Frequenzbereich gelost. Das ist kein mathematischer Trick, sondern
eine systematische Vereinfachung.

7.1 Harmonische Zeitabhingigkeit

Viele elektromagnetische Systeme werden mit sinusférmigen Signalen betrieben. Eine zeitabhéngige Grofe f(t) wird als harmonisch
angenomimen:

F(t) = Re{fe™"}

Dabei gilt:
« f: komplexe Amplitude (Phasor)
e w =27 f: Kreisfrequenz

Priifungsregel: Im Frequenzbereich rechnet man nur mit f. Die Zeitabhéingigkeit wird am Ende wieder erginzt.
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7.2 Ableitungsregeln im Frequenzbereich

Zeitliche Ableitungen werden zu algebraischen Faktoren:

éa‘w
a7

Beispiele:

Dadurch werden zeitabhingige Differentialgleichungen zu rein raumlichen Gleichungen.

7.3 Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich

Im Phasorbereich lauten die Maxwell-Gleichungen:

v.-D=5 ®)
v.B=0 ©)
Vx E=—jwB (10)
Vx H=J+jwD )

Der Verschiebungsstrom ij ist der Schliissel fiir Wellenphénomene.

7.4 Komplexe Materialgroflen

Leitfédhige Medien werden im Frequenzbereich durch komplexe Materialparameter beschrieben.

7.4.1 Komplexe Permittivitit
Ohmsches Gesetz:

&

J=c
Einsetzen in Ampére-Maxwell: - ~ ~
V x H = jweE + oE

Definition:

jo
e=c—22

Leitung und Verschiebungsstrom lassen sich zu einer komplexen Permittivitit zusammenfassen.

7.5 Komplexe Wellenzahl und Ausbreitung
Fiir homogene Medien ergibt sich die Wellengleichung:

AE+KE=0
mit:
k = wy/pEer
« Re(k): Phasendnderung
« Im(k): Démpfung

Gedéampfte Wellen = komplexe Wellenzahl.

7.6 Phasenlage und komplexe Amplituden

Eine komplexe Grofle: - o
F=1fe*

entspricht:

J(t) = |fl cos(wt + &)

+ Betrag: Amplitude
« Argument: Phasenverschiebung

10



7.7 Impedanzkonzept
7.7.1 Definition

Fiir ebene Wellen:

Im homogenen Medium:

7.7.2 Physikalische Bedeutung

« Kopplung zwischen elektrischem und magnetischem Feld
o bestimmt Reflexion und Transmission an Grenzflachen

Bei verlustfreien Medien ist Z reell. Bei verlustbehafteten Medien ist Z komplex.

7.8 Frequenzbereich vs. Zeitbereich

« Zeitbereich: anschaulich, aber rechenintensiv
« Frequenzbereich: algebraisch einfach, Standard in Priifungen

In EM-Priifungen wird der Frequenzbereich bevorzugt.

7.9 Typische Priifungsfehler

« Vergessen des Faktors jw

* Vermischen von Zeit- und Frequenzbereich
« Fehlinterpretation komplexer Grofien

« Betrag und Phase nicht getrennt betrachtet

7.10 Priifungs-Check

« Harmonik klar angenommen?

« Alle zeitlichen Ableitungen korrekt ersetzt?

+ Komplexe Materialparameter konsistent verwendet?
« Ergebnis sinnvoll interpretiert (Amplitude + Phase)?

Wenn Unsicherheit besteht: priife den Grenzfall w — 0 (Ubergang zu DC).

8 Magneto-Quasistatik, Diffusion und Skin-Effekt

Das magneto-quasistatische (MQS) Regime ist der Ubergangsbereich zwischen reiner Magnetostatik und voller Elektrodynamik.
In Priifungen ist es eines der haufigsten Fehlerfelder.

8.1 Was bedeutet “quasistatisch”?

Quasistatisch bedeutet:
o Zeitabhingigkeit ist vorhanden,
« Wellencharakter ist vernachléssigbar,
« Felder reagieren lokal verzogert, aber ohne rdumliche Ausbreitung als Welle.
Typisches Kriterium:
charakteristische Lange L < A

mit der Wellenldnge:
27

A= WA/
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Merksatz: MQS gilt, wenn die Geometrie klein gegeniiber der Wellenléinge ist, aber zeitliche Anderungen nicht ignoriert werden
konnen.

8.2 Physikalische Annahmen des MQS-Regimes

« harmonische Zeitabhingigkeit (e7*'),
o elektrische Leitfahigkeit o > 0,

« Induktion relevant (8B/dt # 0),

o Verschiebungsstrom vernachléssigbar:

Jwe Lo

Das Vernachléssigen des Verschiebungsstroms ist das zentrale MQS-Kriterium.

8.3 Grundgleichungen im MQS-Regime

Aus Maxwell im Frequenzbereich folgt:

Materialgleichungen:

8.4 Vektorpotential-Formulierung

‘Wie in der Magnetostatik wird eingefiihrt:

Das elektrische Feld ergibt sich aus:

8.5 Herleitung der Diffusionsgleichung

Einsetzen in J = ¢E:

Ampere-Gesetz:

Unter Standard-Eichung (V - A= 0):

AX - jw,uaj =0

Diese Gleichung beschreibt elektromagnetische Diffusion im Leiter.

8.6 Eindringtiefe (Skin-Tiefe)
Fiir eindimensionale Probleme ergibt sich eine Losung der Form:
A(x) = Age™ "

mit:

v = jwpo

Die Skin-Tiefe ist definiert als:

o Grofie w = kleine §
« GroBie o = kleine &

Physikalische Bedeutung:
o Strom und Feld konzentrieren sich nahe der Oberfliache,
o das Leiterinnere wird abgeschirmt.
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8.7 Feld- und Stromverteilung im Leiter

Aus B = —jwj folgt:

Damit:

Der Skin-Effekt ist eine direkte Folge der Diffusionsgleichung.

8.8 Grenzfille
8.8.1 Niederfrequenz-Grenze
w—=0=>06—>00

Konsequenz:
o gleichmiBige Stromverteilung,
o Ubergang zur Magnetostatik.

8.8.2 Hochfrequenz-Grenze

w—00=>0—0

Konsequenz:
o Stréome nur noch an der Oberflache,
« effektiver Querschnitt sinkt.

8.9 Leistungsverluste im MQS-Regime
Lokale Verlustleistungsdichte: o
p=Re{E-J}

o steigt mit Frequenz,
« steigt mit Leitfahigkeit,
o konzentriert sich nahe der Oberfliche.

Der Skin-Effekt er! den effektiven Widerstand bei AC-Betrieb.

8.10 Typische Priifungsfehler

MQS verwendet, obwohl Wellenregime nétig wire
Verschiebungsstrom zu Unrecht vernachléssigt
falsche Interpretation der Skin-Tiefe

exponentielle Losungen nicht physikalisch selektiert

8.11 Priifungs-Check

o Ist L < A erfiillt?

+ Wurde der Verschiebungsstrom korrekt vernachléssigt?
« Diffusionsgleichung korrekt aufgestellt?

« Grenzfille (w — 0, w — co) konsistent?

Wenn Unsicherheit besteht, ob MQS gilt: vergleiche o und we. Der groere Term dominiert die Physik.

9 Elektromagnetische Wellen, Reflexion und Transmission

Sobald elektrische und magnetische Felder gekoppelt sind und sich rdumlich ausbreiten, befindet man sich im Wellenregime.
In Priifungen ist die saubere Trennung von einlaufender, reflektierter und transmittierter Welle entscheidend.
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9.1 Physikalische Einordnung des Wellenregimes

Das elektromagnetische Wellenregime gilt, wenn:

« zeitliche Ableitungen nicht vernachléssigt werden diirfen,

o der Verschiebungsstrom jwﬁ relevant ist,

« Feldédnderungen sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten.
Charakteristische Ausbreitungsgeschwindigkeit:

Abgrenzung:
o MQS: L <A
o Welle: L ~ X oder L > A

9.2 Wellengleichung aus Maxwell

Aus den Maxwell-Gleichungen im homogenen Medium folgt fiir das elektrische Feld:
= OB
AL — ”’sﬁ =0
Im Frequenzbereich: B ~
AE +w*ueE =0

Eine analoge Gleichung gilt fir I? .

Elektrische und magnetische Felder erfiillen dieselbe Wellengleichung und sind iiber Maxwell fest miteinander gekoppelt.

9.3 Ebene Wellen
9.3.1 Definition

Eine ebene Welle ist eine Losung der Form: . .
E(F) = Eye 7

mit: .
k| = k = w\/pue
. E Ausbreitungsvektor
. Eo: konstante Amplitude
9.3.2 Orthogonalititsbeziehungen
Fiir ebene Wellen gilt immer: . ~ . .
kKL1E  kLH ELH

E':, I} und £ bilden ein rechtshédndiges Tripel.

9.4 Zusammenhang zwischen E und A

Aus Maxwell folgt:

mit der Wellenimpedanz:

In ebenen Wellen sind é und sz nicht unabhingig. Eine Feldgrofle bestimmt die andere vollstandig.
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9.5 Energiefluss elektromagnetischer Wellen

Der zeitgemittelte Energiefluss wird durch den Poynting-Vektor beschrieben:

§:%RS{E:"><I:?*}

« Richtung von S Ausbreitungsrichtung
« Betrag von S: Leistungsflussdichte

Bei verlustfreien Medien ist S parallel zu K.

9.6 Reflexion und Transmission an Materialgrenzen

Betrachtet wird eine ebene Welle, die senkrecht auf eine Grenzfliche trifft.
Es existieren drei Wellen:

« einlaufende Welle

o reflektierte Welle

« transmittierte Welle

In Priifungen immer explizit drei Felder ansetzen.

9.7 Randbedingungen an der Grenzfliche

Aus Maxwell folgen fiir die tangentialen Komponenten:

By =FEip  Hyo=Hys

Diese Bedingungen koppeln die Amplituden der drei Wellen.

Reflexion und Transmission sind reine Konsequenzen der Randbedingungen.

9.8 Reflexions- und Transmissionskoeffizienten

Fiir senkrechten Einfall ergeben sich:

9.8.1 Reflexionskoeffizient

Zy — 721
r=>_-—73-
Za+ 7y
9.8.2 Transmissionskoeffizient
L 2%
A

e Zi: Impedanz des einlaufenden Mediums
o Z5: Impedanz des zweiten Mediums

o Zy =21 =T =0 (keine Reflexion)
o Zy — 00 =T — 1 (vollstindige Reflexion)

9.9 Leistungsbetrachtung

Reflektierte und transmittierte Leistungen:

Energieerhaltung:
R+T =1 (verlustfreie Medien)

Diese Gleichung ist ein wichtiger Plausibilitdtscheck in Priifungen.
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9.10 Verlustbehaftete Medien
Fiir leitfahige Medien ist:

Konsequenzen:
« komplexe Impedanz,
« Dampfung der transmittierten Welle,
« Phasenverschiebung zwischen E und H.

Verluste = Amplitudenabnahme und Energieabsorption.

9.11 Typische Priifungsfehler

nur eine Welle angesetzt (Reflexion vergessen),
falsche Richtung der reflektierten Welle,
falsche Impedanz verwendet,

keine Leistungsbilanz iiberpriift.

9.12 Priifungs-Check

+ Wellenregime korrekt identifiziert?

o Drei Wellen explizit angesetzt?

+ Randbedingungen korrekt angewendet?
« Energieerhaltung tiberpriift?

Wenn du bei Wellen unsicher bist: zeichne 1_5, E und H. Die Geometrie kléirt oft sofort die Vorzeichen und Richtungen.

10 Finite-Element-Methode (FEM)

Die Finite-Element-Methode (FEM) ist ein numerisches Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen (PDEs), wie sie in
der Elektrotechnik, insbesondere in der Elektrostatik, Magnetostatik und allgemeinen Feldtheorie, auftreten. Sie wird eingesetzt,
wenn analytische Losungen aufgrund komplexer Geometrien, inhomogener Materialien oder komplizierter Randbedingungen nicht
mehr moglich sind.

10.1 Ausgangsproblem

Typische feldtheoretische Probleme lassen sich in der folgenden allgemeinen Form beschreiben:
V-(aVu)=—f inQ

wobei

« u: gesuchte FeldgroBe (z. B. elektrisches Potential V),

o a: Materialparameter (z.B. ¢ oder p),

e f: Quellen (z.B. Raumladungsdichte),

« Q: Rechengebiet.
Fiir elektrostatische Probleme ergibt sich beispielsweise:

V- (eVV)=—p

10.2 Grundidee der FEM

Das Rechengebiet Q wird in viele kleine Teilgebiete zerlegt, sogenannte Finite Elemente. In zwei Dimensionen bestehen diese
Elemente meist aus Dreiecken oder Vierecken. Die Zerlegung des Gebiets wird als Vernetzung (Mesh) bezeichnet.

Innerhalb jedes Elements wird die gesuchte FeldgréBe nicht exakt, sondern durch eine einfache Niherungsfunktion beschrieben.
Die exakte Losung wird durch das Zusammensetzen vieler lokaler Niherungen approximiert.

10.3 Ansatzfunktionen

Innerhalb eines Elements wird die Feldgréie u(z,y) durch Ansatzfunktionen ¢; dargestellt:

u(ey) =Y uwipi(,y)

i=1

wobei
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o u;: unbekannte Knotenwerte,
o ¢;: Ansatzfunktionen (Formfunktionen).
Fiir lineare Dreieckselemente sind die Ansatzfunktionen linear und erfiillen:

@i =1 am Knoten 7, ¢; =0 an allen anderen Knoten

10.4 Schwache Formulierung

Die FEM basiert nicht auf der direkten Losung der Differentialgleichung, sondern auf deren schwacher Form. Dazu wird die PDE

mit einer Testfunktion w multipliziert und iiber das Gebiet integriert:

/wV«(aVu)dSl: /wfdﬂ
Q Jo

Nach partieller Integration ergibt sich:

/an4VudQ:/wfdQ+/ waVu - 7dl’
o Q 00

Diese Formulierung erlaubt die Einbindung von Randbedingungen und reduziert die Anforderungen an die Differenzierbarkeit

der Losung.

10.5 Diskretisierung
Durch Einsetzen der Ansatzfunktionen in die schwache Form ergibt sich ein lineares Gleichungssystem:
Ku=f
Dabei gilt:
Kij = / aV; - V; dQ
Q

fi:/wfdﬂ
Ja

Die globale Systemmatrix entsteht durch das Zusammenfiigen (Assemblierung) aller elementweisen Matrizen.

10.6 Randbedingungen

In der FEM werden hauptséchlich zwei Typen von Randbedingungen verwendet:
Dirichlet-Randbedingungen:
u=uo auf Ip

Diese Randbedingungen legen den Wert der FeldgroBe direkt fest.
Neumann-Randbedingungen:
aVu-ii =g auf 00y

Diese beschreiben den Fluss der Feldgrofie iiber den Rand.

10.7 Losung des Gleichungssystems

Das entstehende Gleichungssystem ist in der Regel:
o grof},
« diinnbesetzt (sparse),
« symmetrisch (bei vielen Feldproblemen).
Zur Losung werden verwendet:
« direkte Verfahren (z. B. Gau-Elimination),
o iterative Verfahren (z.B. CG, GMRES).

10.8 Genauigkeit und Netzverfeinerung

Die Genauigkeit der FEM-Losung héngt stark von der Netzqualitit ab:
o Kkleinere Elemente — héhere Genauigkeit,
+ mehr Knoten — mehr Unbekannte,
o hoherer Rechenaufwand.
Man unterscheidet:
o h-Verfeinerung: kleinere Elemente,
o p-Verfeinerung: hohere Ordnung der Ansatzfunktionen.

10.9 Energieformulierung

Viele feldtheoretische Probleme lassen sich als Minimierungsproblem einer Energie formulieren. Fiir die Elektrostatik gilt:

We = l/ | E|? a0
2 Q

Die FEM-Losung entspricht einer stationdren Losung dieser Energie. Mit zunehmender Netzverfeinerung konvergiert die berech-

nete Energie gegen den exakten physikalischen Wert.

10.10 Vor- und Nachteile der FEM

Vorteile:

flexibel fiir beliebige Geometrien,

geeignet fiir inhomogene Materialien,

hohe Genauigkeit bei lokaler Verfeinerung.
Nachteile:

hoher Speicherbedarf,

lange Rechenzeiten,

Ergebnis abhéngig von Netzqualitét.

10.11 Fakten und Merkséitze zur FEM

Die folgenden Aussagen dienen als kompakte Entscheidungsgrundlage fiir Multiple-Choice- und Theoriefragen zur Finite-Element-

Methode.

Allgemeine Fakten

Die FEM ist ein numerisches Nidherungsverfahren, kein analytisches Verfahren.

Die FEM l6st partielle Differentialgleichungen iiber eine Diskretisierung des Rechengebiets.
Die exakte Losung wird nicht berechnet, sondern approximiert.

Die FEM basiert auf der schwachen Formulierung der Differentialgleichung.

Diskretisierung und Netz

« Das Rechengebiet wird in Finite Elemente zerlegt.

o In 2D werden meist Dreiecks- oder Viereckselemente verwendet.

« Die Netzqualitat hat direkten Einfluss auf die Genauigkeit.

« Kleine Elemente erlauben bessere Approximation starker Feldgradienten.

Unbekannte und Gleichungssystem

o Unbekannte der FEM sind die Knotenwerte der Feldgroe.

« Die Anzahl der Unbekannten entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade.

« Das resultierende Gleichungssystem ist meist linear.

« Die Systemmatrix ist in vielen Feldproblemen symmetrisch und diinnbesetzt.

Rechenaufwand

« Mehr Elemente — mehr Knoten — mehr Unbekannte.

« Speicherbedarf steigt mit der Netzverfeinerung.

o CPU-Zeit steigt mit der Grofie des Gleichungssystems.

« Iterative Loser sind bei grofien Systemen effizienter als direkte Loser.

Genauigkeit und Konvergenz

« Kleinere Elemente erhohen die Genauigkeit der Losung.

o Hohere Ordnung der Ansatzfunktionen erhoht ebenfalls die Genauigkeit.

« Die FEM-Lésung konvergiert bei Netzverfeinerung gegen die exakte Losung.
o Numerische Fehler verschwinden im Grenzfall unendlich feiner Netze.

Randbedingungen

« Dirichlet-Randbedingungen legen den Wert der Feldgrofe fest.

« Neumann-Randbedingungen legen den Fluss der Feldgrofe fest.

o Dirichlet-Randbedingungen werden direkt im Gleichungssystem umgesetzt.
« Neumann-Randbedingungen gehen iiber den Lastvektor ein.

Physikalische Aussagen

« Die physikalische Energie eines Systems ist methodenunabhingig.

« Die FEM approximiert die Feldverteilung, nicht die Physik.

o Die berechnete Energie konvergiert gegen den exakten Wert.

« Die FEM verletzt keine Erhaltungssitze bei korrekter Formulierung.

Typische Priifungsaussagen

« “Mehr Elemente bedeuten héhere Genauigkeit.” — wahr

« “Die FEM liefert eine exakte Losung.” — falsch

« “Die FEM ist gut fiir komplexe Geometrien geeignet.” — wahr
« “Die Systemenergie hingt vom Netz ab.” — falsch
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11 1-seitige Entscheidungs-Matrix fiir EM-Priifungen

Schritt 1: Zeitverhalten

Frage Konsequenz

Keine Zeitabhingigkeit d/ot=0
Sinusformig, Frequenz f ge- Frequenzbereich, e
geben

Ausbreitung, Phasenver- ~ Wellenregime

schiebung im Raum

Schritt 2: Dominante Physik

Beobachtung Regime

Ladungen, Potentiale, Di- Elektrostatik

elektrikum

Strome, Widerstand, DC Stationére Stromung
Stréme  treiben E, keine  Magnetostatik
Zeitabhangigkeit

AC, Leiter, Skin-Effekt Magneto-Quasistatik (MQS)
Reflexion, Transmission, Im-  Elektrodynamik (Wellen)
pedanz

Schritt 3: Darf ein Potential verwendet werden?

Bedingung ‘Wahl

VxE=0 E=-Vop

vV-B=0 B=VxA
Induktion dominant E=-0A)ot

Wellen direkt E, H ansetzen

Schritt 4: Fiihrende Gleichung

Situation Grundgleichung
Elektrostatik, p = 0 Ay = 0 (Laplace)
Elektrostatik, p # 0 Agp = —p/e (Poisson)
Stationire Strémung V- (aVp)=0
Magnetostatik AA = 7pf

MQS (Leiter) AA — jupcA =0
Welle AE +wueE =0

Schritt 5: Symmetrie — Koordinaten

Geometrie Koordinaten + Abhéngigkeit
Ebene, Platte kartesisch, u(x)
Zylinder, Draht zylindrisch, u(r)
Kugel, Punktquelle spharisch, u(r)
Unendlich lang 90z =0
Rotationssymmetrie d/0p =0
15

Schritt 6: Standardlésungen merken

Gleichung Losungsform

%75 =0 u=Axr+ B
Ta(ru)=0 u=Alnr+ B
Hd()=0 u=A/r+B

' —aPu=0 u = Ae** + Be "
'+ k*u =0 u = Acoskz + Bsinkz

Schritt 7: Randbedingungen (physikalisch)

Rand Bedingung

Idealer Leiter (ES) ¢ = konstant

Isolator (DC) J,=0

Materialgrenze Stetigkeit tangentialer Felder
Symmetrieebene du/On =0

Unendlichkeit Lésung endlich / abklingend

Schritt 8: Pflicht-Checks

Dimensionen korrekt?

Grenzfalle: w — 0, 7 — 00, 0 — 07
Richtungen von E, i s 5 plausibel?
Energicerhaltung bei Wellen erfiillt?

Wenn du unsicher bist: Gehe exakt diese 8 Schritte durch. Keine Abkiirzungen. Jede EM-Priifungsaufgabe ist darin
vollsténdig enthalten.

12 Mathematisches Cheatsheet

Dieses Kapitel deckt die gesamte Mathematik ab, die in Elektromagnetik-Ubungen und Priifungen faktisch benutzt wird: Ab-
leitungen, Integrale, Differentialgleichungen, komplexe Rechnung, Vektorrechnung, Randwertprobleme.

12.1 Elementare Ableitungen und Integrale

12.1.1 Potenzen und Logarithmen

d n_ . n-1 noay "t
2 =ne zdm—n+1
ilnle /1dz:lnz

dz x

Inr tritt systematisch bei zylindrischer Symmetrie auf.

12.1.2 Exponentialfunktionen

d 1
A jar _ e T dy = Leam
dz a

4,
d.

~(atif)e _ _ o\~ (atiB)w
- (a+jB)e
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12.2 Partielle Ableitungen

Bei partiellen Ableitungen werden alle anderen Variablen als konstant behandelt.

12.3 Trigonometrie, Hyperbelfunktionen und komplexe Darstellung

In EM tauchen sin/cos und sinh/cosh systematisch als Lésungen von linearen DGLs auf:

u” + k*u = 0 = sin, cos u” — k*u = 0 = sinh, cosh

Im Frequenzbereich sind trigonometrische Terme oft nur Real-/Imaginérteil komplexer Exponentialansitze.

12.3.1 Definitionen iiber Exponentialfunktionen

jo ot e 4e 1T — eI
e’* =cosx + jsinz = cosx = , sinz = =
2 2j
Tz _ ,—w R
& =¢e & reE sinhx
sinhz = coshz = tanhz =
2 2 oshz

« Kernintuition: sin / cos sind oszillierend, sinh / cosh sind wachsend/abklingend.
« Fiir Randverhalten: exponentiell wachsende Terme werden oft durch Physik/Randbedingungen eliminiert.

12.3.2 Ableitungen

u

u

U
d

. . 1
—— SInx = COST —— COST = —SsInT ftBJle=SEC2.’L‘= )
dx dx dx cos’
d . d . d
——sinhx = coshz —— coshz = sinh — tanha = sech®z = —
dx dz dx cosh® &

12.3.3 Integrale

/sinmdz: —cosz+C /cosmda::sinerC /seczxdz=tanm+0

/sinhzdz:coshw+0 /coshzd:c:sinhz+0 /sechﬁwdz:tanh:c+0

Sehr hiufig (Substitution):

az

ar . € :.
/e sin(bz) dz = m(asm(bz) - bcos(bz)) +C
Jo

. e )
cos(bz) de = 21 (a cos(bx) + bsm(ba:)) +C

12.3.4 Identitdten

Trigonometrie:
sin?z 4 cos’w = 1 1+ tan® z = sec’

cos(a £ b) = cosacosbFsinasinb sin(a &+ b) = sinacosb + cosasinb

Hyperbel:

cosh? z —sinh®z = 1 1 — tanh® z = sech® x

cosh(a & b) = coshacoshb + sinh asinh b sinh(a # b) = sinha cosh b + cosh asinh b

12.3.5 Komplexe Argumente und Beziehungen zwischen trig und hyperbel

Zentrale Briicke:
cos(jx) = coshx sin(ja) = jsinhx

cosh(jz) = cosz sinh(jz) = jsinz

Wenn aus einer DGL formal sin(-) mit imagindrem Argument entsteht, kannst du sie in sinh / cosh umschreiben. Das ist in
MQS/Wellen-Ubergiingen praktisch.

12.3.6 Inverse Funktionen

u
—

e arctanz = T / H;a:z dx = arctanz + C'

d
——artanha =

1
dz Tz (el<D) /mdzfartanhz+c

12.3.7 Phasor-Form (EM-Standard)

Realteil-Konvention: o
u(t) = Re{Ue*"}

Re{Ae’™"} = Acos(wt) Re{jAe“'} = —Asin(wt)

« Vorzeichenfehler passieren beim Wechsel zwischen sin / cos und komplexen Exponentialformen.
« Konsistenzcheck: % cos(wt) = —wsin(wt) muss mit jw im Phasorbereich matchen.

12.3.8 Wann trigonometrisch, wann hyperbolisch?

Ausgangspunkt ist fast immer eine Exponentiallésung:

u(z) = Ae™ + Be "

Umschreibung:
Ae"” + Be " = Cy cosh(yz) + Cs sinh(yz)

« 7 € R: Diffusion, Dampfung, Skin-Effekt = sinh, cosh
o v = jk: Wellen, Oszillation = sin, cos

o cosh: gerade Funktion, oft bei Symmetrieachsen.
« sinh: ungerade Funktion, oft bei vorgegebenem Fluss/Feld.
« Exponentiell wachsende Terme werden bei offenen Gebieten verworfen.

12.4 Gradient, Divergenz, Rotation
12.4.1 Gradient
_ [ 0p Op Iyp
Ve = (az’ ay’ 9z
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Anwendung: .
E=-Vyp

12.4.2 Divergenz

OF, | 9F,  9F.

V.= oz + dy + 0z

Anwendung:
V-J=0 (stationir)

12.4.3 Rotation

B € €y €
VxF=\|0/0x 0/oy 0/0z
F. Fy, s
Anwendung:
~_ 0B
VxE kD
12.5 Vektoridentitdten
V- (VxA)=0
Vx(Ve)=0

Vx(VxA)=V(V-A) - AL

Die letzte Identitét ist zentral fir die Herleitung der Poisson-Gleichung fiir A

12.6 Laplace-Operator in 1D-Form

Kartesisch: ,
d*u
A au
T g
Zylindrisch (rotationssymmetrisch):
Au=1d ()
T ordr \dr

Sphérisch (kugelsymmetrisch):

12.7 Standardlosungen der Laplace-Gleichung

d*u
@=0=>u=Az+B

ld(du

el G

= )=0=>u=A1nr+B
rdr

1d [ ,duy A
aar (Pg)=0=u=748

Diese drei Losungen decken praktisch alle Laplace-Aufgaben in Priifungen ab.

12.8 Gewohnliche Differentialgleichungen

12.8.1 Charakteristische Gleichung

Ansatz:
u=eM =3 A 4aX+b=0

17

12.8.2 Spezialfille
A=tk = u= A" 4 Be™h"

A= +jk = u= Acoskz + Bsinkxz

Exponentiell = Diffusion oder Dampfung.
Sinusférmig = Welle oder Resonanz.

12.9 Komplexe Zahlen und Phasoren

2 =a+jb=|z]e/®

|z| = Va?+b? ¢ = arctan (%)
&% = cosp+ jsing
12.10 Rechnen mit komplexen Groflen

1 a—jb

a+jb  a?+b?

1+
Vi=Tz

Diese Wurzel tritt direkt bei der Skin-Tiefe auf.

12.11 Reeller Teil und physikalische Interpretation
F(@) =Re{fe™"} = | f| cos(wt + ¢)

Komplexe Rechnung ist Rechenhilfe, physikalisch relevant ist immer der Realteil.

12.12 Integralsitze der Vektorrechnung
12.12.1 Gauf3scher Satz

S [ e
//s(vxﬁ%dff:fgsﬁﬁ

Diese Satze verbinden lokale und globale Feldgrofien.

/ 6(z —xo)dz =1

p(7) = q8(7 — 7o)

12.12.2 Stokes-Theorem

12.13 Delta-Funktion

Anwendung:
« Punktladungen
« konzentrierte Quellen
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12.14 Konzeptionelles Vorgehen: lineare DGL

In Priifungen ist die Losungslogik standardisiert:

Llunom] =0

U = Uhom + Upary Mit Llu] =g =
Lltpar] = g

Homogen = Systemstruktur. Partikulir = Antwort auf Quelle. Randbedingungen selektieren die physikalische Losung.

12.14.1 1 Typ erkennen

« Homogen: g(z) =0 (keine Quelle)
o Inhomogen: g(z) #0 (Quelle/Anregung vorhanden)
« Linear (Standardform): a,u™ + --- 4 a1u’ + aou = g()

12.14.2 2 Homogene Lésung unom (charakteristische Gleichung)

1. Setze homogene Gleichung auf:
antu™ + -+ aru +aou =0

2. Ansatz (konstante Koeffizienten):

3. Charakteristische Gleichung P(\) = 0 lésen.

Typische Fille (2. Ordnung):
e Aip€eR:
Unom = C1eM7 + Cae>”
s A=azxjp:
Unom = €7 (C1 cos(Bx) + Casin(Bx))

« Physikalische Selektion: wachsende Terme im Unendlichen verwerfen (falls gefordert).
« Symmetriebedingungen zéhlen als Randbedingungen.

12.14.3 3 Partikuliire Losung upart (nur wenn g # 0)

1. Wihle Ansatzform entsprechend Quelle g(z).
2. Bestimme Koeffizienten durch Einsetzen in die inhomogene DGL.
3. Resonanzregel: Wenn der Ansatz Teil von unom ist, mit 2° multiplizieren, bis linear unabhéngig.

Ansatz-Leitfaden (konstante Koeffizienten):
o g(z) =K = Ansatz upare = A

o g(x) =Y bxz® = Ansatz Polynom Grad m

o g(z) =€* = Ansatz upare = Ae™

o g(z) = cos(wz),sin(wz) = Ansatz upare = A cos(wz) + Bsin(wz)

o g(z) = e** cos(wz) oder e** sin(wz) = Ansatz upare = €**(Acos(wz) + Bsin(wz))

12.14.4 4 Gesamtlosung und Konstanten

u(x) = tnom () + Upart ()

18

Konstanten C; bestimmen iiber:

« Randbedingungen (Dirichlet/Neumann/Robin),

« Symmetriebedingungen,

o Verhalten im Unendlichen (Abklingen/Endlichkeit).

« Dimensionscheck und Grenzfallcheck durchfithren.
« Stetigkeit an Ubergingen priifen (falls Materialgrenzen).

12.15 Grenzwerte und Plausibilitdtschecks

lim1=0 lim jw =0
roo T w=0

Grenzwerte sind der schnellste Weg, mathematische Fehler in EM-Aufgaben zu finden.

12.16 Finale Mathematik-Checkliste

Koordinatensystem korrekt?

Ableitungen vollstandig?

Logarithmen richtig behandelt?

Komplexe Terme korrekt interpretiert?
Exponentielle Losungen physikalisch selektiert?

Wenn du bei einer EM-Aufgabe festhingst: Reduziere sie auf Mathematik. Fast immer ist es eine Laplace-, Poisson-, Diffusions-
oder Wellengleichung.

13 Elektrotechnik und Magnetismus — Priifungs-Spickzettel (Formeln)
13.1 Fundamentale Konstanten
€0 =8854-10"""F/m  po=4r-10""H/m

1
B Vv Hogo

13.2 Maxwell-Gleichungen (makroskopisch)
V.-D=p V-B=0

0B oD
VXE—_E V><H—J+§

13.3 Materialgleichungen

13.4 Elektrisches Potential und Feld



13.5 Laplace- und Poisson-Gleichung

Fiir konstantes e:

13.6 Strom, Stromdichte, Kontinuitét

Stationér:

13.7 Widerstand

13.8 Elektrische Energie
Energiedichte:

Gesamtenergie:

Mehrere Materialien:

13.9 Kapazitéit

Definition:

Energieform:

Zentrale Priifungsformel:

Serienschaltung:

Parallelschaltung:

13.10 Standard-Kapazitidten

Plattenkondensator:

Zylinderkondensator:

Kugelkondensator:

V- (eVV)=—p

Av:—g (p=0= AV =0)

J=0E
I:/J-dA
9p _
V-J+§7O
vV-J=0
U=RI
ao L
T oA
1
welziE-D

Wel = l/eua:Pdm
2 Q

L
Wa=3" 5/n B HERTS)
T2 Ja,

C=¢e—
2meH
¢= In(R2/Ry1)
-~ RiRy
R

13.11 Magnetische Groflen

B=VxA
P = / B-dA
¥=No
13.12 Induktion
do
Uina = rn
dw
Uina = T
13.13 Magnetische Energie
Energiedichte:
Wmag = 5B -H
Gesamtenergie:

13.14 Induktivitét
Definition:
k4
I

Energieform:

Zentrale Priifungsformel:

13.15 Standard-Induktivitéiten

Lange Spule:

2
L— NN A
1
Toroid: )
_uN*H | Ry
L= o In A
13.16 Zeitabhingige Bauelemente
Kondensator: .
du
i) = o
it)=Cy;
Induktor: di
i
t)=L—
ut) =Ly

13.17 Wechselstrom und Phasoren

u(t) = Re{Ue’"}

4 — jw
at !
Impedanzen:
1
Zr =R Zo = ]“’70
19



13.18 Leistung und Energiefluss

Leistungsdichte:
p=E-J
Verlustleistung:
pP= / E-JdQ
Q
Poynting-Vektor:

13.19 Zentrale Dualitaten

e E«H

U+ 1T Q< v

1

w=lerr w=l
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