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1. AUSSAGENLOGIK

1.1. GLOSSAR

Begriff Bedeutung

Aussage Feststellender Satz, dem eindeutig «wahr» oder «falsch» zugeordnet

werden kann. Symbole wie A, B, C... werden dafiir verwendet

Aussagenlogische Form

Kombination von Aussagen, verknipft durch Junktoren

Aussageform Aussagen verknupft mit Variablen
Normalform Standartisierte Aussagenlogische Formen (Formeln)
Negationsnormalform - steht ausschliesslich direkt vor Aussagen oder Konstanten

Verallgemeinerte Disjunktion

— Einzelne Aussage oder Negation

wabhr oder falsch

Disjunktion A v B, falls A und B selbst verallgemeinerte Disjunktionen
sind

Verallgemeinerte Konjunktion

— Einzelne Aussage oder Negation

wahr oder falsch

Konjunktion A A B, falls A und B selbst verallgemeinerte Konjunktio-
nen sind

Disjunktive Normalform

Disjunktion von (oder eine einzelne) verallgemeinerten Konjunktionen
Beispiel: (AABAC) v (AA-BA-C)

Konjunktive Normalform

Konjunktion von (oder eine einzelne) verallgemeinerten Disjunktionen
Beispiel: (AVBVC)A(Av-Bv-C)

Kontradiktion Immer falsch
Tautologie Immer wahr
Junktoren (/Konnektoren) - Negation

A Konjunktion
v Disjunktion (einschliessliches oder!)
= Implikation
& Aquivalenz

Bindungsstarke

= VOr A,V VOI =, &

1.2. FORMELN
(A= B) & (-B = -A) (A©B)e (AAB)V(-AA-B) Av(-AAB)& AVB
(A=>B) & (-AVvB) ~(A=>B)©AA-B (A=>B=>C)e (A=>B)A(B=C()
1.3. RECHENREGELN
Begriff Bedeutung
Abtrennungsregel | (AA(A=B))=>B
Kommutativitat (AAB) & (BAA)

(AVB) & (BVA)

Assoziativitat

AA(BAC) & (AAB)AC
Av(BvC)&e (AvB)vC

Distributivitat
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Begriff Bedeutung
Absorption Av(AAB) s A
AAN(AVB) A
Idempotenz AvA=A
AANA=A
Doppelte Negation | =(-A) & —A & A
Konstanten W = wahr
F = falsch
de Morgan -(AAB) & -Av-B

~(AVB) & -AA-B

2. PRADIKATENLOGIK

2.1. GLOSSAR
Begriff | Bedeutung

Subjekt | «Konkretes Ding» / Stellvertreter einer Variable

Pradikat | «Eigenschaft», zB «ist eine Primzahl»
Pradikate werden oft wie Funktionen geschrieben. Ist P ein Pradikat, dann bedeutet P(x),
dass x das Pradikat erfullt. P(x) ist eine Aussageform.

Quantor | V¥ Allguantor (Fir alle)
3 Existenzquantor (Es existiert)

3. BEWEISEN

3.1. INDUKTION
A(1) A (A(n) > A(n+1)) > A(m),meN

Beispiel: 2 | (6")

1) Verankerung: n =0

—- 21 (6°)
2) Induktionsschrittn = n +1
-2 I (6n+1)

a) Induktionsannahme: 2 | (6")
b) Behauptung: 2 | (6™*7)
c) Beweis: Verwendung der Annahme, um Richtigkeit der Behauptung zu zeigen 2 | (6" + 6)

3.1.1. Techniken

1) Direkter Beweis f(n) = f,(n) =f,(n) =..=f_(n) = g(n)
2) Dfferenz gleich Null f(n) -g(n) =0= f(n) =g(n)

3) Aquivalenzumformung

4) Dritte Grosse (vereinfachen) g(n) = h(n) = f(n)
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4. DIREKTE, ITERATIVE UND REKURSIVE BERECHNUNGEN

41. GLOSSAR
Begriff | Bedeutung

Folge | Nummerierte Liste von Objekten (Folgegliedern)

Reihe | Summe von Folgegliedern einer Zahlenfolge

5. MENGEN
5.1. GLOSSAR
Begriff Bedeutung
Aufzahlend {1,2,3}
Beschreibend {xeN" | x <4}
Machtigkeit Anzahl Elemente einer Menge |M|
Potenzmenge Menge aller Teilmengen einer Menge P (M)
|P(m)] =2!"
Teilermenge T(n) = Menge der Teiler der Zahl n
Kartesisches Produkt | Ax B = {(a,b) | a € A,b € B}

5.2. RECHENREGELN
Fir die Mengen A und B in der Obermenge M gelten die folgen- Weiteres:
den Aussagen:

A\No=A AUuA=M A\B=AnB (ANB)\C=A\(BuU()
A\A=g TOA=AnE ANB=AUB A\ (B\C)=(A\B)U(AnC)
A=A AnB=AUB (A\B)U(ANB)=A

AnA=g A\ (A\B)=AnB (A\B)n(AnB)=o

6. FORMELN, ABBILDUNGEN, RELATIONEN

6.1. GLOSSAR
Begriff Bedeutung

Funktion/Abbildung Zuordnung, die jedem Elemend der Definitionsmenge D genau ein Element
einer Zielmenge Z zuordnet.

Injektive Relation f : D » Z

Abbildungen mit mehreren Argumenten: f :AxB - Z, f(a,b) =y

Graph Menge von Paaren (x, f(x))
GeDxZ
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Begriff Bedeutung
Relation Teilmenge des Kartesischen Produktes mehrerer Mengen
n n
A=T[A.|A]=n;=1a1=]]n
i=1 i=1
— Kleiner-Relation: R_ = {(a,b) | a € A,b € B,a < b}
— Gleich-Relation: R_ = {(a,b) | a € A,b € B,a = b}
— Kleiner-Gleich-Relation: R_=R_UR_= {(a,b) | a € A,b € B,a < b}
Surjektiv Alle Elemente der Definitions- und Zielmenge sind «verknlpft» / jedes Ele-
ment der Bildmenge kommt als Bild vor
Injektiv Alle Inputs haben eindeutige Outputs a, # a, = f(a,) # f(a,)
Bijektiv Surjektiv und Injektiv
Reflexiv Alle Elemente von A stehen zu sich selbst in Beziehunga € A= (a,a) € R
A A
Symmetrisch (a,b) eRA(b,a) eR
(AeB)e (B&A)
Transitiv (a,b) eRA(b,c) eR= (a,c) eR

(AeB)A(B&(C)=> (A& Q)

Aquivalenzrelation

reflexiv, symmetrisch und transitiv &, =

Irreflexiv aeA=-(a,a)eR
Asymmetrisch (a,b) e R = ~(b,a) eR
Antisymmetrisch ((a,b) eR)A((b,a) eR)=>a=b

Ordnungsrelation

reflexiv, antisymmetrisch und transitiv <

Symmetrische Differenz

AAB={xeG|(xeAuB)A-(xeAnB)}
ADMB = (AuB)\ (AnB)
(AMB)AC = AA(BAC)

7. MODULO-RECHNEN

Die Modulo-Relation ist eine Aquivalenzrelation auf Z.
7.1. GLOSSAR

Begriff Bedeutung

Teiler-Relation Fir a,b € Z ist die Teiler-Relation b | a © T(b,a) ©®3geZ:bg=a
blae-b|a
blaeb|-a

Ordnungsrelation auf N

Modulo-Relation Fir a,q,r € Z ist die Modulo-Relation Rq(a,r) ©qla-reasrmodg

~ «relatesto» a ~b & (a,b) R
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Begriff Bedeutung

Quotient, Rest Zu jeder Zahl a € Z und jeder Zahl b € Z gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
qg,reZmita=q-b+r,0sr<>b

Bsp:7=2-3+1

q heisst Quotient

r heisst Rest

Restklassen [b]q ={aeZ|a=bmodqg},q>0
z, = {01, [, [2]g - [4 =11 } = {0,0,2,3,..,9 -1}

—

Vereinfachung

Multiplikatives Inverses | FlUr a € Zq istb e Zq das multiplikative inverse von a, wenna - b =1mod g

Nullteiler Wenn fir a,b € zZ,: ab=0modqg und a#0modgAb #0modgqg, heissen
a, b Nullteiler

7.2. RECHENREGELN

1) (a+b)modn = ((amodn) + (b modn)) modn

2) (a-b)modn = ((amodn) - (bmodn)) modn

3) (a-b)modn=((amodn) - bmodn)) modn

4) a’modn = (a?* - a*) modn = ((a®*modn) - (a*modn)) modn

7.3. PRIMFAKTORENZERLEGUNG
Begriff Bedeutung
ggT(a,b) max{deN|d | and | b}

kgV(a,b) |[minfmeN|a | mab | m}
ab
ggT(a,b)
Teilerfremd | Zwei Zahlen a, b € N heissen Teilerfremd, wenn ggT(a,b) =1

Sei p € N eine Primzahlund g € N,q < p,q # 0 dann ist ggT(p,q) =1

7.4. EUKLIDSCHER ALGORITHMUS

Seiena,be N,a#b,a#0,b#0

Initialisierung: Setze x :==a,y :=bund q == x,r :=x-q - y (d.h. bestimme qundrso,dassx=q - y +r ist)
Wiederhole bis r = 0 ist

Ergebnis: y = ggT(a, b)

7.4.1. Beispiel
gsT(122,72),a =122,b =72
— Init. x,=a=122,y,=b =72

— lteration:
x=y.,|ly=r_, g=xdivy |r=xmody=x-q -y
i=0]122 72 1 50
i=1](72 50 1 22 Muster: r;,, <r;
i=2150 22 2 6
i=3(22 6 3 4
i=4 4 1 2
i=5 2 =ggT(122,72) | 2 0 (immer 0 am Schluss)
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7.5. ERWEITETER EUKLIDSCHER ALGORITHMUS

Seiena,beN,a#b,a#0,bz0

Initialisierung: Setze x:=a,y =b,q:=x+y,r=x-q - y,(u,s,v,t) =(1,0,0,1) (d.h. bestimme q und r
so,dassx=q - y +rist)

Wiederhole bis r = 0 ist

Ergebnis: y = ggT(a,b) =s -a+t - b

Wenn ggT(a,b) =1ist, dann folgt: t - v=1moda

7.5.1. Beispiel

gg8T(99,79)

i X=y,|y=r,|q=x+y|(r=x-q-y|u=s_|s=u_,-q_- v=t_, |t=v_,-q_,-
s, t,

i=0|99 79 1 20 1 0 0 1
i=1(79 20 3 19 0 1 -1
i=2]20 19 1 1 1 -3 -1 4
i=3]19 1 19 0 -3 4 4 -5

Daraus folgend:

— ggT(99,79) =4 - 99 + (=5) - 79 & 396 — 395 = 1

— 99 + (=5) = 94 ist mult. Inv. von 79 in Z,

— 79 + 4 =83 =4 ist mult. Inv. von 99 in Z,,

7.6. KLEINER FERMAT

Sei peN eine Primzahl und xeZ\ {0} mit xP'=1modp | O"

ggT(x,p) =1 n(p-1) =

Dann ist: X' = 1mod p ex =1modp |- x

Daraus folgend: & x™P-) = xmod p

& x"mod(P-1) = x mod p

7.7. SATZVON EULER
Sein e N\ {0} und z € Z mit ggT(z,n) = 1. Dann ist z#(" = 1mod n.

7.7.1. Euler’sche @p-Funktion (Totient)
Sein e N\ {0} und Z;, = {x € Z, | x hat ein multiplikatives Inverses in Z,}.
Dann heisst ¢ (n):

@ (n) = Anz. Elemente in Z_  mit mult. Inversen
= Anz. Zahlen 1 < g < n mit ggt(q,n) =1
=|z;]

7.7.1.1. Rechenregeln

1) Sein € N eine Primzahl, dann ¢(n) =n -1

2) Sein €N eine Primzahl und p € N\ {0}, dann @ (nP) =nP™" . (n-1)

3) Seien m,n € N\ {0} und ggT(m,n) =1, dann @(n - m) = @(n) - (m)

7.8. RSA VERSCHLUSSELUNG

1) Wahle 2 Primzahlen p, q

2) Berechnen=p - q

3) Berechne p(n) =(p-1)(q-1)

4) Wabhle a,b so, dassa - b=1mod ¢ (n)

5) Vergesse p,q,@(p - q). Brauchen wir nicht und riskieren nur, dass uns jemand hackt
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Public key ist nun n, b, Private key ist n,a
Verschlisseln: ¢ mod n ,
Entschlisseln: z° modn & ¢® modn
Sidenote: Firs Alphabet muss n grosser sein als 26
8. LINEARE ALGEBRA
3blb <3
8.1. GLOSSAR
Begriff Bedeutung
Homogenes LGS | M - X =0
Inhomogenes LGS | M - % = b
. . . [R1>Rm
Lineare Abbildung | L : {7( oM
kern(L) = {0} & L ist injekiiv
Kern Lésungsmenge des Homogenen LGS = {)'(' € R" | L(%) = 6}
8.2. PIVOT-GLEICHUNG
(1 X, + 1%, +1%; = -6
(1)) X, +2X, +3x; =-10
(1) 2X, +3X, + 6x; = 18
=
(1) X, + 1%, + 1%, = -6
() = (1) = (1) Ix,+2x; =4
(1) = (1) = 2(1) 1x, +bx, = -6
=
() P+ +IX; =6 X, =-6-X,-X;=-6+2+1=-3
o) = (1) X, +2X; = =b= X, = ~4-2X; = -4 +2=-2
Riickwéirts;ubstitution
(") = (11°) = (11)2%5 = =2 = x, = 1
X, -3
X, | = -2
X5 -1
8.3. GAUSS-TABLEAU
X, X, X5 1
| 1 1 1 -6
I 1 2 3 -10 -(1)
1 2 3 6 -18 -2(In)
=
I' 1 1 1 -6
i 1 -4
11§ -6 -

DMI | HS25
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=
" 1 1 -6
n" 0 1 2 -4
m 0 0 2 -2 . %
=
" 1 1 1 -6 —-(m)
n 0 1 2 -4 =2(m)
m 0 0 1 -1
=
111
Koeffizientenmatrix A = (o 1 2)
001
X, X, X, 1
" 1 1 0 -5 —-(n")
" 0 1 0 -2
1] 0 0 1 -1
=
1 0 0 -3
-2
0 1 -1

N -6 X -
Ergebnisvektor b = (—4) Losungsvektor X = (xz) Lineares Gleichungssystem A - X = b
-1 X3
p = Anzahl Pivot-Variablen.
Wenn bp+1 =..=Db_ =0dannistdas LGS losbar (homogenes Gleichungssystem), sonst unlgsbar.
Wenn p = n dann hat LGS genau eine Losung.
Wenn p < n dann hat LGS unendlich viele Losungen.

8.4. VEKTOREN

8.4.1. Glossar

Begriff Bedeutung
Vektor Liste von Zahlen
L (o
Nullvektor 5=1o
0
0
Ortsvektor Ortsvektor p vom Nullpunkt des Koordinatensystems (0) zum Punkt P
0
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Bedeutung

Richtungsvektor

Y

Richtungsektor AB vom Punkt A zum Punkt B ist b - @

A= (%1),B = (23),AB = (;)

30 T
25 1
20 T
15 1
1.0 1

05 T

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Linearkombination

Linearkombination der Variabeln x,,x,,X; (Bsp. 3 - X, =2 - X, + 4 - X; =
-6). Vektoren werden jeweils mit einer Zahl mutllpI|Z|ert und miteinander
summiert

Lineare Unabhangigkeit

-

\71,v2, ., V, heissen linear unabhanglg wenn die Gleichung

A, - \71,]\2 vz, ,/\ v =0 genau eine Losung hat, namlich

1\1 A2T= =
‘,,) =0 eindeutig l6sbar = 1, vn sind linear unabhéngig
)

Linear unabhangig: V = (;),ﬁ =

()

Linear abhangig: v = (1), ]

()

204 204
15 } 15 |
10 | 10 }
05 | 05 |
0.5 1.0 15 2.0 0.5 1.0 15 2.0
Skalarprodukt deb=c
a1 b1
a,|«|b,|=a,-b,+a,-b,+a, b,
as b,
Betrag/Lange eines Vektors 2
-
a=|\|-3
5
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8.4.2. Vektorenrechnen

Addition:
1 5 1+5 6
Viw=|2|+|-9]|=(2+(-9) |=|-7
3 4 3+4 7
Multiplikation mit reellen Zahlen (=Skalare): a= (;)'B =2.4d= (Z)
1 3-1 3 4.0
3-v=3-(2]=[3-2]=|6 35
3 3:-3 9
3.0 |
25 1
20§
15 §
10 |
05 1
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

8.4.3. Rechenregeln
Falls die Vektoren senkrecht zueinanderstehen, ist das Skalarprodukt gleich O

A0=0
V+0=v
V=-1-V
—V+v=0

8.4.4. Kreuzprodukt

-
6 X b = 6

a, b, a,b, -a,b,

a,|x|b,|=|ab,-a,b,

as b, a,b, - a,b,

DMI | HS25 Seite 12
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=
% =X
a )(b =-\-‘ap_\_\_\ s ’b”f
¥ —
| ] | == é'},bz é‘zby ay‘bz = é‘zby
T 7T T == axb, - a,b,
/3}:‘-’ x ESP\« + ax‘by - aybx

=
HEld =z

8.4.4.1. Eigenschaften

Anti-kommutativ: @ x b = -b x d. Konsequenz: xd=-dxd =0

Distributiv: d x (B + t':') =dxb+dx¢

Gemischt-assoziativ: /\(a x B) = (Ad) xb=dx (AB)

Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ. @ x b x & darf man nicht! (&’ x T)) xC#dx (B x é’)
8.4.4.2. Geometrische Eigenschaften

& x b steht immer senkrecht auf & und auf b.

-

d,b,d x b bilden ein Rechtssystem
a -»>

g | x b| = Flacheninhalt des durch @ und b aufgespannten Parallelogramms
A ) =|6|-|b|-sin(¢p)

— -]

RN i

X

Abbildung 1: Rechtssystem .

Abbildung 2: Flacheninhalt h - a

8.4.5. Vektorraum
Ein Vektorraum ist eine Menge V mit den Rechenoperationen:

e:VxV—>V,(\7,W)H\7$v'|7
O:IRxV—>V,(/\,\7)|—>AO\7

Mit den Eigenschaften:

— Vektoraddition:
— Assoziativgesetz.u® (vew) = (uev)ew
— Existenz eines neutralen Elements 0, eV mitve 0, =0, v =V
— Existenz eines zu v € V inversen Elements -v €V mitv e (-v) = (-v) ®v =0,
— Kommutativgesetz.veu=ueév
— Skalarmultiplikation:
—a0(uev)=(aou)® (aoVv)
—(a+B)ov=(aov)e(Bov)
—(a-B)ov=ao(Bov)
— 10V =v fur das Einselement 1 € K des Skalarkorpers

Gelten diese Eigenschaften fir die Teilmenge eines grésseren Vektorraums W, so nennt man V Untervek-
torraum von W. Heisst: Man hat nur dann einen Untervektorraum V, wenn die Produkte der Multiplikation
oder Addition der Elemente dieses Raumes auch in V liegen. Untervektorrdume sind also unendliche
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Raume mit n Dimensionen weniger, zB W = 3-Dimensionaler Vektorraum, V = 2-Dimensionaler Untervek-
torraum.

KernvonA=U = {5(’ eR" | AX = 6},A € R™" ist ein Untervektorraum von R".

8.4.6. Lineare Abbildung

Eine Lineare Abbildung ist eine Funktion Beispiel
L[ (3 o)) ()
11X - L()'f) N\ o+ . e
¢=mi=(3),d=mb=(7)
mit den Eigenschaften
2.0 1
L(X+7) =L(X) +L(¥) 154
L(A)?) = AL(}) 1.0 ]
Fur jede lineare Abbildung L : R" - R™ gibt es eine 0.5
(Abbildungs) Matrix M € R™" mit der Eigenschatft, ; ; ; ; ;
2\ = M3 -6 -5 -4 -3 -2 - 1 2 3
dass L(X) = MX e
m, .. m, -1.0
M = : : -15
mm1 ° mmn
-2.0
m;; =&+ (&)
8.5. MATRIZEN
8.5.1. Glossar
Begriff Bedeutung
Spaltenvektoren Spalten der Matrix als Vektoren

Zeilenvektoren Zeilen der Matrix als Vektoren

Rang Wieviele Spaltenvektoren einer Matrix linear unabhangig sind

Nullmatrix

Quadratische Matrix | M € R™" Gleichviele Zeichen und Spalten

X, 0 0 0
0 x, 00
0 0 x;3 0
00 0 x,

Diagonalmatrix

(immer quadratisch und symmetrisch): D = ,d;j=0 fiiri#j

Einheitsmatrix
(immer diagonal): E =

©C OO =
[=IN =R
(= = =)
- O OO

Symmetrische Matrix

WIN =

. , A AT o
(immer quadratisch). A= A", a;; = a;;, (

Obere Dreiecksmatrix X X2 X3 ..
0=[0x x|,0,=0firi>j
00 Xg

Kovarianzmatrix immer symmetrisch

Regulare Matrix

Quadratische Matrix mit hdchstem Rang (Rang = Anzahl Spalten/Reihen)

Singulare Matrix

DMI | HS25

Quadratische Matrix mit kleinerem Rang (Rang < Anzahl Spalten/Reihen)
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Begriff | Bedeutung

Invertierbare Matrix Fir A € R™" heisst A invertierbar, wenn es eine Matrix A~ gibt, sodass A - A™1 =
A1 . A = Einheitsmatrix (E). Dies ist der Fall, wenn A Regular ist.

8.5.2. Definition
Matrix mit 2 Zeilen und 3 Spalten

— 145 2x3
A= (2 3 7) <R
Komponenten von A: a;;
i: Zeilenindex, j: Spaltenindex. Bsp: a,;, =7

8.5.3. Matrizen als Vektoren interpretieren
- A ist ein 6-Dimensionaler VR (Vektorraum)

Q4 1 a4 1
a;, 4 a;, 2
. a . a

variante1: | 93 | =] 2 ,Variante2: | "B | = 4
14 2 a,, 3
Q5 :; Q.5 3

Q.6 Q6

a,
R*<1 - | % | Spaltenvektor

R" interpretiere als

a,

R™" - (a; a, .. a,) Zeilenvektor

Zu A gehorige Zeilenvektore Zu A gehoérige Spaltenvektore
a=(145),a=(237) - (1\ - [&\ - [5
1 . 2 a1= 2,a2= 3,(13= 7
A= «a, -\ (145
\ea, -] \237 T 11 145
A=|a a a,|=
1 72 73 237
I 11
8.5.4. Matrizen transponieren
Transponierte Matrix A € R™" ware: AT € R™™ 10
A= (a,.j),AT = (aji) A=l02]e |R3x2,AT = (; g i) e |RZX3,
Rolle von Zeile und Spalte vertauscht: a; - a; 31
Bsp: ; T
41 =(145)
5

DMI | HS25 Seite 15
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8.5.5. Matrizen invertieren

B369-6E9- 636G -6E -6

(S, EEWE, B | ]
S—

8.5.6. Matrixmultiplikation
Meistens nicht kommutativ (A - B # B - A)
B muss genau gleich viele Zeilen haben wie A Spalten

AeR"*. BeR*",C=A-BeR"*"
l

G = Z a;,by;

k=1
2 3 1) _
4 =17

8.5.7. Determinante
Determinante einer quadratischen Matrix ist eine reelle Zahl

0 = O
O O

(2-6+43-1+1-8) (2-4+3-0+1-9)\ (23 17
N4 -64-1-1+7-8) (L-4t+-1-0+7-9)] \79 79

1x 1 Matrix : det(a) = a

b a_b
2 x 2 Matrix : det(g d) =ad-cb d e
g h
. a1 Ay, Qg3
3x 3 Matrix: det| @y, Gy @y; | =0,0,,05; +0a,,0,305, +0,,0,,0;,
as, a3, a33
—03,0,,0,3 — Q53,0,30,; — 0330,,4,,
Bsp:
a b\(x\_/[e
cd/\y] \f
eb
. det(f d) _ed-fb
- ab\ ad-cb
det(C d)
a e
- det(c f) _af -ce
- ab\ ad-cb
det(C d)

Definition der Determinante:

R™n —» R
det: {M  det(M)

Definition Gber Eigenschaften:
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det(1) =1
v Ay .. . a, .
det| .. Ad, .. | =Adet| .. d,
an an
a, g .. . d .
det| .. d, +b, .. | =det| .. (?:k « | +det| .. b,
d, a, . d,
det M = 0 wenn M 2 nicht linear unabhéngige Zeilen
- - . /
hat. Heisst: Transformierte Vektoren auch linear ab- - = = = = = = =
- 05 : 15 20 25 30 35 40
hangig. -14
m=("1 "2 det(m) =0 ~
“\=2 &4 ) - 31
. [2\ - ~4
o ()o- (2)
5 - -5
-6
- - 1 r g rd 4
c=Ma-= (_2),d-Mb- (—8) 4
- . . > -8 1
= ¢ linear abhangig zu d
Bsp:
12 3 123
det[ 8 10 12 | =2det{ 4 5 6
11 4 114
12 3 1700 02 3
det| 8 10 12 | =det|{ 8 10 12 | + det| 8 10 12
11 4 11 4 11 4
12 3 1700 010 00 1
det| 8 10 12 | =det|{ 8 10 12 | +2det| 8 10 12 | + 3det| 8 10 12
11 4 11 4 11 4 11 4
Bsp:

DMI | HS25 Seite 17
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021
det|1 0 1| =-2det 1 +0det 01 -4 det 01
32 32 11
342
=-2(2-3) +0-4(-1)
=2+4=6
+ -+ - ..
-+ - + ..
Vorzeichen: | + - + - ...
-+ -+ ..
021 11
Vorgehen: |1 0 1 —>—2det(3 2)
342
021
101 —>0det(g ;)
342
021
101 —>—4det(2 1)
3 2

Weitere Eigenschaften:

— Die Determinante wechselt beim Vertauschen von Zeilen ihr Vorzeichen

— Wenn wir zu einer Zeile einer Matrix ein Vielfaches einer anderen Zeile dazuzahlen, andert die Deter-
minante ihren Wert nicht

/\1 * %
= det(M) = (-)det| 0 ~ = |=A,-..-4,
Gauss 00 I\n

Weiteres:

det(AM) = A" det(M),M € R™"
A *
det(0 B) = det(A) - det(B)

det(A - B) = det(A) - det(B)
_ 1
~ det(A)

det(AT) = det(A)

det(A™)

« >
S—

« Q-
- Tt

Volumen eines Spats = det(

=a- (bx¢)
Volumen = Grundflache - Hohe
= T)xé’l - |d| - cos(ep)

=|d - (b xf)l
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Determinante im 2D-Raum sagt aus, wie stark
eine Flache auf dem Koordinatensystem skaliert
wird sobald durch die Matrix transformiert. Beispiel:

det((z) g) = 4 bedeutet, dass die Flache vervierfacht 10 T

wird. 05 1

>_ (1) - (1 ois 1.:0 1.:5
Jo=(1)5=(3)

8.5.8. Eigenwerte
a1
Gegeben: A = (_2 4)

X heisst Eigenvektor zum Eigenwert A

Gegeben: Matrix A € R™"
Ein Vektor ¥ # 0 heisst Eigenvektor zum Eigenvenwert A, wenn AV = AV ist.
AV-AV =0
& (A-A1)V=0
Wenn A gegeben ist, ist das ein homogenes lineares Gleichungssystem in v. Davon suchen wir nicht-
triviale Lésungen (¥ # 0).
A heisst Eigenwert von A & A — A1 ist singular & rang(A-A1) <n & det(A-A1) =0

Wenn A € R™", dann ist det(A - A1) ein Polynom von Grad n. (Charakteristisches Polynom). Eigenwerte
sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

A= (%)
det(A - A1)
1-A 1
=det( 2 4—/\)
=(1-A)(4-A)-(-2) -1

=A2-5A+4+2
=A2-5A+6 = Charakteristisches Polynom

Nullstelle des char. Polynoms
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A2-50+6=0
@/\:5*‘/25'24
2
5+1
SA= >
& A€ {32}

Eigenwerte von AsindA=2und A =3

Fiir diese Zahlen ist die Matrix A — A1 singulér, d.h. die Gleichung (A - A1)V = 0 hat nicht-triviale Losungen.
Diese heissen Eigenvektoren.

8.5.9. EigenwertA =2 8.5.10. EigenwertA =3
(A-2-1) (A-3-1)

-(24)-(62) -(24)-(3)
2 -(27)

Matrizen haben Rang von 1

(A-21)V =0 (A-31)V =0
v, v, 1 v, v,
-1 -2
-2 2 0 -2 1
=>—v1+v2=0 =>—2v1+v2=0
=V1=V2 =v2=2v1

(o)) oo

Fur alle p # 0 ist ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert V = (;) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 3.
A=2

8.5.11. Diagonalisierbar

A € R™" heisst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix X gibt, so dass X'AX =D (D ist eine
A, 0 0

Diagonalmatrix [ 0 -~ 0
0 0 A

n

Wenn A diagonalisierbar ist, dann sind die Spalten von X linear unabhangige Eigenvektoren, also eine
Basis von R", die nur aus Eigenvektoren von A besteht.

Das umgekehrte gilt auch. Das erlaubt uns, X zu konstruieren.
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0
T 1Tt T T\[/A, 00
oAV, ..V, |=(V, ..V, ]lO - O
1Ll L1 L/\0 0 A
T 1T 1 L
oAy, . Ay, | =[A0, .27,
U Ll
=Y A"1 = /\1\71 /\A\'i2 = AV, A AA"n = /\n\'?n

8.5.12. Rechenregeln
(A-B)-C=A-(B-C)=A-B-C

(A+B)-C=A-C+B-C
C-(A+B)=C-A+C-B
E-A=A-E=AfirAeR™
(A7) =4
(A+B)T =AT +BT
(AA)T = AAT
(A-B)T=BT . AT

8.5.13. Alternative Berechnungsstrategie von Eigenwerten
1, {a b\ _a+d A+A
Mean m = = tr = =
2 (c d) 2 2

ab
Productp = det(C d) =ad-bc=AA,

A1,z =m iwlmz—p

8.6. ANALYTISCHE GEOMETRIE
beste playlist
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8.6.1. Geraden
8.6.1.1. Parameterform (Punktrichtungsform)
g: X= p +t- PX  ,teR
(") St'LitzI:ktor Richtungsvektor
y

. (4 -1
Gpsp * X =(2) +t'(2)

Aus Koordinatenform umwandeln: Richtungsvektor steht senkrecht
zum Normalenvektor

8.6.1.2. Koordinatenform
g:ax+by+c=0
gbsp:2x+y—10=0

Aus Parameterform umwandeln:

X=4-1t
y=2+2t
t=4-Xx

29.01.2026

(=} 'Ul S T8 ©
>< o

y=2+2(4-x)=10-2x
&2x+y-10=0

8.6.1.3. Normalenform

- - N
g:|x- P . i =0
A A 'ad
Stiitzvektor Normalenvektor

) )

Aus Koordinatenform umwandeln (p bleibt gleich):
5 [2
2X+1y-10=0=n = ( )

8.6.1.4. Hessesche Normalenform

> 12 1
gbsp:X°_(1)__=o

b, = Abstand der Geraden g vom Ursprung.

8.6.1.5. Abstand berechnen
Abstand a von Punkt P zur Geraden X e h’o - b0 =0

=2 -
a-P-nO—b0

DMI | HS25
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8.6.2. Ebenen
8.6.2.1. Parameterform
E:%X= p +s- AB +t- AC ,s,teR
(x) Stijtz:/”el<tor Spannvektor Spannvektor
y
0 3 -1
Ebsp:x =11 +s |2 +t-| O
2 1 2
8.6.2.2. Normalenform
E: )? - ﬁ ° ﬁ =0
Stiitz‘\.l'ektor Normalenvektor
0 4
Epsp | X— |1 o| -7 =0
2 2
Aus Parameterform umwandeln (p bleibt gleich):
3 -1 4
n=|2|x|0|=|-7
1 2 2
Koordinatenform
E:ax+by+cz+d=0

8.6.2.3.
t4x -7y +22+3=0

Ebsp

Aus Normalenform umwandeln (ausmultiplizieren):
4
=0=4x-7y+2z+3

xX-0
y=-1]e|-7
zZ-2 2
8.6.2.4. Vereinfachte Normalenform
E: )? ° ﬁ - b =0
Normalenvektor Peit
A
Ebsp:x- -7 +3 =0
2
Aus Koordinatenform umwandeln: 1x -7y +2z+3 =0
1
-7|+3=0

Xe
2

Seite 23
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8.6.2.5. Hessesche Normalform

E:Xen, - b0 =0
i b
[A] []
4
EpspiX e —=[-7])- 2= =0
J69\ 2 \/69
Aus Normalenform umwandeln:
1 4
b=3, || =69, i,=—|-7], b
\/69 2

8.6.2.6. Abstand berechnen
Abstand a von Punkt Q zur Ebene X « ii, - b, = 0

a=qsii,-b,

Abstand von Punkt P(2,8,2) zur Ebene E : 2x -y + 4z =1

|| =v21
2x-y+4z-1

V21

L, 2:2-1-8+4-2-1

gl 7
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