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Hinweise:

Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Ldsen Sie die Ubungen
sorgfaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

(Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbiicher helfen beim Lésen von Ubungen
und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die Problemstellung.

Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Ziele

In diesen Ubungen geht es darum, Ihnen den Umgang mit Binar- und Hexadezimalzahlen natirlich werden
zu lassen, da diese Zahlen in der Informatik stdndig vorkommen. Dezimalzahlen hingegen spielen so gut wie
keine Rolle. Verwenden Sie keine Hilfsmittel.

Aufgabe 1 Dezimalzahlen als Polynom
Stellen Sie die folgenden Dezimalzahlen als Polynom dar.
ZB.111=1 x10*+ 1 x10* + 1 x 10°

a) 345 3 x10%2+ 4 x10'+ 5 x 10°
b) 9999 9 x1034+ 9 x 102+ 9 x 10+ 9 x 10°
c) 10000 1 x 10* da die anderen Stellen 0 sind, tragen sie nicht zur Summe bei
d) 701 7 x10%2+ 0 x 101+ 1 x 10° oder 7 x 10% + 1 x 10°
e) 0 0 x 10°
Aufgabe 2 Dualzahlen als Polynom

Stellen Sie die folgenden Dualzahlen zunachst als Polynom mit Zweierpotenzen und dezimalem
Exponenten, dann als Summe von Dezimalzahlen und schliesslich als Dezimalzahl dar

ZB.:0101=22+20=4+1=54

a) 0001 =20=1,

b) 0010 =21=2,

c) 1000 = 23 =8,

d) 0100 =22 = 4,

e) 0011 =21 42°=2+1= 3,

f) 0110 =22 +21=4+42= 6,

g) 1100 =23 4+22=8+4+4= 12,

h) 1111 =23 4+224+4214+2°=84+4+2+1= 154
i) 1010 =23 4+2'=8+2= 104

j)  Was ist der Unterschied zwischen der Binarzahl 0000 und 0000’'00007?
Beide Zahlen stellen denselben Wert dar, namlich 0. Allerdings bezieht sich 0000 auf 4 Bit,
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0000°0000 jedoch auf 8 Bit. Diese Unterscheidung ist wichtig, da durch die zusatzlichen Nullen auch
mehr Speicherplatz impliziert wird.

Aufgabe 3 Dezimalzahl in Dualzahl umformen
Wandeln Sie folgende Dualzahlen in Dezimalzahlen um. Stellen Sie die Zahl zuerst als Polynom dar
a) 1011 1x234+0x22+1x2'+1x2°=84+0+2+1=11

b) 0011 0101 0x274+0x20+1x2°+1x2*4+0x23+1x22+0x2'+1x2°
=0+0+32+16+0+4+0+1=053

c) 1 1x2°=1

d) 11111111 1x27+1x2°+1x25+1x2%+1x234+1%x22+1x21+1x2°
=1284+64+32+16+8+4+2+1=255

e) 0 0x20=0

f) 0001 0000 0000 0x2+0x204+0x27+1x28+0x27+0x204+0x%x25+0x2*
+0x224+0x224+0x2"+0%x2°=04+04+0+2564+0+04+0+0+0+0+0+0= 256

g) 10101010 1x274+0x2°+1%x254+0x2*+1x22+0x22+1x21+0x2°
=1284+0+324+0+84+0+24+0=170

Diese Methode zeigt, wie jede Position in einer Dualzahl einem bestimmten Wert in der Dezimalzahl
entspricht — basierend auf Zweierpotenzen.

Aufgabe 4 Dualzahl in Dezimalzahl umformen
Wandeln Sie folgende Dezimalzahlen in Dualzahlen um.

a) 2024 0111 1110 1000
b) 255 1111 1111

c) 11 1011

d) 658345 1010 0000 1011 1010 1001

e) 00067340 0001 0000 0111 0000 1100

fy 5 0101

g) 257 0001 0000 0001
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Diese Dualzahlen sind das Ergebnis der schrittweisen Teilung der Dezimalzahlen durch 2 und der Bildung
der Binarzahl durch Anordnung der Reste in umgekehrter Reihenfolge.
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Aufgabe 5 Zaubertrick (aus der zweiten Klasse Primarschule)

Der Zauberkinstler bittet einen Zuschauer, sich eine Zahl n zwischen 0 und 31 auszudenken (und ggf. zu
notieren). Danach zeigt er ihm nacheinander folgende fiinf Tabellen mit der Bitte jeweils zu sagen, ob n in
der jeweiligen Tabelle enthalten sei.

Tabelle 1:
1 3 5 7
9 11 13 15
17 19 21 23
25 27 29 31

Tabelle 2:

2 3 6 7
10 11 14 15
18 19 22 23
26 27 30 31

Tabelle 3:

4 5 6 7
12 13 14 15
20 21 22 23
28 29 30 31

Tabelle 4:

8 9 10 11
12 13 14 15
24 25 26 27
28 29 30 31

Tabelle 5:
16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 31

Zur Uberraschung der Zuschauer kann der Zauberkiinstler jedes Mal die Zahl richtig erraten. Erklaren Sie
mithilfe des Binarsystems, wie dieser Trick funktioniert. Versuchen Sie dazu zunachst Gemeinsamkeiten der
Zahlen innerhalb einer Tabelle zu erkennen (im Zweifelsfall stellen Sie alle Zahlen einer Tabelle als
Binarzahlen dar). Entwickeln Sie ein Verfahren, wie der Zauberkinstler aus der gegebenen Information
(ja/nein = 1 Bit) die Zahl ermitteln kann.

Wir kdnnen jede Tabelle als Bit einer 5-Bit-Dualzahl betrachten. In Tabelle 1 sind alle Zahlen, deren LSB auf
1 ist. In der Tabelle 2 sind alle Zahlen, die an der Stelle 2 in Binardarstellung ein gesetztes Bit haben usw.

Das Verfahren fiir den Zauberkinstler besteht also darin, immer dann 2™' zu addieren, wenn der Zuschauer
bei Tabelle m «Ja» sagt. Er nimmt also eine Umformung der fiinfstelligen Binarzahl in das Dezimalsystem
vor, die dadurch entsteht, das jedem «Ja» eine 1 und jedem «Nein» eine 0 zugeordnet wird.
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Aufgabe 6 gebrochene Dezimalzahl in Dualzahl umwandeln
Wandeln Sie folgende Dezimalzahlen in Dualzahlen um. Zeigen Sie den Lésungsweg fiir die Umwandlung.

a) 0.625 0.101

b) 0.375 0.011

c) 0.3 0.01001

d) 0.16 0.00101000111101011100
e) 0.4 0.0110

f) 0.9 0.11100

Bei diesen Umwandlungen ist zu beachten, dass einige Dezimalzahlen keine exakte Darstellung im
Binarsystem haben und daher als periodische Binarzahlen dargestellt werden. Die angegebenen
Binarzahlen sind daher Naherungen.

Aufgabe 7 gebrochene Dualzahl in Dezimalzahl umwandeln

Wandeln Sie folgende Dualzahlen in Dezimalzahlen um. Stellen Sie zuerst die Zahl zuerst als Polynom dar.
Berechnen Sie anschliessend die Lésung.

a) 0.101 =1x214+0x22+1x23=05+0.125 = 0.625
b) 0.011 =0x21+1x22+1x273=0.25+0.125=0.375
c) 0.0011 =0x214+0x22+1x23+1x2"*=0.125+0.0625 = 0.1875
d) 0.1101 = 1x214+1%x224+0%x23+1x27*=0.5+0.25+0.0625 = 0.8125
e) 0.110011 = 1x2T+1x2240%x234+0x2*+1x254+1x%x27°
= 0.5+ 0.25+ 0.03125 4+ 0.015625 = 0.796875
f) 0.11011011 = 1X21+1x2240%x234+1x2*+1%x2540x2°+1x27+1%x278

= 0.5+ 0.25+0.0625 + 0.03125 + 0.0078125 + 0.00390625 = 0.85546875

Diese Berechnungen zeigen, wie jede Position einer gebrochenen Dualzahl als negative Zweierpotenz
betrachtet wird, um die entsprechende Dezimalzahl zu erhalten.

Aufgabe 8 Addition von Dualzahlen
Fihren Sie folgende Rechnungen durch.

a) 0101 11012+ 1001 01102 1111 0011
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b) 1112+ 1012 1100
c) 010001102 + 10102 0101 0000
d) 1112+ 1112 1110

Aufgabe 9 Welche Zahl verbirgt sich dahinter

Ein Computersystem verwendet eine 8-Bit-Architektur und arbeitet mit dem 2er-Komplement-Verfahren zur
Darstellung von vorzeichenbehaftetet Zahlen. Welche Dezimalzahl verbirgt sich hinter der gegebenen
Dualzahl?

a) 1100 1111 1 Bit = 1 -> negative Zahl
Umkehrung des 2er-Komplements: N(1100 1111 — 1) = N(1100 1110) = 0011 0001 =
0011 0001 = 4910, L6sung: -49

b) 1000 0010 1 Bit = 1 -> negative Zahl
Umkehrung des 2er-Komplements: N(1000 0010 — 1) = N(1000 0001) = 0111 1110 =
0111 1110 = 12610, L6sung: -126

c) 0100 1111 1 Bit = 0 -> positive Zahl 0100 1111 = 7910

Hinweis:

Die Lésung verwendet den Algorithmus: 1 von der neg. Zahl subtrahieren und anschliessend Flip der Bits.
In der Vorlesung haben wir folgendes verwendet: Flip der Bits und anschliessend 1 addieren.

Es ist zu sehen, dass beide Algorithmen zum korrekten Ergebnis fihren.

Aufgabe 10  Subtraktion durch Addition

Fuhren Sie folgende Subtraktionen durch, indem Sie diese durch eine Addition ersetzen. Bestimmen Sie
zuerst das entsprechende Komplement (additives Inverse) und fuhren Sie anschliessend die Addition durch.

a) 7510 — 2610 10er-Komplement von 26 =99 - 26 + 1 =74
75+ 74 =149 Uberlauf ignorieren = 49
b) 13410 — 5810 10er-Komplement von 058 = 999 — 58 + 1 = 942
134 + 942 = 1076 Uberlauf ignorieren = 076 = 76
c) 2520710 — 99310 10er-Komplement von 00993 = 99999 — 993 + 1 = 99007
25207 + 99007 = 124214 Uberlauf ignorieren = 24214
d) 11112-10102 2er-Komplement von 1010 = N(1010) + 1 = 0101 + 1 = 0110
1111 + 0110 = 10101 Uberlauf ignorieren = 0101 = 101

e) 1011112—-110012 2er-Komplement von 011001 = N(011001) + 1 = 100110 + 1 = 100111
101111 + 1001111 = 1010110 Uberlauf ignorieren = 010110 = 10110
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f) 11012-11012 2er-Komplement von 1101 = N(1101) + 1 = 0010 + 1 = 0011
1101 + 0011 = 10000 Uberlauf ignorieren = 0000 = 0
g) 71s-—25s 8er-Komplementvon 25 =77 -25+1=52+ 1 =53
71+ 53 =144 Uberlauf ignorieren = 44
h) 174s—54s 8er-Komplement von 054 = 777 -54 + 1 =723 + 1 =724
174 + 724 = 1120 Uberlauf ignorieren = 120

Aufgabe 11 Multiplikation
Fihren Sie folgende signed Multiplikationen (4-Bit) durch.

a) 1100 x 1001 = 0110 1100, da wir mit 4 Bit rechnen, entsteht ein Uberlauf.
Das effektive Ergebnis ist 1100 = -

b) 1010 x 0011 = 0001 1110, 4Bit: 1110 = -2
c) 0010x 1111 = 1111 1110, 4Bit: 1110 = -2
d) 0111 x0010 = 0000 1110, 4Bit: 1110 = -2

Feststellung: Die Multiplikation funktioniert ohne explizite Bildung des 2er-Komplements, weil die Operanden
bereits im 2er-Komplement vorliegen und die Operation als wiederholte Addition im Ring Z/2" Zausgefuhrt
wird.

Korrekterweise mussten die Resultate als 8-Bit-Ergebnisse betrachtet werden.

Aufgabe 12  Rechnen mit Polynom

Fuhren Sie folgende Operationen aus, indem Sie die Zahlen zuerst in Polynome umwandeln und die
Operation anschliessend mit den Polynomen durchfiihren.

Bsp: 1101 + 110 = (23 + 22 +29) + (22 +2) =23 +2x 22 +21+20=8+2x4+2+1=19

a) 101+110 (22+29+ (22 +2Y)=2x22+2'+2°=8+2+1=11
b) 110 -011 22+2H) - (21 +29=22-2°=4-1=3
c) 101 x111 (22429 x(22+21 429 =2 +2%+ 22422421 + 20

=16+8+4+4+2+1=35

Aufgabe 13  Stellenwertsystem und romisches Zahlensystem

Erklaren Sie die Unterschiede zwischen einem Stellenwertsystem und dem rdmischen Zahlensystem.
Uberlegen Sie sich zuerst die Eigenschaften eines Stellenwertsystems und vergleichen Sie diese mit dem
rébmischen Zahlensystem.
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Das Stellenwertsystem basiert auf der Position der Ziffern und verwendet eine Basis (wie 10), wahrend das
romische System feste Symbole fir bestimmte Werte verwendet, ohne eine Basis oder Stellenwerte zu
bericksichtigen. Die Position dient dort fur die Entscheidung ob Addition oder Subtraktion der Zahl.

Aufgabe 14 Interpretation einer Menge von Bits
Interpretieren Sie folgende Menge an Bits als Binarzahl, Tupel, Menge, Vektor, Polynom sowie Zustand:

1101 0101

a) Binarzahl 11010101
b) Tupel (1,1,0,1,0,1,0,1)
c) Menge {0, 1}

1

1

0

1
d) Vektor 0

1

0

1
e) Polynom 1-27+1-2°4+0-2541-2*+0-23+1-22+0-214+1-2°
f) Zustand Kdénnte ein Zustand eines Speicherregisters (Adressierung, Anweisung, usw.) sein.
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Aufgabe 15 Hexadezimalzahl als Polynom
Stellen Sie folgende Hexadezimalzahlen als Polynom zur Basis 16 dar.

a) 2B3n 2-16%+11-16' +3-16° = 691
b) CA4En 12-16% +4-16 + 14 - 16° = 3150
c) 3F4CO% 3-16*+15-16%3+4-16%+ 1216 +9-16° = 259273

Aufgabe 16  Hexadezimal und Binar

Bestimmen Sie die angegebenen Bits der gegebenen Hexadezimalzahl als Binarzahl. Stellen Sie diese dann
als Hexadezimalzahl dar.

Beispiel: Bits 8 bis 2 von 1234n
Losung: Lésung: b = 1234 = 0001'0010°0011°0100s, b8 ... b2 = 000"1101b = ODn

f)  Bits 14 bis 3 von 9AE3h
b =9AE3n = 1001°1010°1110°0011s, b14 ... b3 = 0011'0101"1100b = 35Ch

a) Bits 20 bis 6 von A1B2C3h
b =A1B2C3n =1010°0001°1011°0010°1100'0011b, b20 ... b6 = 000'0110'1100'1011p = 06CB

b) Bits 11 bis 4 von CAFEn
b= CAFEn=11001010"1111"1110p, b11 ... b4 = 1010"1111b = AFn

Aufgabe 17  Hexadezimal ohne Binar

k) An welchen Stellen und an welchen Bits stehen die beiden Ziffern 4 und A in der Zahl 78A489n7?
4 steht an Stelle 2 bzw. Bits 11 bis 8. A steht an Stelle 3 bzw. Bits 15 bis 12.

Ziffer: 7 8 A 4 8 9
Stelle: 5 4 3 2 1 0
Bits: 23...20 19...16 15...12 11...8 7..4 3..0

I) Bestimmen Sie direkt, also ohne ins Binadrsystem umzurechnen, die Bits 11 bis 4 von CAFEh.
Es sind die Bits der beiden Stellen 2 (Bits 11 bis 8) und 1 (Bits 7 bis 4), also AFn.

m) Bestimmen Sie direkt, also ohne ins Bindrsystem umzurechnen, die Bits 23 bis 8 von 6709AFFEn.
Es sind die Bits der Stellen 5 (Bits 23 bis 20) bis 2 (Bits 11 bis 8), also 09AF.
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Aufgabe 18  Rechnen mit Zweierpotenzen in Prafixschreibweise
Berechnen Sie ohne Hilfsmittel und stellen Sie das Ergebnis in Prafixschreibweise dar.

h) 128 x 64 27 x 26 = 2746 = 213 = gK

) 4G x2K 232 x 211 = 232+11 = 243 = gT

i) 256 x2M 28 x 221 = 28421 = 229 = 512
k) 8T/64K 243 ) 216 = 243716 = 227 = 128
) 128K/512 217 /29 = 2179 = 28 = 256

m) 4M/ 256 222 28 = 22278 = 214 = 16K

n) Ein Computer habe 32GB Hauptspeicher. Wieviele Datenstrukturen zu je 512K wiirden in diesen
Speicher passen? 32GB /512K =235 /219 = 235719 = 216 = 64K
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Zahlenbereiche je Bits

Wie viele Zahlen kann man jeweils mit den folgenden Bits darstellen? Stellen sie die Ergebnisse in
Prafixschreibweise dar. Geben Sie auch die kleinste und grosste Zahl in Hexadezimalschreibweise an.

h) 2 Bit

) 4 Bit

i) 7 Bit

k) 8Bit

) 9Bt

m) 10 Bit

n) 11 Bit

o) 12 Bit

p) 13 Bit

q) 16 Bit

r) 24 Bit

s) 32 Bit

a) 64 Bit

22 = 4 Zahlen — Zahlenbereich von 0 bis 3.

24 =16 Zahlen — Zahlenbereich von 0 bis F.

27 =128 Zahlen — Zahlenbereich von 00 bis 7F.

28 = 256 Zahlen — Zahlenbereich von 00 bis FF.

29 = 512 Zahlen — Zahlenbereich von 000 bis 1FF.

210 = 1K Zahlen — Zahlenbereich von 000 bis 3FF.

211 = 2K Zahlen — Zahlenbereich von 000 bis 7FF.

212 = 4K Zahlen — Zahlenbereich von 000 bis FFF.

213 = 8K Zahlen — Zahlenbereich von 0000 bis 1FFF.

216 = 64K Zahlen — Zahlenbereich von 0000 bis FFFF.

224 = 16M Zahlen — Zahlenbereich von 00’0000 bis FF’FFFF.

232 = 4G Zahlen — Zahlenbereich von 0000'0000 bis FFFF'FFFF.

264 = 16E Zahlen (sehr ungewohnlich, wird so kaum verwendet) — Zahlenbereich von

0000°0000°0000°0000 bis FFFF'FFFF'FFFF’FFFF.
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Aufgabe 20 Bits per Zahlenbereich
Wie viele Bits bendtigt man, um die folgenden Anzahlen an verschiedenen Zahlen darstellen zu kbnnen?

a) 15d 8 <15 <16 = 24 = 15 Zahlen bendétigen 4 Bit

b) 16d 8 <16 < 16 = 24 = 16 Zahlen bendtigen 4 Bit

c) 17d 16 <17 < 32 = 25 = 17 Zahlen bendétigen 5 Bit

d) 100d 64 <100 <128 = 27 = 100 Zahlen bendtigen 7 Bit

e) 1000d 512 <1000 < 1K = 2'9 = 1000 Zahlen bendtigen 10 Bit

f) 10°000d 8K <10'000 < 16K = 2% = 10’000 Zahlen benétigen 14 Bit

g) 100°000d 64K < 100'000 < 128K = 2'7 = 100’000 Zahlen bendtigen 17 Bit

h) 1'000°000d 512K < 1'000'000 < 1M = 220 = 1°000’000 Zahlen bendtigen 20 Bit

Die bendtigte Anzahl an Bits ergibt sich aus dem Logarithmus zur Basis 2 der Anzahl der darzustellenden
Zahlen: Anzahl Bits = [log,(Anzahl Zahlen)]

Der Wert wird dabei auf die ndchste ganze Zahl aufgerundet, da die Anzahl der Bits nur in ganzen Zahlen vorliegen
kann.

Aufgabe 21  Datum und Zeit im UNIX-System
In UNIX Systemen wird - aus historischen Griinden - die Zeit in Sekunden seit dem 1. Januar 1970, 00:00

Uhr gezahlt. In welchem Jahr gibt es Probleme mit 32-Bit-Maschinen, wenn die Zahl vorzeichenbehaftet
gespeichert ist? Wann wirde das Problem auftreten, wenn die Zahl vorzeichenlos gespeichert wird?

Vorzeichenbehaftete 32bit-Zahl = -23" bis +231.

Entsprechend kénnen mit 31Bit 23" = 2'147'483'647 Sekunden gezahlt werden. Dies entspricht
2'147'483'647/(6060*24*365) = 68 Jahre und 35 Tage. — Somit tritt das Problem im Jahre 2038 auf.
Unter Berlicksichtigung der Schaltjahre sind es 68 Jahre und 19 Tage. Entsprechend tritt das Problem
genau am 19. Januar 2038 auf. Dieses bekannte Problem wird auch als das "Jahr-2038-Problem" oder
"Y2K38" bezeichnet.

Vorzeichenlose 32bit-Zahl = 0 bis +232,
2825 entsprechen 136 Jahre und 31 Tage (unter Beriicksichtigung der Schaltjahre). Somit tritt das Problem
am 07. Februar 2106 auf. Ohne Berlcksichtigung der Schaltjahre: 135 Jahre und 42 Tage.

Aufgabe 22  Oktal- und Dezimalzahlen
Die Ziffern von Oktalzahlen sind zur Basis 8 zu interpretieren anstelle der Basis 10 bei Dezimalzahlen.

a) Wandeln Sie die Oktalzahl 144z in eine Dezimalzahl um.
1+8%8+4%8+4=64+32+8=100q

b) Wandeln Sie die Dezimalzahl 1354 in eine Oktalzahl um.
1358=16x8+7=2x8+«8+0x*8+7=207s
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Aufgabe 23  Oktal- und Hexadezimalzahlen

Oktal- und Hexzahlen lassen sich einfach von und nach Binarzahlen umrechnen. Verwenden Sie diesen
Umweg fiir die folgenden Umrechnungen.

a) Wandeln Sie die Oktalzahl 65s in eine Hexadezimalzahl um.
658 = 1101012 = 35,

b) Wandeln Sie die Hexzahl 7bn in eine Oktalzahl um.
011110112=173s

a) Wieso sind die Umrechnungen von und nach Binarzahlen fur Oktal- und Hexzahlen einfacher als fir
die meisten anderen Zahlensysteme?
Weil die Basis eine ganzzahlige Potenz der Binarbasis 2 ist und somit direkt mehrere Binarterme
zusammengefasst werden kénnen.
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Ubung 2

Spezielle Codierungen: Vorzeichen, Gleitkomma und Text

Losung

V2.0

Hinweise:

Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Ldsen Sie die Ubungen
sorgfaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

(Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbiicher helfen beim Lésen von Ubungen
und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die Problemstellung.

Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 1/12



Ubung 2 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

Aufgabe 1 Darstellung negativer Zahlen
Vervollstandigen Sie die Tabelle.

Betrag mit (b-1) (b)
Bin Betrag Vorzeichen Exzess-4 1erKompl. 2erKompl.
000 0 +0 -4 0 0
001 1 1 -3 1 1
010 2 2 -2 2 2
011 3 3 -1 3 3
100 4 -0 0 -3 -4
101 5 -1 1 -2 -3
110 6 -2 2 -1 -2
111 7 -3 3 0 -1

Aufgabe 2 (b-1)-Komplement

Um das Konzept des (b-1)-Komplement-Systems auf ein anderes Zahlensystem als das Binarsystem zu
Ubertragen, verwenden wir das Dezimalsystem (b=10). Berechnen Sie -1234+5000 unter Verwendung des
9er-Komplements (4 Ziffern).

Wir ersetzen jede Ziffer einer Zahl durch (9) minus den Wert der Ziffer. Dies ahnelt dem Vorgehen im
Binarsystem, wo jede Binarziffer (Bit) durch (1) minus den Wert des Bits ersetzt wird.

9er-Komplement von 1234 = 8765
8765 + 5000 = 13765

Da das Ergebnis 13765 Uber 9999 liegt (dem maximalen Wert flr vier Dezimalstellen im
Neunerkomplement), fiihren wir einen End-Around Carry durch und schneiden den Uberlauf ab.

13765 + 1 — 10000 = 3766

Aufgabe 3 (b)-Komplement
Fuhren Sie die Berechnung von Aufgabe 2 mittels (b)-Komplement (d.h. 10er-Komplement) durch.

Wir berechnen das 9er-Komplement und addieren +1 und erhalten so das 10er-Komplement: 8765+1 = 8766
Berechnung mittels 10er-Komplement: 8766 + 5000 = 13766, Uberlauf abschneiden: 3766
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Aufgabe 4 Exzess-Darstellung
Wir verwenden eine Wortldnge von 8Bit. Fihren Sie folgende Berechnungen durch:

Dezimal zu binar
a) 34 nach Exzess-2 d=|34-(-2)|=36  Cex.28(34)=0010 0100exzess-2

b) -2 nach Exzess-4 d=|-2-(-4)[=2  Cex48(-2)=0000 0010exzess-4
c) -5nach Exzess-16 d=[-5-(-16)]=11  Cex-16,3(-5)=0000 1011Exzess-16
d) -21 nach Exzess-32  d=|-21-(-32)|=11  Cex-328(-21)=0000 101 1Exzess-32

e) -21nach Exzess-128 d=|-21-(-128)|=107  Cex-1288(-21)=0110 101 1exzess-128
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Binar zu Dezimal

) 1111 1111 exess2 11111111 = 255  255+(-2) = 253
g) 0000 0000Exzess— 0000 0000 =0 0+(-4) = -4

h) 1111 1111exess6 1111 1111 =255  255+(-16) = 239
i) 0000 0000Exzess-32 0000 0000 =0  0+(-32) = -32

i) 0111 1011eqess12s 01111011 =123 123+(-128)=-5

Aufgabe 5 Berechnung mit Exzess-Codierung

Fuhren Sie die Berechnung von Aufgabe 2 mittels Exzess-Darstellung durch. Verwenden Sie 16Bit und den
Bias mit gleichmassiger Verteilung. Was stellen Sie fest? Wie kdnnen Sie das Problem l6sen?

b =-2n1-1=-2161=_-32767

Codierung von -1234
d=[-1234 - (-32767)| = 3153310 = 0111 1011 0010 11012
Cex,-32767,16(-1234)= 0111 1011 0010 1101Exzess-32767

Codierung von 5000
d = 5000 - (-32767)| = 3776710 = 1001 0011 1000 01112
Cex,-32767,16(5000)= 1001 0011 1000 011 1Exzess-32767

0111 1011 0010 1101 exzess-32767
+1001 0011 1000 0111Exzess-32767
10000 1110 1011 0100

Wir verwenden nur 16-Bit und haben entsprechend einen Uberlauf.
Lésungen:

- Verwendung von 32Bit.

- Den Bias anders wahlen (z.B. -2000)
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Aufgabe 6 Effizienz der Rechenoperationen
Berechnen Sie die Addition -1 + 2.
Fuhren Sie diese Addition jeweils mit folgenden Darstellungsarten durch:
e Betrag mit Vorzeichen
o Exzess-4
o (b-1)-Komplement
e (b)-Komplement
Verwenden Sie jeweils 3-Bit.
Was stellen Sie fest?

Betrag mit Vorzeichen:
-1=101
+2 =010

Da eine direkte Addition hier nicht sinnvoll ist, missen wir die Operationen basierend auf dem Vorzeichen
und Betrag durchflhren:

1) Da wir eine negative Zahl mit einer gré3eren positiven Zahl addieren, wird das Ergebnis positiv sein.
Also, wir subtrahieren den Betrag von -1 (also 1) vom Betrag von +2 (also 2), was 11 ergibt.

2) Das Ergebnis +1 wird demnach als 001 dargestellt.

Dies erfordert zusatzliche Schritte zur Handhabung von Ubertrédgen und zur Bestimmung des
Ergebnisvorzeichens.

Exzess-4:
-1 =011
+2 =110

011 + 110 = 1001

Da der Exzess in der Addition 2x drin ist, missen wir diesen nun auch 2x wieder rausrechnen.

1001 =9 — 2x4 = +1

Da wir aber nur 3 Bits verwenden, funktioniert das eigentlich nicht. Wobei es hier zufallig stimmt, weil das
abschneiden des 4. Bit ein -8 entspricht — das ist aber wie erwahnt nur Zufall. Wenn wir 4 Bit verwenden
wirden, wirde es korrekt funktionieren.

Verdeutlichung mit Dezimalzahlen:

A=2

B=-1

Exzess e =4

Ae = A+te = (2+4)=6

Be = B+e = (-1+4)=3

AetBe = (Ate) + (Bte) = (2+4) + (-1+4) =9

-> so ist zu sehen, dass der Exzess 2x drin ist und und entpsrechend fir die Interpretation auch 2x
rausgerechnet werden muss.

Die Addition ist einfach, jedoch ist die Berechnung der Exzess-Darstellung «aufwandig».
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(b-1)-Komplement
-1 =110 (001 flip = 110)
2=010

110 + 010 = 1000

Wir verwenden nur 3-Bit und schneiden dementsprechend den Ubertrag ab. Allerdings miissen wir in (b-1)-
Komplement-Systemen den Ubertrag zur urspriinglichen Summe hinzufiigen, was uns 001 = +1 ergibt.

(b)-Komplement
-1 =111 (001 flip und +1 = 111)
2 =010

111 + 010 = 1001

Wir verwenden nur 3-Bit und ignorieren dementsprechend den Ubertrag, was als Resultat 001 = +1 ergibt.
Dies ist die effizienteste Variante, da die Berechnung des Komplements einfach ist und das Resultat nicht
speziell behandelt werden muss. D.h. diese Operation kann direkt durchgeflihrt werden, ohne das
Vorzeichen gesondert zu berlcksichtigen, was die Hardware vereinfacht und beschleunigt.

Fazit:

Im Allgemeinen ist das Zweierkomplement die effizienteste Methode fiir bindre arithmetische Operationen,
vor allem wegen seiner direkten Unterstiitzung von Addition, Subtraktion und einfachen Ubertragungsregeln.
Es reduziert die Komplexitat bei der Hardware-Implementierung und ist weit verbreitet in
Computerarchitekturen.

Die Betrag-und-Vorzeichen-Darstellung und das 1er-Komplement sind weniger effizient fiir die Addition,
da sie zusatzliche Schritte oder spezielle Behandlungen erfordern, was ihre Verwendung in modernen
Systemen einschrankt.

Die Exzess-3-Darstellung bietet eine interessante Alternative fir spezifische Anwendungen, insbesondere
in Situationen, in denen ein begrenzter Wertebereich mit einer symmetrischen Darstellung um Null herum
erwlnscht ist, aber sie ist weniger verbreitet fur allgemeine arithmetische Operationen.

Insgesamt bevorzugen die meisten digitalen Systeme das Zweierkomplement fir die Darstellung und
Manipulation von ganzen Zahlen, aufgrund seiner Effizienz und Einfachheit bei der Durchfiihrung von
arithmetischen Operationen.
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Aufgabe 7 Fixkommazahlen

In dieser Aufgabe arbeiten wir mit unsigned 10-Bit-Fixkommazahlen, die im Bereich [0, 4) liegen.
Beantworten Sie folgende Fragen:

a)

b)

c)

d)

Wie viele Stellen stehen links und rechts vom Komma?
Vor dem Komma missen die Zahlen 0 bis 3 darstellbar sein (da 4 gemass Vorgabe nicht mehr
enthalten ist), also bendtigen wir 2 Bit links vom Komma. Somit sind 8 Bit rechts davon.

Wie lauten die kleinste Zahl k > 0 und die grésste Zahl g in diesem Format? Geben Sie beide als
(gemischten) Bruch und als Dezimalkommazahl an.

Um die Skalierung zu erreichen, nutzen wir die Tatsache, dass 1024 Werte (0 bis 210-1=1023)
reprasentiert werden kénnen und teilen den max. Wertebereich (4) durch die max. Anzahl
reprasentierbarer Werte (1024). Diese kleinste Einheit ware dann die gesuchte Zahl k.

Anderer Weg ware, dass wir die kleinste Aufldésung der Nachkomma-Bits verwende:

1
k=2"8= 356 = 0.00390625

Die grosse Zahl ist erreicht, wenn alle 10 Bits auf 1 gesetzt sind. Der grosste Wert ist 1023. Somit
kdnnen wir berechnen

1
— 1023 X —— = 3.99609375
g 256

oder

_4_g8_3255 _
g=4-27" =3 =399609375

Wie wirden nun die Zahlen 0.001, 0.002, 0.003, 0.005 und 0.006 dargestellt?
00.0000 0000 =0

00.0000 0001 = 278 = 0.00390625

00.0000 0010 = 2 x 278 = 277=0.0078125

0.0000 0001 stellt die Zahlen [2—8 - 22—8 278 22—8) dar = [0.001953125,0.005859375)

0.001 ist unter der Grenze, somit = 0.0000 0000
0.002 ist im Bereich, somit 0.0000 0001
0.003 ist im Bereich, somit 0.0000 0001
0.005 ist im Bereich, somit 0.0000 0001

0.006 ist tiber der Grenze aber < als 278 + 22;8 + 278(= obere Grenze von 0.0000 0010) =
0.009765625, somit 0.0000 0010

Was ergibt 0.002+0.003 in diesem Binarformat? Formen Sie das Ergebnis ins Dezimalsystem um.
Fuhren Sie die Rechnung dezimal durch und bestimmen Sie die Differenz zwischen beiden
Ergebnissen.

0.002 + 0.003 2 00.0000 0001 + 00.0000 0001 = 00.0000 0010 = 27 = 0.0078125

0.002 + 0.003 = 0.005 = 00.0000 0001

0.0078125 — 0.005 = 0.0028125 = 00.0000 0001

Was ergibt 0.005-0.003 in diesem Binarformat? Formen Sie das Ergebnis ins Dezimalsystem um.
Fuhren Sie die Rechnung dezimal durch und bestimmen Sie die Differenz zwischen beiden
Ergebnissen.

0.005 — 0.003 2 00.0000 0001 — 00.0000 0001 = 00.0000 0000 = 0

0.005 — 0.003 = 0.002 = 00.0000 0001

0 —0.002 = 0.00390625 = 00.0000 0001
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Aufgabe 8 Fixkommazahlen: Fehlerfortpflanzung

Ein Mikrocontroller steuert eine industrielle Dosierpumpe, die Flissigkeit in einen Behalter pumpt. Die
Pumpe dosiert in Millilitern (ml), aber der Mikrocontroller speichert Werte in Crk 4,16-Fixkommadarstellung.

Der Durchfluss F wird als Sensorwert erfasst, und die Zeit t gibt die Pumpdauer in Sekunden an. Das
Mikrocontroller-System berechnet die gesamte gepumpte Fliissigkeitsmenge mit der Formel:
V=F-t
wobei:
e F =1.3ml/s (Durchflussrate des Sensors)
e t=3.7s (Pumpdauer)

a) Wandeln Sie F und t in Crk 4,16-Fixkommadarstellung um und berechnen Sie fiir beide Werte den
absoluten sowie den relativen Rundungsfehler
F = 13 = 0001.0100 = 1.25
t = 3.7 = 0011.1011 = 3.6875
Egps(F) = |1.3 — 1.25| = 0.05
Eqps(t) = 13.7 — 3.6875| = 0.0125

0.05
Erei(F) =~ = 0.0384615 = 3.84615%
0.0125

37~ 0.0033783 = 0.33783%

Erel(t) =

b) Berechnen Sie die gesamte gepumpte Flissigkeitsmenge V binar mit den gerundeten Fixkomma-
Werten.
Berechnen Sie den absoluten und den relativen Fehler von V als Fixkomma-Wert (jedoch mit
8 Nachkommastellen um den gewiinschten Effekt nicht zu verfalschen) im Vergleich zu den
korrekten Werten F und t. Was stellen Sie fest?
Vyerunger = F *t =0001.0100-0011.1011 = 100.10011100 = 4.609375
Viorreke = 1.3+3.7 = 4.81
Eups(V) = |4.81 — 4.609375| = 0.200625

0.200625
Erel(F) = 4—81 = 00417099 = 417099%

Feststellung: Der relative Fehler addiert sich wg. der Multiplikation.

c) Angenommen, das System soll eine hochprazise Medikamentendosierung steuern. Welche
Konsequenzen kdnnte der Rundungsfehler haben?
Wie kdnnte man die Fehlerfortpflanzung reduzieren? Wirde eine Gleitkommazahl das Problem
I6sen? Kénnte man das Problem algorithmisch 16sen?
Durch die Fixkommadarstellung entstehen Rundungsfehler, die sich bei Berechnungen verstarken.
Um die Fehler zu reduzieren, gibt es verschiedene Ansétze:
e  Hohere Fixkomma-Genauigkeit (d.h. mehr Nachkommastellen). Das erhdht die Prazision aber auch den
Speicherbedarf.
e Gleitkommazahlen statt Fixkommazahlen verwenden. IEEE 754 Fliesskommazahlen (z. B. float, double)
bieten hdhere Genauigkeit. Sie verursachen jedoch héhere Rechenkosten auf Mikrocontrollern.
e Fehlerkompensation im Algorithmus: Eine Moglichkeit ware, die Rundungsfehler tber mehrere
Messungen auszugleichen.
e Lésung der Multiplikationsfehler durch alternative Algorithmen:
Da sich relative Fehler bei Multiplikationen addieren, kdnnten alternative Berechnungsverfahren helfen.
Beispiel: Statt V = F - t direkt zu berechnen, kdnnte man eine iterative Summierung nutzen: V. = F + F +
-+ F(t — mal). Falls t eine ganze Zahl ist, vermeidet man dadurch eine Multiplikation mit
Rundungsfehlern.
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Aufgabe 9 Gleitkommazahlen: Float-Addition

Ein Milliardar hat ein spezielles Bankkonto, das sein Geld in Milliardeneinheiten abspeichert, d.h.

1 Milliarde CHF = 1. Dazu nutzt die Bank den Typ 32-Bit-Float. Der Milliardar besitzt aktuell

5.1 Milliarden CHF. Er verkauft nun seine Firma fir 2.8 Milliarden CHF, die auf sein Bankkonto einbezahlt
werden. Wir wollen diese Operation nun untersuchen.

a)

b)

c)

Stellen Sie 2.8 und 5.1 als 32-Bit Float dar. Formen Sie dazu zunachst 2.8 und 5.1 in
Fixkommazahlen um. Gehen Sie dabei wie bei den Ganzzahlen vor, verwenden Sie zusatzlich aber
auch Zweierpotenzen mit negativen Exponenten. Bestimmen Sie dann den Exponenten so, dass
genau eine 1 vor dem Komma steht. Diese 1 ist dann das hidden Bit.

2=10p

28-2=0.8

08-21=0.8-05=0.3

0.3-22=0.3-0.25=0.05

0.05-25=0.05-0.03125=0.01875

0.01875-2%6=0.01875 - 0.015625 = 0.003125

z,g = 10.1100, = 1.0110, - 2! = 1.0110, - 2128-127

= 0/1000 0000|0110 0110 0110 0110 0110 011

zs, = 101.00011, = 1.0100011, - 2% = 1.0100011, - 2%29°127
= 0[1000 0001|0100 0110 0110 0110 0110 011

Bestimmen Sie nun andersherum den Wert, den die Zahlen tatsachlich als float haben. Nutzen Sie
die 4er-Periodizitat der Zahlen, d.h. Sie kdnnen ein Zwischenergebnis immer wieder durch 24
dividieren. Ein Taschenrechner ist zu empfehlen. Bestimmen Sie jeweils die Differenz zum
urspringlichen Wert in Milliarden CHF und einzelnen CHF.

W(z28)=2+2-1+2-2+2-5+2-6+ -
=2+0.75+0.75/16 + -

=2.799 999 952 316 284 179 687 5

2.8 -W(z2:) = 0.000 000 047 683 715 820 312 5 = 47.68CHF
W(zs.1) = 5.099 999 904 632 568 359 375

5.1 -W(zs.1) = 0.000 000 095 367 431 640 625 = 95.37CHF

Berechnen Sie schliesslich die Summe und die Abweichung zur erwarteten Summe. Betrachten Sie
ausserdem die Summe der Fehler der beiden Summanden.
z51 + z28 = 0/1000 0001|(1)0100 0110 0110 0110 0110 011

+0[1000 0001|(0)1011 0011 0011 0011 0011 001(1) um 1 nach rechts geschoben
= 0/1000 0001|(1)1111 1001 1001 1001 1001 100(1)
= 0/1000 0001|(1)1111 1001 1001 1001 1001 100(0) gerundet (round-to-even)

= 0/1000 0001|1111 1001 1001 1001 1001 100

W(zs.1 + z2.8) = 7.899 999 618 530 273 437 5

7.9 -W(z5.1 + z2.8) = 0.000 000 381 469 726 562 5 = 381.47CHF
51 -W(z51) + 2.8 ~-W(z258) = 7.9 ~W(z5.1) ~W(z25)

=~ 47.68CHF + 95.37CHF = 143.05CHF # 381.47CHF
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Aufgabe 10 Float-Addition implementieren
In dieser Aufgabe implementieren Sie die Addition fiir Gleitkommazahlen. Die folgenden Schritte fiihren

Sie zum Resultat in Java (nachfolgend finden Sie auch einige Hinweise fur die Umsetzung in C# oder
Python).

Die Bit-Darstellung der Gleitkommazahl wird in dieser Aufgabe als Integer gespeichert. Sie kdnnen in Java
einen float f mit Float.floatToIntBits(float value)?! als int reinterpretieren — d.h. Sie erhalten so
die Bit-Darstellung des float. Das Gegenstlick dazu lautet Float.intBitsToFloat.

Wenn Sie die Umsetzung mit C# durchfiihren, kdnnen Sie das mit folgendem Code erreichen:
BitConverter.SingleToInt32Bits();
BitConverter.Int32BitsToSingle();

a) Rahmen

1. Schreiben Sie eine Klasse FloatingPointAddition, die die statischen Methoden aus den
folgenden Aufgabenschritten enthalt.

2. Schreiben Sie eine statische Funktion extractBits, die von einem Startwert start aus eine
Anzahl Bits number0OfBits extrahiert. start entspricht dabei dem héchstwertigen Bit, das
extrahiert werden soll.

3. Schreiben Sie eine Funktion shiftMantissa, die eine Mantisse um eine Anzahl Bits verschiebt.
Wenn die Anzahl Bits grésser als Null ist, soll die Mantisse nach rechts und sonst nach links
geschoben werden.

b) Vorbereitende Hilfsfunktionen

1. Schreiben Sie eine Funktion prependLeadingOneForMantissa, die die vorstehende 1 an die
Mantisse anhangt. Neben den Kommastellen der Mantisse benétigen Sie auch den
dazugehdrigen Exponenten als Parameter. Beriicksichtigen Sie dabei auch die 0.

2. Schreiben Sie eine Funktion getSignFromBit, die aus dem Vorzeichenbit in +1 bzw. -1 ableitet.

c) Nachbereitende Hilfsfunktionen

1. Schreiben Sie eine Funktion getNumberOfBitShiftsForMantissaNormalization, die
berechnet, um wie viele Bits die Mantisse verschoben werden muss, damit sie normalisiert wird.
Als Hilfe kénnen Sie die Funktionen Integer.highestOneBit(int mantissa) und
Integer.numberOfTrailingZeros(int highestOneBit) verwenden. Behandeln Sie auch
den Fall, wenn die Mantisse den Wert O hat.

2. Schreiben Sie eine Funktion normalizeMantissa, die die Mantisse so verschiebt, dass man sie
wieder im Float einsetzen kann. Behandeln Sie auch den Fall, dass die Mantisse negativ ist.

3. Schreiben Sie eine Funktion adjustExponent, die anhand der Mantisse den Exponenten so
anpasst, dass er in den Float eingesetzt werden kann. Behandeln Sie den Fall, dass die
Mantisse negativ ist und den Fall, dass der Exponent O ist.

4. Schreiben Sie eine Funktion removelLeadingOneFromMantissa, um die vorstehende 1 der
Mantisse wieder zu entfernen

5. Schreiben Sie eine Funktion assembleBitsToFloat, die drei int Parameter sign, exponent
und mantissa entgegennimmt und diese zu den Integer-Bits des entsprechenden floats
zusammensetzt. Entfernen Sie dabei die vorstehende 1 der Mantisse.

1 https://docs.oracle.com/javase/8/docs/api/javal/lang/Float.html#floatTolntBits-float-
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Addition

Fihren Sie mithilfe der obengenannten Funktionen die Addition durch. Sie kénnen folgendermassen

vorgehen:

1. 1. Schreiben Sie die statische Funktion addition, die zwei int entgegennimmt und einen int
zuruckgibt.

2. 2. Extrahieren Sie zu Beginn das Vorzeichen, den Exponenten und die Mantisse aus den
Inputparametern.

3. 3. Passen Sie die kleinere Mantisse der grosseren an, wenn der Exponent unterschiedlich ist.
Fir den Fall, dass der Exponent den Wert 0 hat, miissen Sie ihn wie den Wert 1 behandeln.

4. 4. Fihren Sie die Addition der Mantissen durch und beachten Sie dabei das Vorzeichen.

5. 5. Die resultierende Mantisse miissen Sie nun normalisieren. Falls beide Exponenten der
Inputwerte den Wert Null haben, passen Sie die Mantisse nicht an.

6. Nehmen Sie den Exponenten der grésseren Mantisse und passen Sie diesen entsprechend der

resultierenden Mantisse (vor der Normalisierung) an. Falls einer der Input Exponenten den Wert

Null hat, verwenden Sie den anderen.

Berechnen Sie das Vorzeichen des Resultats

8. Setzen Sie die erhaltenen Werte wieder zu den Integer Bits des floats zusammen.

©~N

Lésung siehe «Aufgabe 9 — Implementierungen» auf Moodle.

Aufgabe 11 Codierung von Text

Lesen Sie das Essay «Von ASCII zu Unicode» (Moodle) und verschaffen Sie sich einen Uberblick liber das
Unicode-Konzept sowie dessen Umsetzung in UTF-8.

Fihren Sie anschliessend die folgenden Codierungen durch.

a)

Codieren Sie «Café €» nach UTF-8

C = U+0043 = (ASCII) 0100 0011

a = U+0061 = (ASCII) 0110 0001

f = U+0066 = (ASCII) 0110 0110

é = U+00E9 = (2 Byte) 1100 0011 1010 1001

Space = U+0020 = (ASCII) 0010 0000

€ = U20AC = (3 Byte) 1110 0010 10000 0010 1010 1100

01000011 01100001 01100110 11000011 10101001 00100000 11100010 10000010 10101100

Decodieren Sie folgenden UTF-8-Code wieder nach Text
01001000 01101001 00100000 11110000 10011111 10011000 10001010 00100001

01001000 (1 Byte)

Dies ist ein einzelnes Byte, beginnt mit 0, was darauf hinweist, dass es sich um ein ASCII-Zeichen
handelt.

Die direkte Umwandlung ergibt das Zeichen "H".

01101001 (1 Byte)
Auch dieses Byte beginnt mit 0, was ein ASCII-Zeichen anzeigt.

Die Umwandlung ergibt das Zeichen "i".

00100000 (1 Byte)
Ein weiteres Byte, das mit 0 beginnt, steht fur ein ASCII-Zeichen, in diesem Fall das Leerzeichen " ".

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 11/12



Ubung 2 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

11110000 10011111 10011000 10001010 (4 Bytes)

Diese Byte-Sequenz beginnt mit 11110, was auf ein UTF-8-kodiertes Zeichen hinweist, das vier
Bytes umfasst.

Die folgenden Bytes beginnen jeweils mit 10, was bestatigt, dass sie zur Kodierung desselben
Zeichens gehoren.

Um den Unicode-Codepunkt zu finden, entfernen wir die fir UTF-8 spezifischen Bits:

i. Entferne die ersten funf Bits des ersten Bytes (11110) und die ersten beiden Bits
(10) von jedem der folgenden drei Bytes.

ii. Die verbleibenden Bits sind 0001 1111 1001 1000 001010, zusammengefligt zu
0000111110011000001010, was dem Hexadezimalwert 1F60A entspricht.

U+1F60A ist der Unicode-Codepunkt fir das Emoji "@)".

00100001 (1 Byte)
Ein einzelnes Byte, das mit 0 beginnt, steht fir das ASCII-Zeichen "!".
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Algebra der Bits - von Logik zu Polynomen

Losung

V2.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu 16sen
- Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Prifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféltig und stellen Sie die Lésungswege libersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbucher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Ubung 3 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Aufgabe 1 Wahrheitstabellen Fachhochschule

Evaluieren Sie folgende logische Funktionen mittels Wahrheitstabellen.

a)
X y x—=y)® (y—x
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Zu welcher Binarfunktion lasst sich der Ausdruck vereinfachen?

Die Funktion lasst sich zu XOR vereinfachen, wie man der Wahrheitstabelle direkt
entnehmen kann.

b) Beweisen Sie das erste De Morgan Law %V y =% Ay mit Hilfe von zwei
Wahrheitstabellen.

X y XNy XAy
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0

Beide Wahrheitstabellen sind identisch, d.h. die Seite links vom Gleichheitszeichen kann
immer fUr die rechte Seite (oder umgekehrt) in anderen Formeln ersetzt werden, ohne das
sich irgendein Wert der Formel andert.

c) Zeichen Sie mit Hilfe von zwei Wahrheitstabellen, dass x | (v | y) # (x| y) | v ist.

X y x| (yly) xly)ly
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 1 1
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Aufgabe 2 Paralleladdierer Fachhochschule

Sie haben in der Vorlesung den Halbaddierer und den Volladdierer kennengelernt. Kombinieren Sie
den Volladierer nun so, damit Sie zwei 4-Bit-Zahlen addieren kénnen (=Paralleladdierer).

Um die Ubersicht zu behalten, vereinfachen Sie den Volladdierer

out

| o

e | VA

a) Fuhren Sie anschliessend mit lhrem Volladdierer die Berechnung 0111 + 1011 durch und
Uberprifen Sie das Resultat.

Losung:

Aql By Ayl Bj A By

0 1 C 1 1 c 1 ‘ 1 C
AV o VA [ o] vA

024
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Fachhochschule

b) Uberlegen Sie sich einen allfalligen Nachteil des Paralleladdierers (Stichwort: Carry-Bit).
Informieren Sie sich Uber den Carry-Lookahead-Addierer.

Ein spezifischer Nachteil von Paralleladdierern, der oft diskutiert wird, betrifft die Handhabung des
Ubertrags (Carry). In einem Paralleladdierer muss der Ubertrag von jeder Bitstelle zur néchsten
weitergeleitet werden. Dies kann, insbesondere bei Addierern, die einfach die Ubertrage von einer
Stelle zur nachsten weiterreichen (sogenannte Ripple-Carry-Addierer), zu signifikanten
Verzégerungen fiihren. Hier sind die Hauptprobleme im Zusammenhang mit dem Ubertrag (Carry) in
Paralleladdierern:

1. Geschwindigkeitsbegrenzung: In Ripple-Carry-Addierern muss der Ubertrag durch jede
Bitposition hindurchgeleitet werden, beginnend bei der niedrigsten bis hin zur héchsten
Bitstelle. Das bedeutet, dass die Zeit, die bendtigt wird, um eine Addition durchzufiihren,
direkt proportional zur Anzahl der Bits ist. Dies begrenzt die Geschwindigkeit des Addierers
erheblich, besonders bei Operationen mit hoher Bitbreite.

2. Verzdgerung durch Carry-Propagation: Die Fortpflanzungszeit des Ubertrags von der
niedrigsten zur hochsten Bitstelle ist der limitierende Faktor fur die Geschwindigkeit des
gesamten Addiervorgangs. Diese Verzogerung wird als Carry-Propagation-Delay bezeichnet
und kann die Leistung in zeitkritischen Anwendungen beeintrachtigen.

Um diese Probleme zu mindern, wurden verschiedene Arten von Paralleladdierern entwickelt, die
eine schnellere Carry-Verarbeitung ermoglichen, wie z.B.: Ubertragsvorausberechnung (carry-
lookahead)
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Ubung 3 — Digitale Codierung

Aufgabe 3

Bit selektiert werden soll. Wenn 0, wird dO selektiert, wenn 1 wird d1 selektiert.

Vereinfachung
Eine Select-Komponente selektiert eines von zwei Input-Bits. Das s (select) Bit zeigt, welches Input-

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

Die Wahrheitstabelle fiir eine Select-Komponente sieht entsprechend folgendermassen aus:

s d1 do Ouput
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1

a) Notieren Sie KDNF.

(-s A~d1 A d0) v (¢s Ad1 A dO) V (s Ad1 A =dO) V (s Ad1 A dO)

b) Vereinfachen Sie die KDNF mit Hilfe eines KV-Diagramms.

—d1 —d1 d1 d1
ns 0 1 1 0
s 0 0 1 1
=d0 do do =d0

Wir konnen nun zwei Blocke bilden:

SAd1T AdOAdT AdO="7s AdO

sAd1AdOAsAdT A—dO =s Ad1
Resultat: (s Ad0) v (s Ad1)

c) Uberfiihren Sie Ihr Resultat in die Form, welche ausschliesslich NAND verwendet.

Erinnerung: NAND(A, B) = NOT(AND(A,B)) = “(A A B) = "A v -B

(s|d1) | (—s | dO) oder das 7 noch ersetzt: (s | d1) | ((s | s) | dO)
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Ubung 3 — Digitale Codierung
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Aufgabe 4 NAND-Game Fachhochschule
Spielen Sie das NAND-Game' bis und mit Level 2 (Bit Addierer) durch. Sie kénnen lhre Resultate aus

Aufgabe 3 fir die Select-Component wieder verwenden.

Aufgabe 5 Vereinfachung von Programmen

Der Code von Methoden mit dem Riickgabetyp boolean ist oft komplizierter als nétig. Schauen Sie
sich beispielsweise die folgende Java Methode an (aquivalent in C#):

i|public boolean hasWallsOnBothSides () {
2 if (isWallToLeft ()) {

3 if (isWallToRight ()) {
4 return true,;

5 } else {

5 return false;

7

8

9

}
} else {
return false;
10 }
u| }F

In obigem Code kann man z.B. das innere if-else-Statement durch return isWallToRight();
ersetzen.

a) Vereinfachen Sie das obige Beispiel weiter.

Loésung:

1| public boolean hasWallsOnBothSides () {

2 return isWallToLeft () && isWallToRight ();
3

b) Vereinfachen Sie:

if (boolExpl) {
return false;
} else {
return true;

[ T .

}

return !boolExpl;

1 https://nandgame.com/
Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Ubung 3 — Digitale Codierung
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c) Vereinfachen Sie: Fachhochschule

if (boolExpl) {
return true;

} else {
return boolExp3;

-

&)

w

S

s| }

return boolExpl || boolExp3;

d) Vereinfachen Sie:

1| if (boolExpl) {
return boolExp2;
} else {
return false;

&)

w

S

5|}

return boolExpl && boolExp2;

e) Weiterhin kdnnen oft auch logische Ausdriicke weiter vereinfacht werden. Z. B. kann
boolExpr == true durch boolExpr oder boolExpr == false durch !boolExpr ersetzt
werden. Vor allem DeMorgan’s Laws sind sehr hilfreich um logische Ausdriicke, die aus &g&,
| | und ! aufgebaut sind zu vereinfachen. Wenden Sie letzteres auf folgende Beispiele an:
1) (!'boolExpl) || (!boolExp2)
! (boolExpl && boolExp2)

2) ('boolExpl) && (!boolExp2)
1 (boolExpl || boolExp2)

3) boolExpl || ((!boolExpl) && boolExp2)
boolExpl || boolExp2

4) (('boolExpl) && boolExp2) || boolExpl
boolExpl || boolExp2

5) boolExpl & ((!boolExpl) || boolExp2)

boolExpl && boolExp2
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f) Erstellen Sie die Wahrheitstabelle von folgendem Ausdruck, leiten Sie die KDNF ab,
vereinfachen Sie von dort und geben Sie einen moglichst kompakten Ausdruck an.

T (x &% y) && =z)

[

X y z Ausdruck Minterm

0 0 0 1 TXATY ATZ
0 0 1 0

0 1 0 1 IXAYATZ
0 1 1 0

1 0 0 1 XAy ATZ
1 0 1 0

1 1 0 1 XAy ATZ

1 1 1 1 XAYyAZ

(OXATYATZ)V(TXAYATZ)V(XATYATZ)V(XAYATZ)V(XAY AZ)
=(XACYVY)AZ)VXA(TYVY)ATZ)V(XAY AZ)
=S(XATZ)V(XATZ)V(XAY AZ)

= ("X VX)ATZ) V(XAY AZ)

=zZV(XAYAZ)

Damit kbnnen wir also schreiben : (x && y && z) || !z

Das ist fir manche Menschen leichter verstandlich. Die Ausdriicke sind aber nur dann

aquivalent, wenn es keine Seiteneffekte bei der Auswertung von z gibt.

Der Ausdruck kdénnte noch weiter umgeformt werden zu (=z v x) A (7z vV y) wobei nun
Ermessenspielraum ist, ob dieser Ausdruck einfacher ist, als der obere.
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Aufgabe 6 Modulorechnung Fachhochschule

Berechnen Sie x.

a) 17mod7 =x x=3

b) -17 mod -7 =x x=-3

c) 1T7modx=7 x=10

d) 17 modx = -7 x =-12 oder x = -24
e) 17 modx =17 x>17

f) xmod17=7 x=...-10,7, 24, 41, ...

Aufgabe 7 Vektoraddition in Z,

Berechnen Sie
1 0 1 1 0
0 1 1 1 1

Aufgabe 8 Polynomrechnungen in Z,

a) Gegeben sind folgende zwei Polynome
A(x)=u+u+u+1
B(x)=ud+u'+u°

1) Addieren Sie die zwei Polynome A(x) und B(x). Interpretieren Sie das Resultat als
Codewort.

(utuZ+u+1) + (ud+u'+u0) = (U+uZ+u'+u0) + (ud+u'+u0) = ut+ud+u+2u'+2u0 = ut+ud+u?
Codewort: 11100

2) Multiplizieren Sie die zwei Polynome A(x) und B(x)

(ut+uz+u+1) * (u3+u'+u0) = (ut+u?+u'+u) * (ud+u'+u) =
u7+uS+ut+uS+ud+uZHutHuZH U FUSHUTHUO=UT+2u5+ 2uH4 2u3+ 202+ 2u T +HUO=u7+U0
Codewort: 10000001

3) Notieren Sie die zwei Polynome als Vektoren und fuhren Sie die Addition nochmals in
dieser Darstellung durch.
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1 0 1 Fachhochschule
0 1 1
1(+]10|=]1
1 1 0
1 1 0
6
b) Berechnen Sie —
x>+x+1
X0 B+ x+ 1=+ x+1
- X0+ 48
Xt +3
- Xt 2 +x
X+ +x
- X +x  +1
x2 +1
x6
— 3 2
i 1l (x* 4+ x4+ 1) Rest (x* + 1)

c) Als Resultat einer Polynomdivision haben Sie (x*+1) Rest (x+1) erhalten. Was war vermutlich
die urspriingliche Division?

x+1 (x*+1D*+x+1 xB+x
xt+1 x4 Cxt+1

(x*+ 1)+
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Ubung 4 Fachhochschule
Wahrscheinlichkeit als Modell von Unsicherheit

Losung

V2.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu 16sen
- Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Prifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféltig und stellen Sie die Lésungswege libersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbucher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Aufgabe 1 Wahrscheinlichkeit: Experiment Fachhochschule

Bei der wiederholten Durchfliihrung eines Experimentes treten die Ergebnisse A1 bis A4 (exklusiv) mit
den unten angegebenen Haufigkeiten auf.

Ereignis A1 A2 A3 A4

Anzahl 5550 3567 2234 4443

1. Bestimmen Sie naherungsweise die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Ergebnisse.

Anzahl aller Ereignisse: 15797 Ereignishbaum:
5550
BT = e = 25
15797
3567 ! , '
P(A2) = —— = 0.226 [\
15797 P s o~
2234 ¢ : ‘ >
P(A3) = — = (.141 1 42 |
' H797
1443
PLAR s e == (100
15797

2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei ...
a. ... einem Experiment das Ergebnis A2 oder A4 auftritt?

P(A2 v A4) = P(A2) + P(A4) = 0.226 + 0.281 = 0.507

b. Bei zwei aufeinander folgenden Experimenten zuerst das Ergebnis A1 und dann A3
auftritt?

P(A1 dann A3) = P(A1) x P(A3) = 0.351 x 0.141 = 0.049
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Aufgabe 2 Wahrscheinlichkeit: Lotto Fachhochschule

Berechnen Sie beim Lotto 6 aus 49 die Wahrscheinlichkeiten 3, 4, 5 oder 6 Richtige zu erhalten.

Als Grundlage fiir diese Berechnung wird die Wahrscheinlichkeitsdefinition von
Laplace bendtigt:

PA) = Anzahl der giinstigen Ergebnisse A [A]|  |A|
. Anzahl aller Ergebnisse 9 n

Anzahl aller Ergebnisse:

19\ 49!
6/ 6!'-(49 —6)!

Anzahl giimstige Ergebnisse unter der Verwendung von zwei Mengen (gezogene

und nicht gezogene Zahlen):

Gezogene Nicht-Gezogene
Treffer Falsche

Bemerkung: Man nennt diese Verteilung eine hypergeometrische Verteilung. Sie
beschreibt das Auftreten eines qualitativen Merkmals einer Stichprobe ohne Zuriicklegen.

6\ (43
P(3 Richtige) = M = 0.01765040

6y (43
P(4 Richtige) — @ - (5) _ 00006862

6\ (43
P(6 Richiige) = @ G) _ 00001845
4

P(6 Richtige) = (" ( 3 ) = 0.00000007
6
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Aufgabe 3 Wahrscheinlichkeit: Urnen Fachhochschule

Es seien zwei Urnen vorhanden. In der ersten Urne sind 5 schwarze und 5 weisse Kugeln. In der
zweiten Urne seien 9 schwarze und 1 weisse Kugel. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, eine
weisse Kugel zu ziehen, wenn die Auswahl der Urne fiir beide Urnen gleich wahrscheinlich ist?

Ereignisbaum:

Aus dem Ereignisbaum kann die Formel fiir die Losung abgeleitet werden:

PUL)ZWA P(W|UL)V P(U2)AP(W|U2)=05-05405-01=0.3

Jemerkung: Der A-Operator bindet stirker als der V-Operator.

Aufgabe 4 Wahrscheinlichkeit: Bitfehler 1
Die Wahrscheinlichkeit eines Bitfehlers sei mit 102 gegeben.

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datenblock der Grésse von 150 kbit! fehlerhaft
ist?

P(fehlerhaft) = 1 — P(0 Fehler)
=1 “V!IH_][)EEU(IUU
=1—6.66-10"%6
=]

2. Sie haben ein Verfahren zur Vorwartskorrektur entwickelt und kénnen bis zu 3 Fehler richtig
korrigieren. Die Grosse eines Datenblocks sei 150 bit. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass hochstens 3 Fehler auftreten. Wie gross ist die Restfehlerwahrscheinlichkeit fiir einen
Datenblock (Verwenden Sie eine Bitfehler-Wahrscheinlichkeit von 1072)?

"' Nach SI: 1 Kilobit = 102 Bit = 1000 Bit
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P(< 3 Fehler) = P(0 Fehler) + P(1 Fehler) + P(2 Fehler) + P(3 Fehler)

150 - o (150 "
= ( [; ) +0.01° - 0.99'5 + ( ; ) -0.01' - 0.991°
150 B e FUBON . w oo
+ ( : ) £0.012.0.99'% 4 ( . ) L0.01% - 0.99147
L )

= 0.221 40,336 4-0.252 4-'0.126
= ().9:

)
i |

&

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit betrigt folglich:

P(Restfehler) = 1 — P(< 3 Fehler) = 1 — 0.935 = 0.065

Diese Art der Verteilung nennt man Binomialverteilung. Sie beschreibt das
k-fache Auftreten eines qualitativen Merkmals mit der Wahrscheinlichkeit p
in einer Stichprobe der Grosse n mit Zuriicklegen:

]—J(A\— = :[») = (:) ‘“5‘7(1 = j.})n—k

Aufgabe 5 Wahrscheinlichkeit: Wiirfel

Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei zwei Wirfen eines unverfalschten Wiirfels
wenigstens einmal die 4 erscheint.
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. T . . . . . T . . 23 . . . 4 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Wurf keine 4 gewiirfelt wird, ist g. D.h. die
. - . . . . 9 . =% . . b 159 ¢

Wahrscheinlichkeit im ersten und im zweiten Wurf keine 4 zu wiirfeln ist % (oder

5

r i # & A 5 s s s, i =
- 5)- Daraus folgt die Wahrscheinlichkeit mit zwei Wiirfen mindestens eine 4 zn
wirfeln:

Boti. sl d)=1 — 2 = 2 ~f.a08
1IC. ellna, - e E % = u..

Mit der Binomialverteilung und der Gegenwahrscheinlichkeit:

P(mind. einmal 4) =1 — (f) Pk(l *P]n_k

Mit der Binomialverteilung:

P(mind. einmal 4) Ix eine 4) + P(2x eine 4)

OO QO -
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Aufgabe 6 Wahrscheinlichkeit: Schach Fachhochschule

A und B spielen 12 Partien Schach, von denen A 6 und B 4 gewinnt und zwei unentschieden
ausgehen. Sie vereinbaren, ein aus 3 Partien bestehendes Turnier zu spielen. Man bestimme
basierend auf diesen 12 vergangenen Partien, die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ...

1. ... Aalle drei Partien gewinnt.

Die Wahrscheinlichkeit der Einzelercignisse wird iiber die empirische Hiufigkeit
angeniahert zu:

6 1

P(A gewinnt) = e &

12 2

4 1

]7) B o ." t - = —

(B gewinnt) T

¥ 2 l
P(unentschieden) = — = —
12 (6}

P(A gewinnt alles) = (

2. ... genau zwei Partien unentschieden ausgehen.

P(genau 2 unentschieden) = P(2 unentschieden) A P(A gewinnt)
V P(2 unentschieden) A P(B gewinnt)

SORONORORONE

= 0.042 4 0.028

~ 0.07

Oder direkt mit der Binomialverteilung:

_ _ . Y\ . sl
P(genau 2 unentschieden) = ( ) p* (1 — p)" A
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3. ... Aund B abwechselnd gewinnen. Fachhochschule

P(abwechselnd) = P(A gewinnt) A P(B gewinnt) A P(A gewinnt)
V P(B gewinnt) A P(A gewinnt) A P(B gewinnt)

4. ... B mindestens eine Partie gewinnt.

Idee: P(B gewinnt mind. eine Partie) = 1 - P(B gewinnt keine Partie)

P(B gewinnt keine Partie) = P(3x unentschieden)
V P(2x unentschieden) A P(A gewinnt)
V P(1x unentschieden) A P(A gewinnt 2x)
V P(A gewinnt 3x)

@ (@5) (- 6)- 6

8 i
27

D.h.: P(B gewinnt mind. eine Partie) = 1 - 0.296 = 0.704

Die Multiplikation mit 3 bei P(2x unentschieden und A gewinnt) und P(1x unentschieden und A
gewinnt 2x) kommt von der Anzahl der moglichen Anordnungen dieser Ergebnisse. Es gibt jeweils
drei verschiedene Mdoglichkeiten, wie diese Ergebnisse auftreten kénnen und jede hat dieselbe
Wahrscheinlichkeit. Deshalb multiplizieren wir die Wahrscheinlichkeit einer spezifischen Reihenfolge
dieser Ergebnisse mit 3, um die Gesamtwahrscheinlichkeit flr dieses Szenario zu erhalten.
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Aufgabe 7 Wahrscheinlichkeit: Anzahl Kinder Fachhochschule

Man bestimme die Wahrscheinlichkeit von Knaben und Madchen in Familien mit drei Kindern, wenn
die Wahrscheinlichkeit fir Knaben und Madchen als gleich angenommen wird.

# Knaben # Madchen Berechnung Wert

3 0 ((3)) % 0.53 0.125

x 0.53 0.375

x 0.53 0.125

()
1 2 (3) x 0.53 0.375
)

Aufgabe 8 Kombinatorik: Anordnung Murmeln

Auf welche Arten konnen 5 verschieden farbige Murmeln in einer Reihe angeordnet werden
(Permutation)?

Anzahl aller méglichen Permutationen = 5! = 120

Aufgabe 9 Kombinatorik: Sitzplatz-Anordnung

5 Manner und 4 Frauen sollen in einer Reihe sitzen, und zwar so, dass die Frauen auf den geraden
Platzen sitzen. Wie viele solche Anordnungen sind moéglich?

Anzahl mdglicher Anordnungen = Permutationen Frauen x Permutationen Manner
=41 x5! =24 x 120 = 2880

Aufgabe 10  Wahrscheinlichkeit: Ethernet-Kollision

An einem Ethernet-Strang hangen 17 Maschinen, mit jeweils einer Wahrscheinlichkeit fur einen
Zugriff von p = 0.1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zu einer Kollision kommt?

P(X <1)=1— P(X =0) —P(X = 1)

PX<1)=1- (:;)}’”U e If}ni“ = (T)pl(l — p}”fl

PIX<1)=1= (l[)’),;”(_l =P = (ll’>('1}.1)'('1 =)
PIX<1)=1=[1=01"=17-01{1 =01)'8
P(X <1)=1-0.167—0.315=10.518
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Aufgabe 11  Wahrscheinlichkeit: Bitfehler 2 Fachhochschule
Ein Ubertragungskanal Ubertragt Bits (0 oder 1). Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit betragt p = 0.02
Das bedeutet: Ein gesendetes Bit wird mit Wahrscheinlichkeit 0.02 falsch Gbertragen.
Die gesendeten Bits sind gleich wahrscheinlich:

P(gesendet = 0) = 0.5

P(gesendet = 1) = 0.5
Der Empfanger liest ein Bit.

1. Gesamtwahrscheinlichkeit: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Empfanger
eine 1 liest?
Gesucht: P(empfangen = 1)

Eine empfangene 1 kann auf zwei Arten entstehen:
Eine 1 wurde gesendet und korrekt tbertragen

P(empfangen = 1| gesendet =1) = 0.98
Eine 0 wurde gesendet und durch einen Fehler zu 1

P(empfangen = 1| gesendet =0) = 0.02
Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(empfangen = 1) = P(empfangen = 1| gesendet = 1) - P(gesendet = 1)
+P(empfangen = 1| gesendet = 0) - P(gesendet = 0)
= 098 - 0.5 + 0.02 - 0.5
= 049 + 0.01
= 0.50

2. Bedingte Wahrscheinlichkeit (Bayes): Der Empfanger liest eine 1. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass tatsachlich eine 1 gesendet wurde?
Gesucht: P(gesendet = 1| empfangen = 1)
Hinweis: Verwenden Sie das Bayes-Theorem.

Gesucht: P(gesendet = 1 | empfangen = 1)
Bayes:
P(gesendet = 1llempfangen = 1)
= (P(empfangen = 1| gesendet = 1) - P(gesendet = 1)) / P(empfangen = 1)
Einsetzen:
= (098 - 0.5)/0.5
= 098

Wenn der Empfanger eine 1 liest, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass tatsachlich eine 1

gesendet wurde, etwa 98 %.
Die restlichen 2 % entstehen durch Ubertragungsfehler.
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OST

Ostschweizer

Ubung 5 Fachhochschule

Information & Entropie
Wie viel Information steckt in Daten

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
- Benutzen Sie die Musterldsung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbulcher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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1) Sie haben eine Quelle mit folgenden Auftrittswahrscheinlichkeiten der Zeichen:

Zeichen

0.3

0.1

0.1

0.2

D QO[T

0.3

a) Berechnen Sie den Entscheidungsgehalt

Hy = logs(N) = loga(5) = 2.32 bit

b) Berechnen Sie den Informationsgehalt

I(x) = —logs(p{ag))

Zeichen | p !
a 03] 1.74
b D1 (332
e 0.1 | 3.32
d 0.2 | 2.32
e 03| 1.74
c) Berechnen Sie die Entropie
N
Hx) Z}'l.l")- II.I'L.) = 2.16 l)if;‘ZfH"N‘ll
Zewchen | p I |p-1d
i 0.3 | L.74 | 0.52
b 0.1 ]332]0.33
¢ 0.1 13321 0.33
d 0.2 1232 046
I 0.3 L.74] 0.52
Y, | 2.16

d) Berechnen Sie die Redundanz der Quelle

Ro = Ho — H(x) = 2.32 — 2.16 = 0.16 bit
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2) Sie codieren Ihre Zeichen mit folgenden Codeworten:

Zeichen Codewort
a 0
b 110
c 1111
d 1110
e 10

a) Berechnen Sie die mittlere Codewortlange

N
L= Z plz) - L{z) = 2.4 bit

Zeichen | p | L | p-L
a 3| 1 0.3

b 01]|:3 | a3

c 01| 4 0.4

d N2 | 4 0.8

e 03| 2 0.6
3| 24

b) Berechnen Sie die Redundanz des Codes

Re =L — H(x) =24 — 2.16 = 0.24 bit

3) Finden Sie eine bessere Codierung, d.h. eine mit weniger Redundanz?
Ziel ist es, fir hiufigen Zeichen miglichst kurzen Codeworte zu verwenden,

Das erreichen wir z.B., indem wir die Codeworte [iir b und d tauschen. Wir
erhalten damit eine mittlere Codewortlinege von:

N
L=">" p(xx) - L{zy) = 2.3 bit

Zeichen | Codewort | p | L | p- L
a 0] D3] 1 0.3

b 1110 .1 | 0.4

c 1111 0.1 | 0.4

d 110 K2 |3 0.6

o 10 03| 2 0.6

SIE =
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Und eine Redundanz von:

Re=L—H(z) =23 —216 = 0.14 bit

Eine noch bessere Codierung wiire z.B.:

Zeichen | Codewort P L |p-L
a 00 03| 2 0.6

b 110 01| 3 | D3

e 111 01| 3 | 0.3

d 01 02 2 0.4

0 10 03] 2 | 0.6
Y | 22

Rec = L— H(z) = 2.2 — 2.16 = 0.04 bit

4) Was sagt Ihnen das Codierungstheorem von Shannon in diesem Fall?

H(x) < L < H(z)+1
216 <22 /23 < 3.16

AL

FFiir die Quelle sind wir mit dieser Codierung nahe an der minimale mittlere
Codewortlinge angelangt.
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1) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Entropie der bindren Quelle maximal wird bei
p=0.5.

Wir berechnen das Maximum, indem wir H ableiten und gleich Null setzen:

dH d
7 :—_[—;J'IHI{"L_.“J}— (1 —p)-logs(1—p))
dp dp

d (_;h In(p) - (1—p)n(1 _J'})

:Tp fn(2) In(2)
I(IFIJIEI‘JFI}[I]E{I)
— —1 =lnlp) —p—— (1) < In(1l —p) — (1 — A
In(2) A, TR P g VN
1
- @) (—In(p) —1+In(l —p)+1)
1
= m{—-h;m] Lin{l—p)) =0
(1)
Und erhalten:
1l—p=p
1
p==
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2) Wann wird die Entropie maximal bei einer Quelle mit drei Zeichen? Fachhochschule

Wir berechnen das Maximum, indem wir H partiell ableiten und jeweils
eleich Null setzen:

H = —plogs(py) — paloga(pa) — (1 — py — pa)logs(1 — py — pa)

1 _ {3 :
= (—piln(p) — paln(ps) — (1 —py — p2)In(l — py — pa))

~ In(2)
dH 1 !
om 1l —py —pa) —In(p)) =0
opy  In(2) (In{1 —py — p2) — In{pm))
GdH

o2 In(2) (In(1 —py —p2) —In(p)) =0

Wir erhalten die beiden Gleichungen:

In(pi) = In(l — p — p2)
Inipz) = In(l — p1 — pa)

Und damat:

2pr+pm =1
m+2m=1

Somit ist py = p = l:

3) Was schliessen Sie allgemein aus obigen Feststellungen?

Die Entropie ist maximal., wenn alle Zeichen gleichwahrscheinlich aultreten.
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Gegeben sei eine Markov-Quelle erster Ordnung! mit drei Symbolen, die alle T Sekunden ein Symbol
erzeugt. Die Quelle hat somit drei Zustande, die jeweils durch das zuletzt erzeugte Symbol (x1, x2, x3)
gekennzeichnet werden. Diese Zustande mit den Ubertragungswahrscheinlichkeiten im stationéren
Fall? sind im nachstehenden Markov-Diagramm wiedergegeben.

{].4
Ir/___\7/7
_'_,_,}‘\ i

T T ez

_ 0.5 ) W,

@

1) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y|X), die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
der Symbole P(xi) und die Verbundwahrscheinlichkeiten P(X,Y).

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten pro Zeichen kénnen direkt ans dem
Markov-Diagramm abgelesen werden.

[PY]X) [[ =, 2 e |
T 0.1 0.5 0.4
s 0.4 0.2 0.4
Ty 0.3 0.3 0.4

Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Zeichen miissen mittels des folgenden
Gleichungssystems berechnet werden:

P(x,) = P{z,) - 0.1 4+ P(xs) - 0.4 4+ P(x4)-0.3

P(zs) = P(x1) - 0.5+ P(z2) - 024 P(z3) - 0.3

P(xy) = P(xy) - 0.4+ P(xs) - 0.4+ Pas)- 0.4
P(z1) + P(z2) + Plzs) = 1

Auflasen des Gleichungssystems fihrt zu den folgenden Lésungen:

Piz;) =028
.Ir’[.f'jj — 032
P(x3) =04

' Die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes hangt nur von dem unmittelbar vorhergehenden Zustand
ab.

2 Die statistischen Eigenschaften bleiben lber die Zeit konstant.
Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 7/8



Ubung 5 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

Mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeiten und der Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Zeichen, kann nun P(X,Y) berechnet werden mit der Formel

P(X.Y) = P(Xy) - P(Ye|Xs):

| P(X.Y) || T | Ty | T |
T 0.028 0.14 0.112
To 0.128 0.064 0.128
T3 0.12 0.12 0.16

2) Berechnen Sie die Entropien H(X), H(X, Y) und H(Y|X).

Die Entropie der Quelle H(X') kann wie iiblich berechnet werden:

| = || P(x) | I(x) | P(x)](x) |
z; || 0.28 1.54 0.52
xa || 0.32 1.64 0.52
xz || 0.4 1.32 0.53
L1 | H(X) | 1.57

Weiter kann die Verbundentropie H(X,Y) berechnet werden:

N N

_ : 1
HX.Y) =33 Plaiw) - loga( =)

=1 =1

1
) & = 112 - logs
ooz T 014 lags(537) +0.112 - logy (o0

1
) + 0.064 - Ecwzlﬂ

= 0.028 - logs( }

+ 0.128 - loga( )+ 0128 - loga( )

L

(0.128

1
+0.12- logs +0.16 - log
012’ 92575 92575

= 0.144 4 0.397 + 0.354
+0.38 4 0.254 4+ 0.38
+ 0.367 + 0.367 + 0.423
= 3.066 hit

0.128
+ 0.12 - logs(

)

Zuletzt ist die bedingte Entropie H(Y|X) gefragt. Diese kann mun ganz
einfach berechnet werden:

H(Y|X) =H(X,Y)— H(X) =3.066 — 1.57 = 1.496 bit
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Ubung 6 Fachhochschule

Quellencodierung — von Entropie zur optimalen
Kompression

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I16sen
- Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fuir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgfaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbucher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Gegen sind die folgenden Zeichen (A, B, C, D, E) mit ihren Auftrittswahrscheinlichkeiten:

P(A)=0.5
P(B)=0.25
P(C) = 0.1
P(D) = 0.1
P(E) = 0.05

1) Berechnen Die die Redundanz R, der Quelle.

‘ x H Plz) ‘ Hz) ‘ Plz)I(z)
Al 0.5 | 0.5
B | 0.25 2 0.5
C | 01 3.322 0.332
D 0.1 3322 0.332
E | 0.05 4.322 0.216
R | H(X) 1.880

Hg=Hy—H(X)= logs(5) — 1.880 = 0.442 bit

2) Nehmen Sie eine Codierung nach Huffman vor. Um wieviel Prozent kdnnen Sie die
Redundanz des Codes minimieren?

Fiir eine nicht komprimierte Ubertragung miisste die Codewortlange L gleich
3 gewihlt werden. Damit ergibe sich eine Coderedundanz von Re = 3 —
1.88=1.12 6.

Nach der Huffman-Codierung gilt folgendes:

0
P4 =035
0 | ——
P(B) = 0.25 P(DECBA) =1
0 P(DECB) = 05 1
P(C) =01 (A=
0 P(DEC) =025 1
iD= 01 S TR
P(DE) = 0.15 1
P(E) = 0.05
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| & || Ple] | L(x) | P(z)L(z) |
Al 05 1 0.5

B | 0.25 2 0.5

£ (]84 3 0.3

D 0.1 4 0.4

E | 0.05 4 0.2
| | L 1.9

Re=L—-H(X)=19—-1.88=0.02 bit

Das entspricht einer Verbesserung von 100% — 100% - T'T? = 98.21%.

Aufgabe 2 Lauflangencodierung

Bei der Lauflangencodierung werden Sequenzen von identischen Symbolen durch deren Anzahl und
(falls notwendig) das Symbol ersetzt.

1) DNA

a) Codieren Sie die ersten 60 Basenpaare der Nukleotidsequenz des Gens HSP22 der
Fruchtfliege:

gaataaatga agattttaat attaatagct aaaaaaaaac agaaaactta aattatttgt

g2at3atglagadt2atat2atagetSacagdac2t3altaldtgt

b) Wie gross ist die resultierende Kompression?

— = {585

c) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Sequenz, welche nur schlecht komprimiert werden kann.

Je weniger Zeichen wiederholt werden, desto schlechter ist die Kom-
primierung. Ein Beispiel einer nur schlecht zu komprimierender Sequenz
ware somit:

gatgatat...

2) Bit-Folgen
a) Codieren Sie die folgende Bit-Fole:
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0000 1110 1000 1111 0001 1111 Fachhochschule

Wir beginnen mit einer Null und erhalten den Code "4 31134 357,
welche wir mit jeweils drei Bit codieren:

0 100 011 001 001 011 100 O11 101
b) Wie gross ist die resultierende Kompression?

Die codierte Nachricht ist linger als die urspriingliche Nachricht, d.h.
wir haben keine Kompression.

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 4/14



Ubung 6 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Aufgabe 3 LZW-Komprimierung Fachhochschule

Gegeben sei eine einfache Lempel-Ziv-Welch Komprimierung (LZW), welche nur Ziffern 0-9
komprimiert. Die LZW Komprimierung startet mit einem Worterbuch, welches bereits fir jedes
Zeichen einen Eintrag hat:

Index Eintrag |

OO N[O |WIN(~ O
OO N[O |WIN(=~ O

Die Codierung ist ahnlich wie beim Lempel-Ziv-Algorithmus:

e Suche im Worterbuch eine mdglichst lange Zeichenfolge, die mit den nachsten n zu
codierenden Zeichen Ubereinstimmt.

e Speichere den Index des gefundenen Worterbucheintrages.

e Bilde einen neuen Eintrag im Wérterbuch mit der gefundenen Zeichenfolge, plus das
darauffolgende Zeichen.

e Verschiebe das Fenster um n+1 Zeichen.

e Wiederhole, bis alle Zeichen codiert sind.

Die Zeichenfolge «36363» generiert daher drei weitere Eintrage im Woérterbuch und wird mit
«3 6 10 3» codiert.

| Buffer | Erkannte Zeichenfolge (Index) | Neuer Eintrag
36363 3(3) > 10: 36
36363 6 (6) > 11: 63
36363 36 (10) > 12:363
36363 3 (3) i
Index Eintrag |

10 36

11 63

12 363
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1) Codieren Sie die Ziffernfolge «123123123123». Wie sehen das Woérterbuch und die codierte
Nachricht aus? Wie gross ist die Kompression?

Buffer Erkannte Zeichenfolge (Index) neuer Eintrag

123123123123 1 (1) = 10: 12
123123123123 2 (2) 3 11: 93
123123123123 3 (3) 5 12: 31
123123123123 12 (10) 5 13: 123
123123123123 31 (12) 5 14: 312
123123123123 23 (11) 5 15: 231
123123123123 123 (13) :

2

Wir erhalten die Nachricht "1 2 3 10 12 11 137 (7 Zeichen) mit folgendem
Worterbuch:

Index | Eintrag
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
G 6
7 7
8 8
0 9
10 12
11 23
12 31
13 123
14 312
15 231

Da sowohl die Eingangsziffern als auch das Waérterbuch jeweils weniger als 16
Zeichen enthalten. konnen wir beide Folgen mit 4 Bit pro Zeichen codieren:

0001 0010 0011 0001 0010 0011 OOO1 OOLO OO11 0001 0010 0011
0001 0010 0011 1010 1100 1011 1101

- . - . 98 _ rq Qo res
Wir erhalten eine Kompressionsrate von i_i = 58.3% (ohne Worterbuch).

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 6/14



Ubung 6 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

2) Wie sehen Worterbuch und codierte Nachricht bei der Ziffernfolge «123456789987654321»

aus?

Da keine bekannten Muster erkannt werden, entspricht die codierte Nachricht
der urspriinglichen Nachricht: " 1234567899837654321" mit folgendem Wérterbuch:

Index | Emtrag

Index | Eintrag
0|0
T
2|2
33
414
5| 5
G| G
T |
818
£ )

Index | Eintrae
10 | 12
11 || 28
12 |34
13 | 45
14 | 56
15 | 67
16 | 78
17 | 89
18 | 99
19 | 98

20 | 87
21 | 76
22 | 65
23| 64
24 | 43
25| 32
26 | 21

3) Dekomprimieren Sie die Nachricht «7 510 11 12».

Da wir die ersten zehn Eintrage des Wérterbuches kennen, kdnnen wir direkt die ersten zwei
Zeichen decodieren und daraus den ersten zusatzlichen Eintrag konstruieren. Das machen
wir so lange, bis wir den gesamten Text decodiert haben:

Nachricht

Decodiert

Eintrag

251071112
25101112
45101112
+ 323011712
75101112

7
75

7575
757557
757557755

— 10: 75
— 11: 57
— 12: 755
— 13: 577

Wir erhalten die Nachricht «757557755»

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Aufgabe 4 Kombination von Komprimierungen Fachhochschule

Kann der Lempel-Ziv-Algorithmus und die Huffman-Codierung sinnvoll kombiniert werden?

Ja. Zuerst werden die Daten Lempel-Ziv-komprimiert. anschliessend das Warterbuch
Huffman-codiert, d.h. die gefundenen Phrasen werden entsprechend ihrer Haufigkeit
codiert.

Aufgabe 5 Huffman-Codierung

Eine Quelle enthalt einen Zeichenvorrat von 4 Zeichen (A, B, C, D). Die Auftrittswahrscheinlichkeiten
der Zeichen seien wie folgt ermittelt worden:

P(A)=0.8
P(B) = 0.1
P(C)=0.08
P(D) = 0.02

1) Wie gross sind die Informationsgehalte | der einzelnen Zeichen?
1 Ras
Lii= f“{f-g[‘ml = {1,322 bit

1
In = logs(—) = 3.322 bit
B “_ffz.u.l_l ) }

}= 3.644 bit

Jr(" = ff:{;’-'[ )
' “210.08

009 \= 5.644 bit

Ip = loga(

2) Wie gross ist die Entropie H(X) der Quelle) Wie gross ware die Entropie H'(X) der Quelle bei
gleicher Auftrittswahrscheinlichkeit der vier Zeichen?

Mit den gegebenen Auftrittswahrscheinlichkeiten berechnet sich die Entropie
wie folgt:

H(X) =) Plax) Iy

k=1
— 808323 L0 +83

= 0.994 bt

22 4+ 0.08 - 3.644 4+ 0.02 - 5.644

Sind aber alle Zeichen gleich hiufig, so wird die Entropie folgendermassen
berechnet:

H{X)=3
k

4

Plxg) v Iy
e—1
4 (020 -2

=2 bl
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3) Entwerfen Die fiir die Ubertragung einen binéren Code nach Huffman.

P(A)=10.8
0
Pt =10 P(DCBA)
0 —
P(C) =008 — BOCH =02 1

PG =01 i

P(D) = 0.02 !

Die resultierenden Codeworte sind:

Azl

g db (1
% 110
s 111

4) Welche mittlere Codewortlange L ergibt sich auf dem erstellten Code?

L=08-14+01-24008-3+0.02-3=1.3 bit

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Aufgabe 6 Huffman-Codierung Fachhochschule

Zur Ubertragung von Nachrichten werden 8 verschiedene Zeichen (A, B, ..., H) verwendet. Bisher
waren die Nachrichtenzeichen alle mit der gleichen Wortlange von drei Bit codiert. Bei einer mittleren

Ubertragungsrate von 6000 Zeicshe" entspricht das einer Datenrate von 18000 bTit. Die Auswertung von
18000 Ubertragenen Zeichen ergab die Haufigkeitsverteilung:

Zeichen A B C D E F G H
Anzahl 1200 4800 900 3990 1445 2900 2005 760

1) Wie gross ist die Redundanz R, der Quelle?

Die Redundanz der Quelle ist definiert als Entscheidungsgehalt minus der
Entropie.

Im ersten Ansatz ist der Entscheidungsgehalt der Quelle gleich der mittleren
Wortlidnge L von 3Bit

Zur iibersichtlichen Berechnung der Entropie siche die untere Tabelle:

‘ 5 H sl ‘ I(x) ‘ Plz)li{z)

A || 0.0667 3.9 0.26

B || 0.2667 1.9 0.51

C || 0.05 4.32 0.22

D || 0.221 417 0.48

E || 0.08 3.64 0.29

F ] 0.161 2.63 0.42

G || 0.111 a7 0.35

H || 0.042 4.57 0.19
] | H(X) | 272

Damit ergibt sich eine Redundanz der Quelle von:

Ro = Ho= H(X J=10g3(8) — 2.72 = 0.28 bit
Das entspricht in diesem Fall auch der Redundanz des Codes bei einer kon-

stanten Codewortlange von drei Bit.
Anm. Das muss nicht so sein!
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2) Entwickeln Sie nach Huffman eine redundanzérmere Codierung der Codeworte. Was ist die
resultierende Redundanzminderung?

Mit Hilfe des Huffman-Verfahrens erhalten wir einen optimierten Code fiir
jedes Zeichen. Im Ideal ware die Redundanz jetzt null, und zwar. wenn der
Informationsgehalt des Zeichens genau soviel Bit hétte, wie zur Codierung
benotigt werden. das trifft leider nur in konstruierten Fallen zu, wie beispiel-

sweise in der Vorlesung!

P(H)= 004
P(C)=0.05
P(4) =0.07
P(E) =0.08
PlG)y=011
P(F) =0.16
P(D) = 0,22
BH) =0.2¢

0

a
0
P(HC) = 0.00
1
0
0
0 P(HCG) = 0.2
P(AE) = 0.15
1
1
P(AEF) = 0.31
1

P(HCGD) = 0.42

P(AEFB) = 0.58

1

P(HCGDAEFB) =1

Gemiiss dieser Huffman-Codierung werden die Zeichen wie folgt codiert:

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Zeichen || H C A E G F D
CW 0000 | 0001 | 1000 | 1001 | 0O1 | 101 | O1 11

Um daraus die Redundanz R zu berechnen, braucht man zuerst die mittlere
Codewortlange L:

Lz | Pa) | L(x) | P(2) L(x) |
A || 0.0667 4 0.2668

B || 0.2667 2 0.5334

' || 906 4 0.2

D || 0.221 2 0.442

FE || 0.08 4 0.32

F || 0.161 3 0.483

@B 0 G 3 0.333

H || 0.042 4 0.168
] I [2.7162 |

Der einzige Wert. der sich gedndert hat. ist die mittlere Codewortliange L.
die jetzt ja nicht mehr konstant auf drei Bit eingestellt 1st. Damit ergibt sich:

Re =L — H(X) = 2.75 —2.72 = 0.03 bit

Da der Informationsgehalt erwartungsgemass nicht genau der gewihlten
bzw. erforderlichen Codewortlinge entspricht bleibt eine Redundanz von 0.03
bit bestehen.

Hatten wir vorher ber konstanter Codewortlinge von 3 bit eine Redundanz
von:

So ergibt sich jetzt eine Redundanzminderung von R — Re = 0.28 —0.03 =
0.25 bit.

Zeichen || H C A F 7 F D B
CW 0000 | 0001 | 1000 | 1001 | 001 101 01 11
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Um daraus die Redundanz Re zu berechnen, braucht man zuerst die mittlere
Codewortlange L:

[z || Plz) [ L(z) [ P(z) - L(x) |
A || 0.0667 4 0.2668

B || 0.2667 2 0.5334

C || 0.05 4 0.2

D || 0.221 2 0.442

E || 0.08 4 .32

F ]| 0.161 3 (0.483

G || 0.111 3 0.333

H || 0.042 4 0.168

| iz [ 2.7462 |

Der einzige Wert, der sich geandert hat, ist die mittlere Codewortlange L,
die jetzt ja nicht mehr konstant auf drei Bit eingestellt ist. Damit ergibt sich:

Ro=L— H(X)=2.75—2.72=0.03 bit

Da der Informationsgehalt erwartungsgemiss nicht genau der gewihlten
bzw. erforderlichen Codewortlinge entspricht bleibt eine Redundanz von 0.03
bit bestehen.

Hatten wir vorher beir konstanter Codewortlange von 3 bit eine Redundanz
von:

R =3-H(X)=3-2.72=0.28 bit

So ergibt sich jetzt eine Redundanzminderung von R — Re = 0.28 —0.03 =
0.25 bit.

3) Um wieviel Prozent kann die mittlere Datenrate gesenkt werden, damit die gleiche
Information fiir die Ubertragung gleich lange braucht?

Um die Rate vom 6000 Zeichen /s bei einer mittleren Wortlinge von 3 bit zu
iibertragen, war bis her eine Datenrate von 18000bit/s erforderlich. Durch
die Komprimierung reduziert sich mittlere Codewortlange von 3 auf 2.75 bit
und ber Datenmengen von 6000 Zeichen jeweils auf eine mittlere Datenrate
von 16320 bit/s.

]

3-6000/s entspreche 100% . dann entsprechen 2.75-6000/s gleich
6000 = 91.67'%.

100% 9 75,
3.6000 ~
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Aufgabe 7 Implementierung LZ77 (Zusatzaufgabe) Fachhochschule

Im Unterricht wurde im Rahmen der Lempel-Ziv-Komprimierung konkret der LZ77-Algorithmus
besprochen. Implementieren Sie diesen in einer beliebigen Programmiersprache. Die
Implementierung fiihrt haufig zu einem tieferen Verstandnis des Algorithmus (gilt flir beliebige
Algorithmen).
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Ubung 7 Fachhochschule

Quellencodierung — Kryptographie
Struktur statt Geheimnis

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I16sen
- Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fuir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgfaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbucher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Aufgabe 1

OST

Ostschweizer

Kryptographie Fachhochschule

In dieser Aufgabe sollen Sie sich mit verschiedenen Verfahren zum Thema Verschlisselung vertraut
machen, um ein Gefiihl dafiir zu entwickeln. Dazu sollen Sie die bereitgestellte Infrastruktur von
https://www.cryptoprograms.com verwenden.

Keine Angst, Sie brauchen keine Software zu installieren. Sie kénnen alles bequem im Browser

erledigen.

1) Caesar-Chiffre:

a.

Navigieren Sie via «Substitution (Create) » zu «Caesar». Wenn Sie sich vor Beginn
der Aufgabe noch einmal mit dem Verfahren vertraut machen wollen, erhalten Sie
Uber die Checkbox «Show description» eine Beschreibung.

Nehmen Sie nun einen beliebigen Text und geben diesen im Feld «Enter plaintext
tob e enciphered» ein. Wahlen Sie einen Schllissel und codieren Sie den Text. Das
Ergebnis erscheint wahrlich kryptisch.

Aber ist es wirklich so schwierig den Code zu knacken? Finden Sie die passende
Analyse und versuchen Sie, lhren Chiffre-Text zu entschllsseln.

Tauschen Sie mit einem Kollegen einen unbekannten verschlisselten Text (Caesar
Chiffre) aus. Analysieren Sie den Text und finden Sie den passenden Schllssel.
Hat die Textlange oder die Sprache des Urtextes einen Einfluss auf den Erfolg der
Analyse? Und wenn ja, welchen?

Ja, sowohl die Textlange als auch die Sprache des Urtextes kénnen einen
erheblichen Einfluss auf den Erfolg der Analyse einer mit der Casar-Verschlisselung
verschlisselten Nachricht haben.

Textldnge:

1. Langere Texte: Bei langeren Texten ist es einfacher, die Verschllsselung zu brechen, da
mehr Daten zur Verfligung stehen, um die Haufigkeit einzelner Buchstaben oder
Buchstabengruppen zu analysieren. In Iangeren Texten gleichen sich zuféallige Abweichungen
in der Haufigkeitsverteilung eher aus, und die charakteristischen Muster der Sprache (wie
haufige Buchstaben oder Wortendungen) werden deutlicher.

2. **Kirzere Texte: Bei kiirzeren Texten ist es schwieriger, statistische Muster zu erkennen,
da weniger Daten zur Analyse zur Verfigung stehen. Ein sehr kurzer Text kann unter
Umstanden zu wenig Information bieten, um die Verschlisselung sicher zu brechen.

Sprache:

1. Sprachspezifische Buchstabenhaufigkeiten: Verschiedene Sprachen haben
unterschiedliche Buchstabenhaufigkeiten. Zum Beispiel ist der haufigste Buchstabe im
Englischen "e", wahrend im Deutschen "e" ebenfalls sehr haufig ist, aber auch andere
Buchstaben wie "n" und "i" sehr haufig vorkommen. Die Kenntnis der spezifischen
Buchstabenhaufigkeit einer Sprache kann bei der Entschlisselung einer Casar-
Verschliusselung entscheidend sein.

2, Struktur und Syntax: Sprachen unterscheiden sich auch in ihrer Syntax und Struktur, was
Auswirkungen auf die Haufigkeit bestimmter Buchstabenkombinationen oder Wortformen hat.
Diese Unterschiede kdnnen die Analyse sowohl erleichtern als auch erschweren, je nachdem,
wie charakteristisch diese Muster fir eine Sprache sind.

Zusammengefasst kann gesagt werden, dass sowohl die Lange des Textes als auch die
spezifischen Eigenheiten der Sprache des Urtextes wichtige Faktoren sind, die den Erfolg der
Analyse einer Casar-Verschlisselung beeinflussen kénnen. Je mehr man uber diese Aspekte
weiss, desto effektiver kann die Analyse durchgefiihrt werden.

2) Transpositionsverfahren: Wiederholen Sie die Schritte (a) - (d) aus Aufgabe 1.1. Benutzen
Sie daftr den «Complete Columnar» Chiffre, den Sie unter «Transposition (Create)» finden.
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Aufgabe 2 RSA Fachhochschule
Gegeben seien die beiden Primzahlen p = 11 und q = 7. Berechnen Sie von Hand:

1)

2)

Die Zahl n und die Zahl ®(n).

Die Zahl n ergibt sich aus dem Produkt der beiden gewahlten Primzahlen p und q:
n=p-q=77

Weil p und q Primzahlen sind, kann ®(n) wie folgt berechnet werden:
P(n)=d(p-q)=(p-1)-(q-1)=60

Die zu e1 = 7 und e2 = 13 inversen Schlissel d1 und dz2 zur De-Chiffrierung.

Um den zu e1 = 7 passenden inversen Schlissel d1 zu berechnen, kann der erweiterte euklidische
Algorithmus angewendet werden. Das funktioniert, weil die Bedingung
et - d1 =1 mod ®(n) erfillt sein muss.

Es gilt also 7 - d1 mod 60 = 1. Wir starten mit der Faktorisierung:
60=8-7+4

7=1-4+3

4=1-3+1

Nun kann wieder expandiert werden:
1=4-1-3
1=4-1-(7-1-4)=2-4-1-7
1=2-60-8-7)-1-7=2-60-17"-7

= dy1=-17 mod 60 =43

Das gleiche Verfahren kann nun fir e2 = 13 durchgefihrt werden. Es gilt dann
13 - d2 mod 60 = 1. Wir starten wieder mit der Faktorisierung:

60=4-13+8
13=1-8+5
8=1-5+3
5=1-3+2
3=1-2+1

Nun kann wieder expandiert werden:

1=3-1-2

1=3-1-5-1-3)=2-3-1-5
1=2-8-1-5)-1-5=2-8-3-5
1=2-60-4-13)-3-5=2-60-8-13-3-5
1=2-60-8-13-3-(13-1-8)=2-60-11-13+3-8
1=2-60-11-13+3-(60-4-13)=5-60-23-13

= d2 =-23 mod 60 = 37
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3) Zeigen Sie an einem Schliisselpaar mit dem Klartext m = 2, dass das Verfahrenfamhktiorientle

4)

Der Vollstandigkeit halber werden in dieser Lésung beide Schlisselpaare gezeigt. Es reicht
aber, wenn Sie nur eines davon oder sogar ein anderes Schliisselpaar zeigen.

Schlisselpaar (e1, d1) = (7, 43): Das Codewort ¢ zu m = 2 berechnet sich wie folgt:
c=me"mod n=2"mod 77 = 51

Um das Verfahren zu Uberprifen, konnen Sie aus dem Codewort wie folgt wieder die
Nachricht berechnen:

m’'=c4" mod n =51 mod 77 = 2

Schlusselpaar (ez, d2) = (13, 37): Das Codewort ¢c zu m = 2 berechnet sich wie folgt:
c=me2mod n=2"mod 77 = 30

Um das Verfahren zu Uberprifen, kdnnen Sie aus dem Codewort wie folgt wieder die
Nachricht berechnen:

m’' =c%2 mod n = 30% mod 77 = 2

Worin sehen Sie in der Handhabung eines asymmetrischen Verfahrens Probleme?

Performance: Wie Sie sich nach den bisher geldésten Aufgaben vorstellen kénnen, sind
asymmetrische Algorithmen sehr langsam (ca. 10°000 Mal langsamer als symmetrische
Verfahren)'.

Infrastruktur: Der &ffentliche Schllissel muss Uber eine vertrauenswirdige Stelle abrufbar
sein. Die Sicherstellung der Vertrauenswiurdigkeit und die Bestimmung der Herkunft des
offentlichen Schlussels sind mit grossem Aufwand verbunden.

Mehrere Empfanger: Bei mehreren Empfangern muss die Nachricht mit dem 6ffentlichen
Schlussel jedes einzelnen Empfangers verschlisselt werden.

Man-In-The-Middle: Wenn es ein Angreifer schafft, seinen offentlichen Schlussel als den des
eigentlichen Empfangers anzupreisen, kann er mit seinem privaten Schlissel die Nachricht
entschlisseln. Um nicht aufzufallen, kann er zudem die Nachricht weiter mit dem 6ffentlichen
Schlussel des eigentlichen Empfangers wieder verschliisseln und dann die Nachricht
weiterschicken. Um das zu verhindern, muss die Authentizitat des 6ffentlichen Schlissels
gewabhrleistet sein?.

1 https://www.kryptowissen.de/asymmetrische-verschluesselung.html

2 https://www.philipphauer.de/info/info/asymmetrische-verschluesselung/#nachteile _asymmetrisch
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Aufgabe 3 Entschliisselung Fachhochschule

Versuchen Sie die folgende Nachricht zu entschliisseln!

V SENGTGGTGPVHWA

Sie vermuten eine englische Nachricht und haben daher die entsprechende Haufigkeitsverteilung
Herausgesucht?;

14,00 -

12,00

10,00

8,00

G003l s G o G Bl

4,00

2,00 - l I l ....... I I ....... I l

0,00 I I . l ]
c d e f i mn o p q r

Die Nachricht enthalt eine vierfache Anzahl an G sowie eine doppelte Anzahl T und V. Im Englischen
ist der mit Abstand haufigste Buchstabe das E. Wir versuchen daher einen Caesar Chiffre von -2 und
erhalten die Nachricht:

T QCLEREERENTFUY

Die Nachricht sieht nun bereits in Bezug auf die Haufigkeitsverteilung der Buchstaben besser aus,
schein jedoch noch verwidrfelt zu sein. Wir versuchen ein Transpositionsverfahren anzuhangen und
erstellen dazu eine 4x4-Matrix:

<spac
T ep> Q C
L E R E
E R E N
T F U Y

Mit etwas ausprobieren konnen wir die Verwirfelung ausfindig machen:

L L [ E | R | E |

3 http://www.arne-lueker.de/Objects/projects/Krypto.html
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E R E N Fachhochschule
T <space> Q C
T F U Y

Wir erhalten die entschlisselte Nachricht:

LETTER FREQUCENCY

Aufgabe 4 Kombination Komprimierung und Verschliisselung

Sie wollen fur einen Datentransfer lhre Daten komprimieren und verschliisseln. In welcher
Reihenfolge machen Sie das und wieso?

Da eine gute Verschlisselung ihre Daten pseudozufallig macht, hat eine anschliessende
Datenkompression keine Wirkung mehr - die Zeichen werden gleich wahrscheinlich. Sie missen
daher die Daten zuerst komprimieren und erst anschliessend verschllsseln. Zudem maximiert die

Komprimierung die Entropie der Nachricht und reduziert so etwas die Angriffsflache fur statistische
Angriffe auf die Verschlisselung.

Aufgabe 5 Euklidischer Algorithmus
Berechnen Sie den gréssten gemeinsamen Teiler mit Hilfe des euklidischen Algorithmus:

1) ggT(48, 18)

48=2-18+12
18=1-12+6
12=2-6+0

Der grosste gemeinsame Teiler von 48 und 18 ist 6.

2) ggT(19, 13)

19=1-13+6
13=2-6+1
1=1-1+0

Der grosste gemeinsame Teiler von 19 und 13 ist 1.

Aufgabe 6
Berechnen Sie d mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus, falls 47 - d = 1 mod 60.

Erweiterter euklidischer Algorithmus

a b

q r X y
47 60 0 47 23 18
60 47 1 13 18 23
47 13 3 8 5 18
13 8 1 5 3 5
8 5 1 3 2 3
5 3 1 2 1 2
3 2 1 1 1 1
2 1 2 0 0 1

d = 23,Probe: 47 x 23 = 1081 mod 60 = 1

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Aufgabe 7 Verschliisseln und Entschliisseln mit RSA Fachhochschule

Verschlisseln und Entschlisseln Sie nun den Klartext «2» mit folgenden Parametern:

p=7, q=11, e=47

n=77, ®(77)=60, e=47 =>» offentlicher Schllissel: (47,77)
d=23 (siehe Aufgabe 6) = privater Schlussel: (23,77)
Verschlusseln:
2% mod 77 = 2°(27)¢ =32-51°=32-(51?)*=32-60=32-(-17)>*=32--17-172 = -5-58
=—-5:—-19 =95 = 18 mod 77
Geheimtext = 18

Entschliisseln:
1823 mod 77 = 2

Klartext = 2
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Ubung 09 Fachhochschule
Kanalmodell
Wie Information durch den Kanal verzerrt wird
Losung
V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu 16sen
- Benutzen Sie die Musterlésung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Prifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféltig und stellen Sie die Lésungswege libersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbucher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Aufgabe 1 Kanalmatrix Fachhochschule

1) Geben Sie eine Kanalmatrix eines nicht gestérten Kanals an.
Ein nicht gestérter Kanal hat die Einheitsmatrix als Kanalmatrix, also z.B.

fiir einen Binarkanal:

1 0
PY|X) =
YIX) =1,
2) Geben Sie eine Kanalmatrix eines vollstandig gestoérten Kanals an.

Bei einem vollstindig gestorten Kanal sind alle Wahrscheinlichkeiten gle-
ichverteilt, also z.B. fiir einen Binédrkanal:

oo
a3

O

ot

Aufgabe 2 Maximale Symbolrate
Gegeben ist der Binarkanal mit der folgenden Kanalmatrix:

09 0.1

PYVIX) =101 09

Uber den oben definierten Kanal sollen die Symbole x1 und xz einer binaren Quelle Ubertragen
werden. Die Ubertragungsrate sei 1 kbit/s. Die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Zeichen der Quelle
sind p(x1)=0.3 und p(x2)=0.7.

1) Wie gross ist die Entropie H(X) am Kanaleingang?

H(X) == plws) - loga(p(wy))

= —0.3-10g9(0.3) — 0.7 - logy(0.7)
= 0.8813 bit/Zeichen
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2) Wie gross ist die Entropie H(Y) am Kanalausgang? Fachhochschule

p(y1) = p(@1)p(ylz1) + pl2)p(y|22) = 0.3-0.9+0.7- 0.1 = 0.34
p(ya) = p(z1)p(ya|z1) + p(ae)p(ye|zs) = 0.3-0.14+0.7- 0.9 = 0.66

H(Y)= =) plye) - loga(p(y))

k=1
= —0.34 - log2(0.34) — 0.66 - log,(0.66)
= 0.9248 bit/Zeichen

Zeichen

3) Welche maximale Symbolrate R4, [ ] kann der Kanal im Prinzip fehlerfrei Gibertragen?

Gesucht ist die Transinformation.

Irrelevanz:

H{F %)= ZZPJ Yk) - loga(p(ye|z:))

=1kl

2 2
==Y p(ai) - plyxls) - loga(p(ye|z:)
i=ilk=1
— 03 09 Sl 09 = 03501+ lopsfo1)
—0.7-0.9-10g5(0.9) — 0.7 0.1 - logs(0.1)
=0.469 bit /Zeichen

Transinformation:

T = H(Y)— H(Y|X) = 0.455 bit/Zeichen

Maximale Rate:

Rypaz = 0.455 bit/Zeichen - 1000 Zeichen/s = 455 bit/s
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Aufgabe 3 Entscheider Fachhochschule

Ein Kanal sei durch die folgende Kanalmatrix beschrieben:

02 05 0.3
P(YIX)={07 02 01
04 0 06

1) Bestimmen Sie nach dem Maximum-Likelihood-Verfahren den Entscheider.

In der Kanalmatrix kann man den Entscheider ablesen, indem nacheinander die
Zuordnungen mit der jeweils grossten verbleibenden Wahrscheinlichkeit auswahit.

0.2 @ 0.3
PY|X) = @ 0.2 0.1
04 0

G

Der Entscheider sieht also wie folgt aus:

Y1 — Ta
Y2 — 1

Ys —+ Zn

2) Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn die Eingangszeichen gemass folgender
Haufigkeitsanalyse auftreten:

x1: 550
x2: 1200
x3: 3000

Aus den gegebenen Haufigkeiten miissen zuerst die zugehorigen Auftrittswahrschein-
lichkeiten berechnet werden:

550
])(Il) - m — 0116
1200
. - — — )
Py = 5D = 0.253
3000 :
plxs) = 10 0.631

Dann kann man wie folgt weiterfahren:

P(Keine Fehler) = 0.7 - p(x2) + 0.5 - p(z1) + 0.6 - p(x3)
=0.7-0.25340.5-0.116 + 0.6 - 0.631
= 0.614

Und schliesslich:

P(Fehler) = 1 — P(Keine Fehler) =1 — 0.614 = 0.386

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 4/10



Ubung 09 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Fachhochschule

3) Kann ein anderer Entscheider zu einem besseren Ergebnis, d.h. zu einer geringeren
Restfehlerwahrscheinlichkeit fihren?

Ein besseres Resultat liefert zum Beispiel der folgende Entscheider:

Yy —» T3
Yo —» Ty
Y3 —+ I3

Um sich das besser vorstellen zu konnen, ist diese Auswahl an der Kanal-
matrix noch einmal verdeutlicht.

0.2 (0.5 03
AY X)= |&¥ e U3
R
Analog zur Berechnung aus der vorherigen Aufgabe resultiert die Fehler-

wahrscheinlichkeit P(Fehler) = 0.311. Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist also
geringer als zuvor, jedoch wird das Codewort xy nicht mehr ausgewertet.

Aufgabe 4 Bestimmung der Kanalmatrix

Wie kénnen Sie die Kanalmatrix eines Kanals fiir ein Eingabealphabet praktisch ermitteln (kurze
Beschreibung in Worten)?

Sie fuhren viele Messungen (senden eines bekannten Zeichens, festhalten des empfangenen

Zeichens) durch und errechnen aus diesen Messungen die Haufigkeiten. Daraus kann dann die
Kanalmatrix erstellt werden.
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Aufgabe 5 Kanalmatrix

Geben Sie eine Kanalmatrix eines verlustfreien, rauschbehafteten Kanals an.
Hinweis: die Matrix muss nicht zwingend symmetrisch sein!

P(Y|X) = ll 0 0]

0 04 06

Dies ist nur eines von vielen Beispielen. Beachten Sie, dass die Summe der Zeilen
gleich 1 sein muss, da ein Ereignis unbedingt eintreten muss. Eine eindeutige
Zuordnung bzw. Erkennung der gesendeten Signale ist dadurch méglich, dass . ..

1. ...das Signal z; eindeutig auf y; abgebildet wird und ...
2. ...das Signal z9 entweder auf y» oder y3 abgebildet wird und x5 nicht ex-

istiert (asymmetrischer Kanal).
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Aufgabe 6 Transinformation

Messungen an einem symmetrischen Kanal ergeben die unten angegebenen

Auftrittswahrscheinlichkeiten der Zeichen am Kanaleingang xi respektive am Kanalausgang yi mit:
=0.3und x2=0.7

y1=0.34 und y2 = 0.66.

1) Bestimmen Sie die Kanalmatrix.

Aus
Pi¥}y=P{X}" - R¥|X)

[0.34 0.66] = [0.3 0.7] - lg ﬂ = [(0.3a + 0.7b) (.07a + 0.3b)]

folgt das lineare Gleichungssystem

0.34 = 0.3a + 0.7b
0.66 = 0.3b+ 0.7a

mit @ = 0.9 und b = 0.1 und damit

P(Y|X) = [D,Q U.l]

0.1 0.9

2) Wie gross ist die Transinformation des Kanals?

Ausgangsentropie:

N
= =" plu) - loga(p(w))
H(Y) = 0.34-10g2(0.34) + 0.66 - loga(0.66) = 0.92

Irrelevanz:

H(Y|X)= ZZP - p(yslw:) - loga(p(y;lx:))

HY | X} =0D.3s 0.9 - 10g2(0.9)
+0.3-0.1 - logy(0.1)
+0.7-0.9 - logy(0.9)
+0.7-0.1-1loga(0.1)

H(Y|X) =047

Tl'i:lllSillfOl'lllatiOIl:
T = H(Y)— H(Y|X) =092 — 0.47 = 0.45
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3) Wie lange bendtigen Sie mindestens zur korrekten Ubertragung eines 500Mbit Blocks, wenn
der Kanal eine Ubertragungsrate von 140 kbit/s besitzt?

Rz =T - R =0.45-140 - 10*° = 63000bit/s

L 500 - 10°
= = = T94l}s = 2.2}
Rm(m‘ 63 - 103 ) ]
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Aufgabe 7 Transinformation

Zeichnen Sie die Transinformation fiir einen symmetrischen Binarkanal in Funktion der
Zeichenwahrscheinlichkeit p und der Fehlerwahrscheinlichkeit € auf.

P(Y)=PX)" - P(Y|X)

PO =lp 1-p1-['7¢ € |=letp—2ep) (- (e+p—2ep))]

Wir berechnen hier nur einige Punkte: p = (0.0,0.1,0.2,0.5) und € = (0.0, 0.1, 0.2, 0.5).

Ausgangswahrscheinlichkeiten P(Y) = P(Y|X) - P(X)

p
FE 0.1 0.2 0.5
0.0|[0.0,1.0] [0.1,0.9] [0.2,0.8 [0.5, 0.5]
0.1{[0.1,0.9] [0.18,0.82] [0.26,0.74] [0.5, 0.5]
‘10202 08 [0.26 0.74 [0.32, 0.68 [0.5,0.5]
0.5|[0.5,05 [0.5,05  [0.5 05 [0.5 0.5]

Ausgangsentropie H(Y) = — Ziv p(yi) - loga(p(yi))

P
aYy 0.0 01 02 0.5

0.0 -0.0 047 0.72 1.0
0.1 047 0.68 0.83 1.0
0.2 (072 483 09 1.0
g4 1.0 30 1.4 1.0

Irrelevanz H(Y|X) = — S3F Ziv p(x;) - p(y;lz:) - loga(p(y;|z:))
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P
HY\%) 0.0 0.1 02 0.5

0.0 -0.0 047 0.72 1.0
0.1 -0.0 047 072 1.0
0.2 -0.0 047 072 1.0
0.5 -0.0 047 072 1.0

€

Transinformation T'= H(Y) — H(Y|X)

p
i 00 01 02 05

0.0 00 00 00 0.0
0.1 | 047 21 031 0.0
021072 036 018 0.0
05( 1.0 0.53 028 0.0

Wir erhalten Kurven analog Werner (2008)". Die Kurven entsprechen im Prinzip der bereits
bekannten Kurve der maximalen Entropie: Die Entropie wird maximal bei Gleichverteilung der
Zeichenwahrscheinlichkeit. Diese Kurve wird nun mit zunehmender Fehlerwahrscheinlichkeit
gedampft.

1 —— e=0
x4 ’ 1 _—— 001
0.8 fehlerfrei // /
H(X) / ——1 0.05
0,6 Z e
bit // g B E——
» N
/// / - 0.2
0.2 - a2
e | 0,3
" e 04
0 0.1 0.2 0.3 0.4 p—»O‘S

" Werner, M. (2008). Information und Codierung: Grundlagen und Anwendungen. Vieweg +
Teubner, S.94.
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Ubung 1 O Fachhochschule

Kanalcodierung und Blockcodes
Theorie, Grenzen und Konstruktion

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
- Benutzen Sie die Musterldsung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbulcher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Wie gross muss die Hammingdistanz eines Codes mindestens sein, wenn 5 Fehler sicher erkannt
werden sollen?

Die Anzahl der sichere erkennbaren Fehler ist ex = h — 1. Daraus kann abgeleitet werden, dass

h=e+1=5+1=6

Aufgabe 2 Hammingdistanz
Gegeben sind die Codeworte des folgenden Codes:

Codewort Zeichen
00000000 A
11000000 B
10001100 C
01010000 D
01010101 E
10000110 F
11111111 G

Wie gross ist die Hammingdistanz dieses Codes?

Codewort Zeichen
00000000 A
11000000 B
01010000 D
01010101 E
10001100 C
10000110 F
11111111 G

Die kleinste Distanz zwischen zwei Codeworten ist h = 2.

Aufgabe 3 Blockcode

Gegeben ist ein Code mit m = 10 Nachrichtenstellen und k = 5 Kontrollstellen und einer
Hammingdistanz von h = 4.

1) Geben Sie die Anzahl der giiltigen sowie die Anzahl der méglichen Codeworte an.

Die Anzahl der giiltigen Codeworte ist 2™ = 21 = 1024. Mogliche Codeworte

oibt es 2mtk — 215 — 39768,
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2) Ermitteln Sie die sicher erkennbare Fehlerzahl sowie die sicher korrigierbare Fehisrzabiischule

Gemaéss bekannter Formel ist die Anzahl der sicher erkennbaren Fehler ¢* =

i A ) ot <l i i j _9
h—1=4—1=3. Die Anzahl der sicher korrigierbaren Fehler 1st ¢ = h‘,_}“ =
4—:2 = 1, weil A in diesem Fall gerade ist.

3) Was geschieht, wenn mehr als die Anzahl der sicher korrigierbaren Fehler e in einem
Codewort auftreten?

[ll llil‘h(‘lll Full \\'il‘tl l‘ll1_'-\\'('(li_'l' f&-llh‘n‘il l{(:l‘l'i;:,‘in'l‘!". lJ(l(‘l' tln‘l‘ Fn'hlt_"l' \\'il‘(l lLi('_‘ll"F-
erkannt.

4) Ist der Code dichtgepackt?

Der Code ist nicht dichtgepackt, weil die Hammingdistanz h = 4 ist. Es
befinden sich deshalb nicht alle Codeworte in einer Korrigierkugel.

Alternativ mit Rechnung:

~ £ ()£ -+()-()

w=0
= 219(1 4 15) = 16- 210 = 214 < 215
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Aufgabe 4 Hamming Blockcode
Gegeben sei die folgende Prifmatrix eines Hamming Blockcodes:

= = =
I = =
= O = =
—_ = O =
— = = O
= O =
[ e
= O O =
O = = O
_ O = O
—_ =D O
e R e e
o O = O
[ B s B
oo o

1) Wie viele Kontrollstellen k besitzt dieser Code?

Ber Hamming Blockcodes markiert die Emheitsmatrix m der Priifmatrix die
Anzahl der Kontrollstellen.

131 3 L 8131808 3 800
11 109321963160 100
118 180 1T 8610100120
17 3148909 189437009 3

Die Anzahl der Kontrollstellen ist also k = 4.

2) Wie viele gliltige Codeworte kdnnen mit diesem Blockcode gebildet werden?

Die Anzahl der giilticen Codeworte ist 2™ = 21 = 2048, wobei m sich aus
o o

der Anzahl Spalten der Matrix minus der Anzahl Kontrollstellen ergibt.

3) Ermitteln Sie die Kontrollstellen fur das Codewort 10110000010.

Die Priifgleichungen fiir die Kontrollstellen konnen aus der Priifinatrix gele-
sen werden. In diesem Fall sind das:

T19 = (11 + 79 + 13+ x4 + g + 17 + 18) Mod 2

T3 = (11 + T9 + 13+ 15 + I + 29 + x19) Mmod 2
Ty =I(ry+ar9+14+ a5+ 07+19+111) Mmod 2
x5 = (11 + T3 + 24 + 25 + T8 + 219 + T11) Mmod 2

Das Einsetzen der Nachrichtenbits in diese Gleichungen ergibt die 4 Kon-
trollstellen und somit auch das komplette Codewort:

101100000101 100
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4) Geben Sie die Fehlersyndrome fiir die Falle an, dass ...

a) ... nurxz gestort ist.

b) ... nurxi1 gestort ist.

c) ...xz2und x11 gestért sind.

Wie leicht zu sehen ist, entspricht auch dieses Syndrom einer Spalte der
Pritfmatrix, namlich der dritten. Geht man nun davon aus. dass nur ein
Fehler passiert ist, so wird man hier eine Falschkorrektur vornehmen
(durch Hippen des dritten Bits).
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Aufgabe 5 Korrigierkugel Fachhochschule

Verdeutlichen Sie anhand einer Skizze den Begriff der Korrigierkugel (nattrlich ohne die
Vorlesungsunterlagen zu Hilfe zu ziehen).

jr\-:'r-"_-"-' gl I'".l".;r"'.f_-'_,l'!_- |'[

Das Zentrum der Korrigierkugel liegt auf jedem glltigen Codewort (weiss) und schliesst alle
umliegenden, ungultigen Codeworte (grau), die sicher korrigiert werden kénnen, ein. Die Anzahl der
sicher korrigierbaren Fehler e kann deshalb als Radius der Korrigierkugel betrachtet werden. Die
Hammingdistanz h ist die kirzeste Distanz zwischen zwei giltigen Codeworten unter Betrachtung
aller Paare von gultigen Codeworten im gesamten Coderaum. Die Anzahl der sicher erkennbaren
Fehler e* ist deshalb h — 1.
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Aufgabe 6 Parity Blockcode

Gegeben ist ein Blockcode, der fir die Nachrichtenstellen xj ein Langs- und Quersummen-Paritybit p
einflgt. Dies ist in der untenstehenden Abbildung visualisiert.

T Ly 13 Tin Plin+1)
Tay Iag Tag s Ian P2in+1)
Tkl Ty Tk3 T Lhn Pk(n+1)
Pik+1n Pik+1)2 Ple+1y3 et Pik+1in Pik+131{n+1)

1) Wie gross ist die Zahl der sicher erkennbaren und der sicher korrigierbaren Fehler?

Obwohl £ und n beliebig gross gewihlt werden kénnen, 1st die Zahl der sicher
erkennbaren und sicher korrigierbaren Fehler konstant. Mit der obigen Wahl
an Paritybits konnen 3 Fehler sicher erkannt werden. Ein einzelner Fehler
kann sicher korrigiert werden. Um das besser verstehen zu konnen. ist der
Fall. be1 dem 4 Fehler eine Erkennung verunmoglichen. in der nachfolgenden
Tabelle dargestellt.

L1 L12 13 e L1 Pl{n+1)
Taq T99 T93 st Tan Pa(n+1)
Tl LE2 L3 EAS LEn Pl(n+1)
P(k+1)1 Pk+1)2 Pk+1)3 v P(k+1)n P(k+1)(n+1)

2) Wie gross ist die Hammingdistanz?

Die Hamminegdistanz ist um 1 erosser als die Anzahl der sicher erkennbaren

Fri‘hl(‘l‘. Alhrl f‘f —23.
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3) Ermitteln Sie die Anzahl der Prifstellen als Funktion der Nutzdatenmenge f(m). Wie wachst
die Anzahl der Prifstellen? Zur Vereinfachung der Aufgabe dirfen Sie annehmen, dass der
Nachrichtenblock quadratisch ist und somit k = n gilt. Das mindert zwar die Genauigkeit der
Berechnung, ist fur unsere Zwecke aber vollig ausreichend.

Wie gehabt hat der Blockcode k& Zeilen und n Spalten. Die Anzahl der
Nachrichtenwerte m kann also wie folgt ausgedriickt werden:

m==kK-mn

Geht man davon aus. dass die Anzahl der Zeilen ungefihr gleich der Anzahl
der Spalten 1st. kann man folgendes annehmen:

bk o s

Die Zahl der Prifstellen (Paritybits) berechnet sich dann wie folgt:
k+tn+1l=22dm<+1

Dit‘ Fillll{i lt}ll 1.“«'1‘ z-LlHu {l:.‘liilit‘ﬂ' :-11:~Z

f(m) =2vm+1

80 - | =
Do -1
6O - -
= a0t :
o =
0F =
| | | |
0 500 1.000 1.500
(g
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Sie haben die Aufgabe, die Ubertragung von Messwerten abzusichern. Es werden insgesamt 32
Messwerte unterschieden. Bestimmen Sie, was flir einen Hamming Blockcode sie dazu bendtigen.
Zeigen Sie, dass Sie eine Fehlerstelle sicher erkennen kdnnen. Priifen Sie, ob der Code

«dichtgepackt» ist und interpretieren Sie das Ergebnis.

Um 32 Messwerte unterscheiden zu kénnen. werden 5 DBit bendtigt (2°

32).

Die Anzahl der Nachrichtenbits m muss also mindestens gleich 5 sein. Einen
Hamming Blockcode mit dieser Anzahl Nachrichtenstellen gibt es aber nicht.
Den néchsterosseren Hamming Blockeode findet man, indem man die Formel
m = 2F — k — 1 anwendet. Wir suchen also den kleinsten Wert fiir k. bei dem

m erosser oder eleich 5 wird:

k=2 m=22-2-1=1 (<f
k=8 m=22-3—-1=4 [ 5)
kE=4; m=2"—4-1=11 (2> €

Es werden also 4 Kontrollstellen bendtiet, mm den gewiinschten Hamming Block-
code zu konstruieren. Die Blocklinge kann dann einfach berechnet werden aus der
Formel n = m + k. Fur k = 4 ergibt das eine Blocklange von n = 11 -4 = 15.
Sie bendtigen also einen (11, 4)-Hamming-Blockcode. Ein Beispiel eines solchen

Hamming Blockcodes wurde bereits i der letzten Aufgabe bearbeitet.

Die Hammingdistanz fiir diesen Code 1st h = 3. wie das fiir alle Hamming Block-

codes der Fall ist. Die Anzahl der sicher erkennbaren Fehler ist damit e

L sl i

9

Ausserdem gilt:

w3 (1) -3 ()

w=0 w=()

I
Y Y
e
po— —_—
== e
N o
=
e,
- o
TR
S -
Il
K5
=d

Der Code ist also dichtgepackt.

. -

Merke: Mit diesem Code kénnen mehr als nur 32 verschiedene Nachrichten iibertragen
werden. Um genau zu sein, sind es 211 = 2048 Nachrichten. Das ist aber nicht

weiter schlimm. Man muss einfach ein Mapping der gewiinschten Nachrichten auf

aliltige Codeworte vorgeben.

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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Aufgabe 8 Parity Blockcode

Vergleichen Sie die Effizienz des Parity Blockcodes aus Aufgabe 8 mit dem Hamming Blockcode.
Auch hier dirfen Sie zur Vereinfachung eine Naherungsrechnung machen. Uberlegen Sie, wie Sie
das am besten machen kénnen.

Wie schon in Aufgabe 8 macht es Sinn, die Anzahl der Priifstellen als eine Funktion
der Nachrichtenstellen f(m) anzunahern. So kann schhiesslich der Plot der beiden

Amnsatze direkt verglichen werden. Es gilt:
n=2%_1

und
n=k+m

Somit kann folgende Naherungsrechnung durchgefiihrt werden:

2% A=k +m
ok ¢
2 = [1 . [ III.'\.' =1m
2% = m

fim) =k = logs(m)

80 - B o
60 -
= 40} —
i) | )
20 loga(m)
0 e :
| | | |
0 500 1.000 1,500
1t
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Zyklische Codes
Algebraische Konstruktion von Fehlererkennung

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
- Benutzen Sie die Musterldsung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbulcher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel Seite 1/8



Ubung 11 — Digitale Codierung

OST

Ostschweizer
Aufgabe 1 Polynomrechnungen in Z, Fachhochschule

a) Gegeben sind folgende zwei Polynome
A(X)=u*+u2+u+1
B(x)=u3+u'+u®

1) Addieren Sie die zwei Polynome A(x) und B(x). Interpretieren Sie das Resultat als
Codewort.

(ut+u2+u+1) + (u+u'+u0) = (u4+u2+u'+u0) + (US+u'+uP) = ut+ud+u+2u’'+2ul = ut+ud+u?
Codewort: 11100

2) Multiplizieren Sie die zwei Polynome A(x) und B(x)

(ut+u2+u+1) * (uS+u'+u0) = (u*+u2+u'+u®) * (uS+u'+ud) =
u7+uS+ut+uS+US+UZHUHUZFU U HUTHUO=UT 205+ 204 2u3+ 202+ 2u T +UO=U7+ U0
Codewort: 10000001

3) Notieren Sie die zwei Polynome als Vektoren und fiihren Sie die Addition nochmals in
dieser Darstellung durch.

1 0 1
0 1 1
1|(+]10|=]1
1 1 0
1 1 0
6
b) Berechnen Sie —
x>+x+1
X0 X+ x+1 =3+ x+1
- X0+ 438
Xt +3
- Xt +X2  +x
¥ o+ +x
- x3 +x +1
x2 +1
x6
— 3 2
m—(x +x+1)Rest (x*+ 1)

c) Als Resultat einer Polynomdivision haben Sie (x*+1) Rest (x+1) erhalten. Was war vermutlich
die urspringliche Division?

x+1 (x*+1D%2+x+1 x¥+x
x4 +1 x4 Txt 41

(x*+ 1)+
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Bestimmen Sie die Elemente, die durch das primitive Polynom x*+x+1 erzeugt werden.

Mit a* + a+ 1 = 0 folgt:

a=a
a2 = a2
at=a
at=a+1
a’=a’+a
26 = 33 + 32

a'=at+a+1

ad=a?+1

a’>=a+a
al®=a2+a+1
a'=a’+a’+a
a?2=a’+a’+a+1

al=a’+a%+1

a“=a3+1
a® =1
a%=a
al’ =&

Die Zykluslange ist 15, wir erhalten:

{0010, 0100, 1000, 0011, 0110, 1100, 1011, 0101, 1010, 0111, 1110, 1111, 1101, 1001, 0001}

Aufgabe 3 Reduzible Polynome

Ein Polynom bezeichnet man als reduzibel, wenn es als Produkt zweier Polynome mit jeweils
niedrigerem Grad dargestellt werden kann. Sind die folgenden Polynome reduzibel?

a) x2+x

Ja. X2+ x=x(x+1)

b) x2+x+1

Nein. Alle in Frage kommenden Polynomdivision ergeben einen Rest:

X2+x+1:x2 =1 Rest x+ 1
X2+ x+1:x2+Xx =1 Rest 1
X2+x+1:x2+1 =1 Rest x

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel
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X+x+1:x = x+ 1 Rest 1 Fachhochschule
X2+ x+1:x+1 = x Rest 1
Aufgabe 4 Reduzible Polynome — mathematische Betrachtungen

Wir betrachten ein Polynom p(x) = x3 + a,x? + a;x + a, mit a, € GF(2).

a)

b)

Welche Aussage kénnen Sie Uber ao treffen, wenn das Polynom p(x) irreduzibel ist?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

Wenn das Polynom p(x) Uber dem Koérper GF(2) irreduzibel ist, bedeutet das, dass es keine
Polynome niedrigeren Grades gibt, die in GF(2) Faktoren von p(x) sind. Das heisst, es kann
nicht als Produkt von Polynomen ersten Grades (Linearfaktoren) oder als Produkt eines
linearen und eines quadratischen Polynoms in GF(2) ausgedriickt werden.

In GF(2) kann ao entweder 0 oder 1 sein. Wenn ao=0, dann hétte das Polynom p(x) eine
Nullstelle bei x=0, da p(0) = 03 + a202 + a10 + ao = a0 = 0. Das wiirde bedeuten, dass x ein
Faktor von p(x) ware und somit das Polynom reduzierbar ware.

Damit das Polynom irreduzibel ist, darf es keine Nullstellen in GF(2) haben. Also muss ao=1
sein, damit p(0)#0, was keine Nullstelle bei x=0 impliziert. Somit kann man schliessen, dass
fur ein irreduzibles Polynom dritten Grades Uber GF(2) der Koeffizient ao immer 1 sein muss.

Nennen Sie einen Grund, warum das Polynom p(x) reduzierbar (d.h. nicht irreduzibel) ist,

wenn
2

Zai =1 (mod 2)

i=0

z ,a; = 1 (mod 2) bedeutet, dass wenn die Koeffizienten ao, a1 und a2 addiert werden, das
Ergebnis modulo 2 gleich 1 sein wird. In GF(2) bedeutet das, dass eine ungerade Anzahl von
diesen Koeffizienten gleich 1 sein muss, weil die Summe von zwei Einsen in GF(2) wieder 0
ergibt (1 + 1 =0 mod 2) und die Summe von einer Eins bleibt eine Eins (0 + 1 =1 mod 2).

Wenn wir nun die Werte dieser Koeffizienten in das Polynom einsetzen und x=1 ist, dann
vereinfacht sich p(1) zu: p(1)=13+az12+a1'+ao=1+az+ai+ao. Wenn die Summe der
Koeffizienten ao, a1 und az gleich 1 ist, dann bedeutet das fir p(1)=1+1=0 (in GF(2)).

Da p(1)=0, wissen wir, dass 1 eine Wurzel des Polynoms ist. Dies wiederum bedeutet, dass
p(x) durch x-1 teilbar ist (Faktorsatz, da wenn x=1 somit x-1=0), aber da in GF(2) das
Konzept von negativen Zahlen nicht existiert und —1 = 1 ist, kdnnen wir sagen, dass p(x)
durch x+1 teilbar ist und entsprechend reduzierbar ist.

Wenn wir zur Priifung die Division (x3+x?+x+1) : (x+1) durchfiihren, erhalten wir x>+1 ohne
Rest.
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Aufgabe 5 Zyklischer Hammingcode

Gegeben ist ein zyklischer Hammingcode mit dem Generatorpolynom g(x) = 1 + x + x3.

1) Ermitteln Sie alle gultigen Codeworte durch die schnelle Mehrfachaddition.

Der Grad des Generatorpolynoms entspricht der Anzahl der Kontrollstellen
E = 3. Ausserdem gilt, dass n = 2¥ — 1 und n = m + k. Somit ist die
Linge der Codeworte n = 7 und die Anzahl Nachrichtenstellen m = 4. Das
Generatorpolynom entspricht dem Vektor [1 0 1 l}.

Wir erhalten zum Beispiel die folgenden Codeworte:

0 0 0 1
e 1 2
019 1
0O 0 1 0
1 8|1 1

1 0 0 0
8 1 i
[ |
1 &g 4
I % O
0 1
01 0 1
0 0
P 01 1
1
1 T T |
010 1 1

Alle giiltigen Codeworte sind die folgenden:

0000000 0100111 1000101 1100010
0001011 0101100 1001110 1101001
0010110 0110001 1010011 1110100
0011101 0111010 1011000 1111111
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2) Ermitteln Sie die Syndrome flr jeweils eine Fehlerstelle.

Vorgehen: Bauen Sie bel emnem giiltigen Codewort an der 1. Stelle einen
Fehler ein und berechnen Sie den Rest, der ber der Division durch das Gen-
eratorpolynom entsteht. Wiederholen Sie diesen Vorgang mit jeder Stelle des
Codeworts. So erhalten Sie die 7 gesuchten Syndrome.

Wir erhalten zum Beispiel fiir das Codewort 0000000 fiir den Fehler an erster
Stelle 28 den folgenden Rest:

8 3 4+z+1=234+z+1Rest 22+ 1
o gl dgh g
5t g
N +22 4z
2 +z> Jz
- x> 4 41
T2 +1

Und damit das Syndrom 22 + 1 respektive [1 0 l}.

Fir die anderen Fehlerstellen erhalten wir

Fehler Resultat

z° 24+1Rest 224+ 241 [1 1 1]
r r Rest 22 4+ 1 1 @]
x3 1 Rest .+ 1 0 1 1]
22 Rest a2 1 0 0]
& Rest x [ 1 6]
i Rest 1 0 0 1]

3) Entwickeln Sie die zu diesem Code passende Prifmatrix des Hamming Blockcodes.

Jedes Fehlersyndrom stellt den Vektor an dessen Stelle fiir die Priifmatrix.
Diese 1st somit:

1110100
g 11180149
1 101001
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Aufgabe 6 CRC-Code
Gegeben ist das primitive Polynom 1 + x + x4,

1) Konstruieren Sie mit diesem Polynom einen CRC-Code.
Um emen CRC-Code zu erhalten. muss das primitive Polynom mit dem
Term (1 + ) multipliziert (mod 2) werden:

(1 +e42%5 {1 42) =14 2%t 4 2

2) Ermitteln Sie das CRC Generatorpolynom.

r* + 2. In Bits kann dieses auch als 110101 dargestellt werden.

Das Generatorpolynom entspricht dem obigen Ergebnis, also g(z) = 1+ 22+

3) Wie viele Kontrollstellen besitzt ein Codewort dieses CRC?

Der Grad des Generatorpolvnoms entspricht der Anzahl der Kontrollstellen
k= b,

4) Wie gross ist die Hammingdistanz dieses Codes?

Abramson/CRC-Codes haben eine Hammingdistanz von h = 4 (durch die
Multiplikation 1 mehr als die zyklischen Hamming-Codes).

5) Ermitteln Sie einige glltige Codeworte mit der schnellen Mehrfachaddition. Wie viele gultige
Codeworte kdnnen insgesamt gebildet werden?

Beispiele von giiltigen Codeworten sind:

000000000000000
101101011110000
100010111011111

Giiltige Codeworte insgesamt: 210

Mégliche Codeworte insgesamt: 217

Abramson Code: n =281 _1=924 _1=15
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6) Zeichnen Sie das rickgekoppelte Schieberegister, mit dem Sie die Kontrollstellen ermitteln
kénnen.
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Faltungscodes - Fortlaufende Fehlererkennung und
Korrektur

Losung

V1.0

Hinweise:
- Ubungen sind mit Vorteil alleine zu I6sen
- Benutzen Sie die Musterldsung nur zur Korrektur

- Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Lésen Sie die
Ubungen sorgféaltig und stellen Sie die Lésungswege Ubersichtlich dar.

- (Erganzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbulcher helfen beim Lésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die
Problemstellung.

- Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Gegeben ist die folgende Encoder-Schaltung eines Faltungscoders:

a N
N N

1) Wie lauten die Generatorpolynome?

gilz) =1+ T
gplz)=1+x+ 7

2) Skizzieren Sie das Zustandsdiagramm

Am einfachsten ist es. wenn wir zuerst eine Tabelle mit den Eingangsbits
und den Zustanden erstellen.

Eill,u,elllf_{ Schieber ‘Qinf‘(‘l‘ Zustand

() () () So
1 () 0
() 1 0 S
1 | 0
0 0 1 So
| 0 1
0 1 1 Sy
1 1 1

Nun konnen wir die Ausgangsbits bestimmen:

e Fiir das erste Ausgangshbit (g) addieren wir (mod 2), das Eingangsbit
und das zweite Schieberegisterbit (erste und dritte Spalte).
e Fiir das zwele Ausgangsbit (go) addieren wir (mod 2) das Eingangsbit

und beide Schieberegisterbits (erste drei 5[');1111'11'}.
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Eingang | Schieberegister Zustand ‘ Ausgang
0 0 0 S |0 O
1 0 0 1 1
0 1 0 N
1 1 0 1 0
0 0 0 A T 1
1 0 1 Y 0
0 1 1 Sy 1 0
1 1 0 1

Nun bestimmen wir den niachsten Zustand durch Schieben der Schieberegis-
ter: Es wird das Eingangsbit und das erste Schieberegisterbit ibernommen
(zwelte und dritte Spalte).

Nichster Zustand

Eingang ‘ Zustand Schieberegister ‘ Ausgang

0 , 0 0 0 0 5
»_HU &
1 0 0 1 1 S
0 4 1 0 0 1 Sq
1 = ' 0 1 0 Sy
0 = 0 1 1 1 So
1 = 0 1 0 0 S
0 ’ 1 1 1 0 S
4 ._LY_"_), . -
1 1 1 0 1 55

0/00 | (& 0/01
|

I\\. A - \\ I', / // B ‘\_/’f

| 1/00 (s ) |ym

\7/
=
<
A

3) Codieren Sie die Nachrichtenfolge {u[n]} ={1, 0, 0, 1, 1, 0, 1}. Geben Sie zunachst die
Abfolge der Zusténde an. Erganzen Sie die Nachricht so, dass die Ubertragung im
Nullzustand endet.
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Zustandsfolge:
(Start Sp) — S1 — S5 — Sy —= S1 — 53 — S5 — Si(— Sy — Sy Tail)

Codewort:
{v[n]} = {11,01,11, 11, 10.10,00,01, 11}

4) Es wird die Folge {r[n]} = {11, 01, 11, 11, 10, 10, 00, 01, 11} empfangen. Decodieren Sie die
Folge mit Hilfe des Netzdiagramms. Die Codierung beginnt und endet im Nullzustand.
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Die urspriingliche Nachricht ist {u/[n]} = {1.0.0.1,1,0,1}. Merke: Hier sind
die Tailbits bereits wieder entfernt worden.

1011

Thomas Kehl / Prof. Dr.-Ing. Andreas Rinkel

100110

100101

(LR RARAN]

101110

100110

/11

L

01

|
100 L0100

o

0/

/
II\J\‘I

0/

i
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Bei der GSM Sprachiibertragung im Fullrate Modus wird ein speziell optimierter Faltungscode mit den
Generatorpolynomen g;(x) = 1+ x3 + x* und g,(x) = 1 + x + x3 + x* benutzt.

1) Skizzieren Sie die Encoder-Schaltung.

N ™,
|/ o
S
= I h 1 I — N
A
Y
AT AT AT
I.\l./.l I\‘\_ _orl I\._ _./‘I

2) Wie viele Tailbits missen einer Nachrichtenfolge angefiigt werden?

Es miissen 4 Tailbits angefiigt werden.

3) Geben Sie das Encodergedachtnis m und die Block-Coderate R an. Die Block-Coderate ist
das Verhaltnis der Anzahl codierter Bits zu den gesendeten Bits. Es werden 185 Bits codiert.

Encodergediachtnis:
= i
Block-Coderate: .
R i 0.489
k= e—————————— = U}
2. (185 4 4)
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Aufgabe 3 Faltungscode
Gegeben Seien die folgenden Impulsantworten eines Faltungscodierers mit einem Eingang:
{91} ={1, 1, 0}; {92}={1, 1, 1}

1) Zeichnen Sie die Encoder-Schaltung.

v
' |

Sl

2) Wie viele Tailbits mussen einer Nachrichtenfolge angefligt werden?

Es miissen 2 Tailbits angefiigt werden., damit die 2 Speicherstellen sicher

wieder mit Nullen belegt sind.

3) Geben Sie das Encoder-Zustandsdiagramm an.

N
{ B
N
7y <
- f ! (0
1411 - \ & L
& -~ { \ \.\‘
4 f | b
- | | .
T N | \-‘r,-" o N
! f P h P ' [ = ) e
0/00 | Foratie ] 0/11 | I 3940 { 2117} ‘." 01
\ \ / \ . J
\ - __’.f‘\.\ | | e SEr . /
e \ |
. \ 5
\ -
‘\.\ b’ -
0/01 \ F /10
~ Y.t -
T N
-
/
L

4) Handelt es sich um einen «guten Code»? Begriinden Sie.

Ja, es handelt sich um einen gnten Code. weil der Unterschied der _.i\llhf;'n}rt'

bei einem Zustandsiibergang immer maximal ist.
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5) Dekodieren Sie die Zeichenfolge Z = {11, 10, 10, 10, 00}

Es gibt zwei Wege. die zum gleichen Gewicht fithren. Man kann deshalb nicht
sagen, ob {u/[n]} = {1,1.0} oder {«'[n]} = {1,0, 1} war. Merke: Die Tailbits
wurden hier bereits entfernt.

N8 3

L % T i I B | oD
\_/ 0,00 0,00 e ] il 0/00 100 000 11000

@ [ =\
u
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Gegeben ist der folgende Faltungscodierer:

R
\L/

A

N
N

LN LN
L/

1) Wie viele Bits werden zur Berechnung der Ausgangsbits herangezogen?

Insepesamt werden 4 Bits herangezogen, namlich das aktuelle Bit und 3 weit-
ere Bits aus dem Speicher.

2) Bestimmen Sie die Impulsantwort der Decoderschaltung.

Um die Impulsantwort fiir die Decoderschaltung zu bestimmen, wird die
folgende Nachrichtenfolge als Input fiir den Faltungscodierer verwendet:

{_N[HH =41.0,0,0}

Die Impulsantwort 1st dann:

{v[n]} ={11,10,01,11}
3) Geben Sie die Codes in Polynomdarstellung an.

gilz) =142+
3

g : 9
plz)=1+z"4+=2

4) Wie viele Zustéande hat der Coder?

Der Coder hat insgesamt 2% = 8 Zustéinde.
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