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1. VORWORT

Diese Zusammenfassung basiert auf dem Buch «Automaten und Sprachen» [1] , geschrieben von Prof.
Dr. Andreas Midiller.

2. PRADIKATE

Pradikate sind Aussagen uUber mathematische Objekte, die wahr oder falsch sein kénnen. «Funktionen»
mit booleschen Rickgabewerten: P, Q(n), R(x,y, z).

(A=B)< (-B=-A) (A< B)< (AANB)V(—~AA-B) AV(-AANB)< AV B

(A= B) < (mAV B) ~(A=B)< AN—-B (A=B=C)< (A= B)AN(B=20)
Begriff Definition
Abtrennungsregel | (AN (A= B))= B
Kommutativitat (ANB)< (BAA)
(AVB)< (BVA)
Assoziativitat AN(BAC)< (ANB)A
A\/(B\/C)@(A\/B)
Distributivitat AN(BVC)< (AANB)V (A AC)
AV(B/\C)@(AVB) (AVCO)
Absorption AV(AANB)< A
AN(AVB)< A
Idempotenz AVA=A
ANA=A
Doppelte Negation | =(—4) & —A < A
Konstanten W = wahr
F = falsch
de Morgan —(AANB)< —-AV-B
—-(AVB)< -AAN—-B

2.1. NORMALFORMEN

Normalformen (allgemein, kanonische Formen) helfen, das Vergleichsproblem zu I6sen (ob zwei Aussa-
gen dieselben sind).

B A..AB, =Vie{l,.,n}. ()= R

BV..VE =3ie{l,.,n}. (B)=\/P

2.2. NEGATION

Nicht fur alle = Es gibt einen Fall, fur den nicht

-Vie{l,..,n}. (B)< ~(PAN..ANB)<—-P V..V-P, < Jic{l,..,n}. (—F)
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3. MENGEN

3.1. KONSTRUKTION
Grundmenge G, Pradikat P(x). Konstruierte Menge A = {z € G | P(x)}

35.2. OPERATIONEN

Begriff Definition

Vereinigung | AUB={z |z € AVze€ B}
Schnittmenge | ANB={z |z € ANz € B}
Komplement | A= {z |z ¢ A}

Differenz A\B={zxcA|z¢ B}
3.3. TUPEL
A x B={(a,b) | a € ANIRB}
n-Tupel:
>n<1Az = {(a17a27 "~7a’n)‘a’i € Az}
4. BEWEISE

Eine Folge von logischen Schliissen, die zeigen, dass die Aussage aus den gegebenen Voraussetzungen
folgt.

Beweistechnik Anwendungsfall

Konstruktiver Beweis | Liefert explizite «Losung» / Algorithmus

Widerspruchsbeweis | Geeignet fiir Unméglichkeitsaussagen. Z.B. v2 ¢ Q

Vollstéandige Induktion | Fur Aussagen, die fur alle n € N gelten.

5. SPRACHEN

, )
f[ ~N )
Regular Kontextfrei Turing-erkennbar Alle Sprachen P (X*)
DEA g[F)i Primzahlen
NEA . Uberabzahlbar unendlich
Reqex Palindrome {a™b"c" | n > 0}
L T ) om0
- J
> / J

AutoSpr | FS26 Seite 5



Georgiy Shevoroshkin 09.07.2026

Begriff Definition

Alphabet Eine nichtleere endliche menge ¥ heisst Alphabet. Die Ele-

mente von X heissen Zeichen.

Wort Eine Zeichenkette der Lange n ist ein n-Tupel in ¥" = ¥ x

haben immer endliche Lange.

... X 2. Ein Element von X" heisst Wort der Lange n. Worter

Leeres Wort Die Zeichenkette ¢ € 3° = {¢} der Lange 0 heisst das leere
Wort.
Menge aller Worter Leeres Wort ist immer drin

S ={juzun?undu..=JzF
k=0

Abgekurzte Schreibweisen von Wortern (A,u,t,0,S,p,r) = AutoSpr

a®b® = aaabbbbb
b%a® = bbbbbaaa

Sprache Teilmenge L C ¥*

5.1. WORTLANGE

Begriff Definition

Lange des Wortes | w € £ = |w| = n, n ist Ldnge des Wortes w

Anzahl Zeichen Seiw € ¥",a € . Dann ist |w|, die Anzahl Zeichen a im Wort w

Beispiel 1: Wortlange

| =0 01010|, = 2 |a%b%] = 8
01010] = 3 01010[3 =0 (1291)7| = 7]1291| = 7- 4 = 28

Beispiel 2: Sprache

L= cCX¥
L = @ C ¥*,die leere Sprache
¥ = {0, 1}, Sprache aller Binéarstrings: L = ¥*
¥ = Unicode, J = {w € ¥* | w wird vom Java-Compiler akzeptiert}
M eine "Maschine", L(M) = {w € ¥* | w wird von M akzeptiert}

Beobachtungen 1:

1. |w"|=n-|w|

2. Zu jeder Maschine M gibt es eine Sprache L(M)

AutoSpr | FS26
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5.2. DETERMINISTISCHE ENDLICHE AUTOMATEN (DEA)

Definition Tabellenform Zustandsdiagramm von A
A - <Q3275a(15F)

— Zustande: Q = {qy, ¢1s - 4

— Alphabet:

— Ubergangsfunktion: § : Q x & — Q
— Startzustand: ¢ € @

— Akzeptierzustande: F C @

Wichtig: Ein Pfeil fir jedes Zeichen in jedem Zustand fur validen DEA

5.3. WORTER EINER REGULAREN SPRACHE
5.3.1. (Ubergangsfunktionen fiir Worter

0:Q XX = Q:(g,w=ay,..,a,) —0(..000(qg,ay),a4),...,a,)
Ubergénge ausghend von q fur Zeichen a,, ..., a,, nacheinander anwenden.

5.3.2. Wort akzeptieren
Der DEA A = (2,Q, qy, 6, F') akzeptiert das Wort w € £*, wenn er A von Startzustand in einen Akzeptier-
zustand 6(q,, w) € F uberfuhrt.

5.3.3. Akzeptierte Sprache, regulare Sprache
Gegeben ein DEA A = (%, Q, q,, 9, F'). Die von A akzeptierte Sprache ist

L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w} = {w € £* | §(¢y,w) € F}

Die Sprache L C ¥* heisst regulér, wenn es einen DEA A gibt mit L(A) = L

DEA, der die Sprache L = {w € ¥* | w ist eine ungerade Zahl im Dreiersystem} ak-

Beispiel 3: .
elspiel 3 zeptiert

0,2 0,2 ol1l2

1

(0 g
ulu|g|u

5.4. MYHILL-NERODE AUTOMAT

Fur ein Wort w € ¥* setze L(w) = {w’" € ¥* | ww’} Insbesondere L(e) = L

Gegeben: regulare Sprache L Uber X. Rekonstruiere A mit:
- Q={L(w) [weX"}

—q=L(o)=1L

- F={L(w) €Q|c€ L(w)}

- §(L(w),a) = L(wa)

Gleicher Zustand < gleiches L(w)
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Beispiel 4: ¥ ={0,1},L = {w € ¥* | |w|, gerade}

w | L(w) Q

Le)=1L 90
0 | L(0) = {w € ¥* | |w|, ungerade} ¢
1 | L(0) = {w € ¥* | |w|, gerade} 9

5.5. MINIMALAUTOMAT
Ziel: Nicht unterscheidbare Zustdénde zusammenlegen

Vorgehen:

1) Akzeptierzustand # Nichtakzeptierzustand

2) lteration: alle unterscheidbaren Paare suchen

3) Verbleibende Paare sind ununterscheidbar — zusammenlegen

Beispiel 5:

9 | @1 | 92 | 493

G|l = x| x| x
g |l x|=]l=1x
e | x| == x
g3 | x | x | x | =

Algorithmus

1) ge F,q ¢ F
2) Unterscheidbar nach Ubergang
3) Iteration bis keine Anderung mehr

=

5.6. PUMPING LEMMA

Ist L eine regulére Sprache, dann gibt es N € N, die pumping length so, dass jedes Wort w € L mit |w| >
N in drei Teile w = xyz zerlegt werden kann mit;

1) |zyl < N
2) |y >0
3) VkeN. (zyfz € L)

Oder: gentigend lange Worter (Jw| > N) einer re-
gularen Sprache (w € L) kdonnen alle in einem
Anfangsstiick der Lange N (|zy| < N) aufgepumpt
werden (zy*z € L).

AutoSpr | FS26 Seite 8
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Was zeichnet regulare Sprachen aus?

Regulare Ausdrucke

Lange Worter: * kommt im regularen Ausdruck vor
Blocke mit * kbnnen beliebig oft wiederholt werden
= Worter kbnnen «aufgepumpt» werden

5.6.1. Beweis
Behauptung: Die Sprache L C ¥* ist nicht regular.

Beweis (Widerspruch):

1) Annahme: L ist regular
2) Gemass Pumping Lemma gibt es die Pumping Length N
— Es darf keine Annahme uber die konkrete Grosse von N gemacht werden!
3) Wahle ein Wort w € L mit |w| > N
— Die Definition muss N verwenden!
4) Aufteilung des Wortes gemass Pumping Lemma
- w:xyz"xw §N7|y‘ >0
5) Auswirkung des Pumpens
— zyFz ¢ L fur mindestens ein k € N (mit Begriindung!)
6) Widerspruch und Schlussfolgerung, dass die Annahme nicht zutreffen kann

Beispiel 6: L = {0™1™ | n > 0} ist nicht regular

1) Annahme: L ist regular
2) IN € N, Pumping Length
3) w=0N1V

4) Unterteilung w = zyz

I z | T 21
N + |yl 2N + |y
I z L wo ][ wo || z1 |

5) Pumpen: nur die Anzahl der 1 wird erhdht, Anzahl 1 bleibt
6) zy*z ¢ L fir k # 1, im Widerspruch zum Pumping Lemma

5.7. NICHTDETERMINISTISCHE ENDLICHE AUTOMATEN (NEA)

Definition Akzeptieren

A=(Q,%,8,q,F) Ein NEA A akzeptiert das Wort w € ¥*, wenn es eine Wahl
von Ubergangen gibt, derart, dass das Wort w den Automaten

— Endliche Menge von Zustanden: ¢ in einen Akzeptierzustand tberfuhrt.

— Alphabet:

— Ubergangsfunktion:  : Q x © — P(Q) Faustregeln

- Startzu_stand: €Q — Nur genau diejenigen Pfeile einzeichnen, die man zum
— Akzeptierzustande: F' C Q Akzeptieren braucht.

— Erlaube Alternativen

AutoSpr | FS26 Seite 9
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Beispiel 7: L = {w € ¥* | w endet mit zwei 0}

DEA-L6sung NEA-L6sung

5.7.1. Umgang mit mehrdeutigen Ubergingen
a-Ubergang von ¢, aus nicht eindeutig

Welchen Ubergang soll man nehmen?

— Beide Mdoglichkeiten probieren und akzeptieren, falls eine der Mdglichkei-
ten auf einen Akzeptierzustand fuhrt.
— Zufallsgenerator (probabilistischer endlicher automat, PEA)

5.7.2. Thompson-NEA

— Zustand = Menge der méglichen
Zustande

— Akzeptieren = Ob NEA im
Zustand sein kénnte

5.7.2.1. Transformation NEA — DEA
Gegeben 6 : Q x ¥ — P(Q) eines NEA. Ubergangsfunktion fir Mengen M C Q

§ 1 P(Q)x X — P(Q): (M,a) &' (M,a) = | ] 6(q,a)

qeM

Satz Implementation

Ein NEA A kann in einen DEA A’ umgewandelt Thompson-NEA:

werden mit — Zustand M C @ realisiert durch Markierung der
- Q' =PQ) Zustande in M

-YX =X — ¢’ realisiert durch Verschieben von Markierungen
— ¢’ wie oben definiert — Akzeptieren: mindestens ein Akzeptierzustand
-9 =1{q} markiert

- F'={MePQ)|FnM+ g}

AutoSpr | FS26 Seite 10
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5.7.3. NEFEA

3

Begriff Definition

e-Ubergang | Kann ohne Verarbeitung eines Zeichens genommen werden.

§:Qx (ZU{e}) - P(Q)

NEA NEA mit e-Ubergangen

3

Einen NEA, kann man immer in einen NEA umwandeln. Beweis: L ={0*1' | k,1 >0}

1) E(q) = Menge der von ¢ aus mit e-Ubergangen erreichbaren Zustande 0 1

2) E(M)IquME(Q) N N
3) sersetzendurch§: Q x (XN {e}) = P(Q): (¢,a) = E(5(q,a)) Start
()

5.8. MENGENOPERATIONEN

Lassen reguléare Sprachen regular sein.

Produktautomat: L, = L(A,)

L= {weX*||w| ungerade} N {w € ¥* | w ist eine durch drei teilbare Binirzahl}

AutoSpr | FS26 Seite 11
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Schnittmenge L(A;) N L(A,) Vereinigungsmenge L(A;) U L(A,)

Differenzmenge L(A;) \ L(A,) Symmetrische Differenz L(A;) A L(A,)
A\ A, A A A,

Operationen verandern nur Endzustande:

Begriff Definition

Schnittmenge L(A;) N L(A,) F =F X F,

Vereinigungsmenge L(A;) U L(A,) F=F xQ,UQ; X F,
Differenzmenge L(A;) \ L(A,) F=F x(Q,\E)

Symmetrische Differenz L(A;) A L(Ay) | F = F x (Qu\ F,) U (Q \ F}) X F,

AutoSpr | FS26 Seite 12
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5.9. REGULARE OPERATIONEN
WICHTIG: e-Ubergange immer hinzufiigen

5.9.1. Alternative
e 18909, 0100 2090
= L(4,) | L(4,) 00O 4 4, OO0

5.9.2. Verkettung

L-1,L, . O_ OO0t~ O_ 00
— L(A,)L(A,) @O O0 @7@ O0 o

= {w,wy | w; € L;} A, O O ©/ A, O O ©

5.9.3. x-Operation

L*={e}ULUL?*U.. € O OQ/E‘
o >0
k=0 O
A

5.10. REGULARE AUSDRUCKE
Formeln, die Zeichenketten beschreiben.

1) Buchstaben stehen fir sich selbst, mit Ausnahme der Metazeichen ()[]*?| .\ (escape character)
2) Verkettung: Zeichen und Formeln hintereinanderschreiben

3) . = ein beliebiges Zeichen, X

4) |: Alternative, a|A = a oder A

5) *: Wiederholung, beliebige viele

6) (): Gruppierung

7) [] Zeichenklassen: [abc] = a|bc, [abc] = alles ausser a, b, oder ¢

Erweiterungen / Dialekte

1) {n,m}: zwischen n un m Wiederholungen

2) +: mindestens eines, {1, }

3) ?: optional, {0,1}

4) Symbole fir Zeichenklassen: \ d Ziffern, \ s whitespace, [: space :], [: lower :]

5.10.1. Verallgemeinerter NEA (VNEA)
Begriff | Definition

Regularer Ausdruck | Zeichenkette r zur Beschreibung einer reguléren Sprache L = L(r)
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Begriff Definition
Reguléare Operationen L(r{) U L(ry) = L(ry | ry)
L(ry)L(ry) = L(ry75)
L(ry)* = L(r¥)
Verallgemeinerter NEA NEA_, dessen Ubergange mit regularen Ausdriicken beschriftet sind

Primitive reguléare Ausdriicke | Regulare Ausdriicke fir Worter mit Lange < 1

L=L(r) |r NEA

%) (%) Start O
{e} {e} StaL>©
{a} a Start O ©

a

{o,s,t} [ost] StaL>Q_.©
0,s,t

{a,b,...,s} | [a— ] Sta&)@_»@
[a-s]

by . StaL)Q_»@
by

= zuU jedem reguléaren Ausdruck gibt es einen DEA

5.10.1.1. VNEA A umwandeln in Regex r
Keine Ubergénge nach q, und nur ein Akzeptierzustand

Reduktion

Start _
AN @ >
T1|rors * 7y

Regulérer Ausdruck

Nach Entfernen aller Zwischenzustande ¢,;, € @ bleibt ein regularer Ausdruck r von A

EROSR0
r
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= jede regulére Sprache lasst sich mit einem reguléaren Ausdruck beschreiben {L(A) | A ein DEA} =
{L(r)|r ein reguldrer Ausdruck}

Interessantes projekt (DEA Lexer DSL): Ragel

5.10.2. Teststrategie

Messung Folgerung

Firn=1,2,3,... — Laufzeit O(2™): NEA-Implementation
— Laufzeit O(n): DEA-Implementation

— Regularen Ausdruck erzeugen

r=a?a’a?a?...a’acaaqa...a
o e
n-a? n-a

— Laufzeit fur Akzeptieren von o™ durch » messen

5.11. KONTEXTFREIE SPRACHEN

Begriff | Definition

CFL Context Free Language

CFG Context Free Grammar
PDA Pushdown Automata

5.11.1. Kontextfreie Grammatik und Sprache
G=(V,X,R,S) Parse Tree

— V: Variablen L={we{0,1}" | |wly = |wl|;}
— X: Terminalsymbole (Alphabet)

_ mit der Grammatik
— R:Regelnder Form A — zyxy...z, Mt A€ V,z, e VUX

— S: Startvariable S—051|150|8SS | e
Ableitung und erzeugte Sprache g
— Regel A — w erzeugt aus uAv das Wort vwv : uwAv = vwv Y\
—vau3uableiten:u:>u1=>u2=>...=>un:voderu=*>v S S
- L(G) = {w eEX|S= w} von G erzeugte kontextfreie Sprache { 4
Erzeugte Sprache: Die Menge der Worter, die von einer kontextfreien S S
Grammatik G aus der Startvariablen abgeleitet werden kénnen, ' \
wird mit L(G) bezeichnet und heif3t die von G erzeugte Sprache. € €

Kontextfreie Sprache: Eine Sprache L heil3t kontextfrei, wenn es eine
kontextfreie Grammatik gibt, die die Sprache L = L(G) erzeugt.

Beispiel 8: L ={0"1" | n > 0}

Grammatik L = {0"1™ | n > 0} Worter, die erzeugt werden muissen
1) Variablen: V = {S} .

2) Terminalsymbole: ¥ = {0, 1} 01 = 0el

3) Regeln: R = {S — 6‘051} 0011 = 0011

4) Startvariable: S

Es ist nicht garantiert, dass es fir die Ableitung eines Wortes nur einen einzigen Syntaxbaum gibt. Man
sagt, die Grammatik ist nicht eindeutig, wenn sie mehrere Syntaxb&ume fir die gleichen Worter erlaubt.
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5.11.2. Regulare Operationen
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter regularen Operationen.

Regulare Sprachen sind kontextfrei.

5.11.2.1. Grammatik fiir reguldare Operationen

Seien L, und L, kontextfreie Sprachen mit Grammatiken G; = (V;, %, R;, S;). Wir nehmen an, dass die
Variablen- und Regelmengen disjunkt sind, also V, NV, = & A R, N R, = &. Zudem sei S, eine Variable,
die nichtin V] U V; enthalten ist. Dann gilt:

Alternative L, | L, ist kontextfrei mit der Grammatik
G=WVUWBU{S5}E R=R UR,U{S) =5 |5} 5)
Verkettung L, L, ist kontextfrei mit der Grammatik
G=MWNUWBU{S5}E R=R UR,U{S) = 55}, 5)
*-Operation L; ist kontextfrei mit der Grammatik
G=MWMU{S5},%,R=R U{S,— S,5,5 —¢},Sy)
5.11.3. Kontextfrei

5.11.3.1. Regeln ohne Kontext

Es spielt keine Rolle, in welchem Kontext das Zeichen A vorkommit, S—A|C
die Regel kann immer angewendet werden A a
S — aAb — aab A — aAb
C —bA

5.11.3.2. Regeln mit Kontext
Je nach Kontext kann eine Regel nicht unbedingt angewendet werden S—C|aC|bC

S—aC — A aC — A

S—>bC - B bC — B

S—C —7?

5.11.4. Chomsky-Normalform (CNF)
Eine CFG istin Chomsky-Normalform, wenn S auf der rechten Seite nicht vorkommt und jede Regel von
der Form A — BC oder A — a ist, zusatzlich ist die Regel S — ¢ erlaubt.

5.11.4.1. Umwandlung
1) Neue Startvariable S, — S (wenn notig)

. A—e B—AC
2) e-Regeln: BZA%} = A kann weggelassen werden = { oo e
f . A— . —
3) Unit-Rules: B—>CD} = aus A kann man wie aus B auch C'D machen = {B—)CD

4) Verkettungen: A — uju,...u,, ersetzendurch A — u; A;, A; — uy Ay, ..., A, 5 = u,_;u, undfalls u, ein
Terminalsymbol ist: A, _; — U;A;,U; — u,.

5.11.4.2. Folgerungen

1) Ableitung eines Wortes w € L(G) istimmer in 2|w| — 1 Regelanwendungen mdglich. Beweis:
— |w| — 1 Regeln der Form A — BC um aus S ein Wort aus |w| Variablen zu erzeugen
— |w| Regeln der Form A — a um das Wort w zu erzeugen
— = insgesamt 2|w| — 1 Regelanwendungen

2) Deterministischer Parse-Algorithmus mit Laufzeit O(|w|?)
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S — ASA | aB
Beispiel 9: A— B | S
B—ble

1) Startvariable

So— S
S — ASA | eB
A—B|S
B—ble
2) e-Regel
So = S Sp— S
S— ASA|aB|a S— ASA| SA| AS |aB | a
A—Ble|S e A—B|S
B—=b B—b
3) Unit-Regel
Sog— ASA|SA| AS |aB|a Sg— ASA| SA| AS |aB | a
S— ASA|SA| AS|aB|a ” S— ASA| SA| AS |aB | a
A— B|ASA|SA| AS|aB|a A—b|ASA|SA|AS|aB|a
B—=b B—=b

4) Komplexe Regeln
Sg— AA, | SA| AS|UB |a
S— AA, | SA| AS|UB|a
A—b|AA, |SA|AS|UB|a
A, — SA

U—a
B—b

6. PARSING

6.1. COCKE-YOUNGER-KASAMI ALGORITHMUS (CYK)

Gegeben

1) Grammatik G = (V,%, R, S)
2) Variable A eV
3) Wort w € ¥*

Frage

Ist w ableitbar? Formell geschrieben: A = w

— Spezialfall w=e¢: A Sec & AsceR (Epsilonregel, A = S)

— Spezialfallw|=1: A Sw & AsweR (Terminalsymbolregel)
- Fall jw| > 1:

AutoSpr | FS26 Seite 17



Georgiy Shevoroshkin 09.07.2026

PESN 3{A—>B(J eR {B:>w1

w=wywy, w; €L C = w,

6.1.1. Ableitungsdreieck
Ideen k

— Parse Treeaus A — BCund T — t
— Variablen in Tabelle fullen

Prinzip 6 S
— Einem Teilwort entspricht ein Feld der Tabelle (rot
hinterlegt) 5
— Das Feld wird mit den Variablen gefiillt, aus denen
das Teilwort abgeleitet werden kann. 4 S
Beispiel l
Parsen des Wortes () [ ()] 3 LIJ
S— AB|CD|CU | SS B—) X 2 é
U—SD C—| | |
A— Jf v Jf
( D] 1| Al B|C|A]|B]|D
Definitionen l l l l l
( ) ( ) ]

Die Felder (k,l,) und (k+1,,l—1;) heissen kor-
respondierende Felder im Ableitungsdreieck des
Feldes (k,1).

6.2. BACKUS-NAUR-FORM (BNF)
Spezifikation der Regeln in maschinen-lesbarer Form:

— Variablen: <variablen-name>

— Einzelne Zeichen: A

— Zeichenketten: 'BEISPIEL'

— Regeln: <variablen-name> ::= Ausdruck

— Ausdriicke sind Folgen von Variablen, einzelnen Zeichen oder Zeichenketten, getrennt durch |

Beispiel 10: BNF fiir Expression-Term-Factor Grammatik

Ausgangsgrammatik

expression — expression + term | term
term — term * factor | factor
factor — (expression) | N
N NZ|Z
Z—0]1]2|3|4]5|6]|7]8]9

Backus-Naur-Form

<expression> + <term> | <term>
<term> * <factor> | <factor>

<expression>
<term>
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<factor> = ( <expression> ) | <number>
<number> = <number> <digit> | <digit>
<digit> =0l1l21314l5161718129
6.3. EXTENDED BACKUS-NAUR-FORM (EBNF)
Definition Achtung!
— Literale in Anfihrungszeichen oder Apostroph — Keine Operatorpriorisierung
— =statt :: = — Zweideutig!
— Variablen ohne < und >, dirfen Leerzeichen enthalten — Keine eindeutige Evaluation!

Komma fur Verkettung ,
Regel-Endzeichen ;

— Kommentare (* ... %)

— Optionale Wiederholung { ... }

— Option [ ...]

— Gruppierung (...)

— Ausnahme: -

Beispiel 11: EBNF fiir Expression-Term-Factor Grammatik

expression = expression, "+", term | term ;

term = term, "x", factor, | factor ;

factor = "(", expression, ")" | number ;

number = digit, { digit } ;

digit ="e" | "1 | "2" | "3" | "4" |
"st | men | 7t oven | 9

6.4. RECHTSREKURSION

Expression-Term-Factor-Grammatik verwendet Links-Rekursion = korrekte Auswertung von links nach
rechts. Parsetree wertet aber Ausdriicke von rechts nach links aus! Alternative Expression-Term-Factor

definition mit Rechtsrekursion statt Linksrekursion:

expression — term expression’
expression’ — + term expression’ | €

term — factor term’
term’ — * factor term’ | e

factor — (expression) | N
N NZ|Z
Z-0[1]2]3|4]5[6[7]8]9

7. STACK

Unendlich grosser Speicher

— Immer nur das oberste Element sichtbar
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— Beliebig tief

7.1. STACKAUTOMAT / PUSHDOWN AUTOMATON (PDA)

Kann Sprachen akzeptieren, die nicht regulér sind, ist aber nicht deterministisch. Beachte: I = ¥ moglich
Definition Ubergéinge
P = (szara(s’quF)

a,b—c
1) Q: Zustande

2) ¥: Eingabe-Alphabet
3) I': Stack-Alphabet a vom Input

4) 0:QxXE. xI, - P(@QxI) b vom Stack entfernen (Bedingung)
5) q, € Q: Startzustand

6) F' C Q: Akzeptierzustande ¢ aufden Stack

Beispiel 12: Stackautomat fuir die Sprache {0"1" | n > 0}

S@Ee{:é;> > q; 0,e -0
e,e—$

€, > &

e,$—e¢
@: gy 1,0 —» ¢

7.1.1. Ableitung aus CNF
Ist L eine kontextfreie Sprache, dann gibt es einen Stackautomaten P, der L akzeptiert, L = L(P).

Grundgeriist

start (7 g U =@
U g,e = $ g,e—~ S \_/ e,$—e¢

Regel A — BC Regel A — a Regel S — ¢ VaeX
e, A—C

@)CC) CRjDe,A—ML @E,S—)E CR;Da,a—)e
g,e > B

7.1.2. PDA — CFG
Variablen

Worter beschreiben Pfade durch den Automaten: Variable A, = Worter, die von p nach ¢ fuhren mit
leerem Stack

Regeln

Regeln beschreiben, wie sich Wege zerlegen lassen: A, — A, A, = Wege von p nach ¢ kénnen
verstanden werden als Wege von p nach r und von dort nach ¢

AutoSpr | FS26 Seite 20



Georgiy Shevoroshkin 09.07.2026

7.1.2.1. Stackautomat standardisieren
1) Nur ein Akzeptierzustand: Neuen Akzeptierzustand g, und Ubergange von allen vorherigen Endzustan-
den zu g, erstellen.

2) Stack leeren: Mit einem Element $ erweitern, sodass garantiert werden kann, dass der Stack am schluss
leer ist.

D
g,e —$

3) Jeder Ubergang legt entweder ein Zeichen auf den Stack oder entfernt eines

a,E 13 (1,8—)1’5 8, > €

7.1.2.1.1. Grammatik ablesen
Ausgangspunkt: standardisierter PDA mit Startzustand ¢, und F' = {q,}.

1) Startvariable: 4,
2) Regeln:

Am9—>qu—+f1 A

pr=-rq

pp

8. NICHT KONTEXTFREIE SPRACHEN

8.1. PUMPING LEMMA FUR CFL

Ist L eine CFL, dann gibt es eine Zahl N, die Pumping Length, derart, dass jedes Wort w € L mit |w| > N
zerlegt werden kann in funf Teile w = uvzyz derart, dass

1) vyl >0

2) Jvzy| < N

3) Vk e N. (uvkxykz € L)

Mit dem Pumping Lemma kann man beweisen, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist.
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Beispiel 13: {a™b"c™ | n > 0}

1) Annahme: L kontextfrei
2) Pumping length N
3) Wort: w = a™VoN e
4) Zerlegungen:
a N bN 2N cN 3N

| u | N I | | :
YA

<

~

<N
5) Beim Pumpen nimmt die Anzahl der a und b zu, nicht aber die Anzahl der ¢
= Vk # 1. (wFzy*z ¢ L)

6) Widerspruch: L nicht kontextfrei

8.1.0.1. Herleitung
Grammatik G in CNF

weL@) =8> w
Wiederverwendete Variable

|lw| > N gross genug = Variablen werden im Parse Tree wiederverwendet Die «unterste» wiederverwen-
dete Variable A erzeugt zwei Worter:

A VLY
Az
Pumpen

* *
A = vxy anstelle des «untersten» A = x verwenden

9. UNENDLICH

Begriff Definition

Endlich Eine Menge A heisst endlich, wenn jede Injektion A — A auch eine Bijektion
ist

Abzahlbar unendlich Eine Menge A heisst abzédhlbar unendlich, wenn es eine Bijektion N — A

gibt, also A ~ N. Bsp: R, Z, Q, ¥*, Menge aller DEAS/NEAs/PDAs/CFGs

Uberabzahlbar unendlich | Eine Menge A heisst iiberabzéhlbar unendlich, wenn sie nicht abzahlbar
unendlich ist. Bsp: C, P(N), Menge aller Sprachen P(¥*)

Gleich machtig Mengen A und B heissen gleich méchtig, A ~ B, wenn es eine Bijektion
A — B gibt

Unendlich Eine Menge A heisst unendlich, wenn sie gleich machtig wie eine Teilmenge
ist

A, B, A,, abzahlbar unendlich, k£ € N:
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1) AU B, Uk A,, abzéhlbar unendlich
2) A x B abzahlbar unendlich

3) Abzahlbar unendlich: N, Z, Q

4) P(A) uberabzahlbar unendlich

5) R Uberabzahlbar unendlich

10. TURING-MASCHINE (TM)
Merhere Stacks (Speicherzellen) = RAM (Band).

Jeder DEA oder NEA kann damit emuliert werden.

1) Der Speicher ist unbegrenzt

2) In jeder Zelle genau ein Zeichen

3) Esistimmer nur eine Speicherzelle einsehbar

4) Der Inhalt der aktuellen Zelle kann beliebig verandert werden

5) Bewegung immer nur eine Zelle nach links oder rechts

6) Kein weiterer Speicher (nur die Zustande eines endlichen Automaten und das eine Zeichen)

Begriff Definition

Record Speichereinheit fester grosse

Bandalphabet Alphabet I', welches aus Speicherzellen (Stacks) besteht
Schreib-/Lesekopf | Aktuelle Schreib-/Leseposition

Definition Zustandsdiagramm

(deterministische) Turing-Maschine
M = (Q: PINI 57 40 Gaccept > Qreject>

- Q Uberginge
— X: Alphabet

— I': Bandalphabet, €T'\X
-0:QxT'—>QxT x{L,R}

- ¢, € Q: Startzustand

— Gaecept € Q1 Akzeptierzustand

— Greject € Q1 Ablehnzustand, g, cepe # dreject

6(,0) = (60, 1): (7 =

— Ubergang maglich, wenn a unter dem Schreib- / Lese-Kopf
— Aktuelles Feld auf dem Band wird mit b Uberschrieben
— Kopfbewegung: L links, R rechts

10.1. ARBEITSWEISE

Programmablauf

Input-Wort w auf Band

Schreib- / Lesekopf positioniert auf 1. Zeichen

Maschine starten, ¢(w) Einzelschritte ausfiihren

Maschine halt in g, ..., 0der g,q...: Wort w akzeptiert / Verworfen

Laufzeit: t(w), t(n) = max{t(w) | |w| < n}
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Vorher Nachher

a— bR @ a—bR

10.2. PROTOKOLLIERUNG

Der Gang der Berechnung mit einer TM kann dokumentiert werden, indem der Bandinhalt nach jedem
einzelnen Verarbeitungsschritt protokolliert wird.

Links Rechts

.alazpaa4a5...
. a; q Gy p Gy Qg -

.a1a2paa4a5...

a—b,L
’ . Qy Ay ph q Gy Qg -

a— bR
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Beispiel 15: L = {0"1" | n > 0}, w = 0011
. 0 0 1 1 -
— o 99 0 0 1 1 e
. % 0 1 1 -
N o T q1 0 1 1 =
- T % 1 1 -
— o Z 0 q1 1 1 =
q1
- L 0 T 1 -
—~ . x 0 98B 4o 1 o
g2
. €T 0 T 1 o>
g2 = x 0 Z 1 g2 =
- T 0 T 1 -
— w x 0 x qs 1 o
q3
- ax 0 ax 1 =
- o T 0 q3 x 1 o
q3
- T 0 T 1 -
) = xr ds 0 T 1 o
5 B I B 0B
— o q3 €T 0 €T 1 =
q3
= L 0 T 1 -
-’
a3 g3 u T 0 x 1 o
T 0 T 1 -
—~ - q0 €T 0 €T 1 o
d0
- T 0 T 1 -
—— o a8 qO 0 €T 1 i
90
- ax 0 ax 1 =
= \/} = X T q1 x 1 o
q1
- ax i ax 1 =
— u x T T q1 1 =
51
= X xr X xr -
a2 o aE T aE 7 qs o
= X xr X xr =
—~ o a8 T €T qs T -
43
= X xr X xr =
-~ o a5 a7 qs3 x a5 o
q3
= X xr X xr =
e = 7 as aE T a =
q3
= X xr X xr =
i o g3 T B a8 T o
q3
2 T T T T g
a3 ds o &z 5 T T o
X xr X xr =
o o do i i az T o
(o)
= X xr X xr =
—~ o 0 ) 0 B 0 o
90
= X xr X xr =
-~ o a5 x 0 x a5 o
d0
= X xr X xr =
- o x x x 90 a5 o
do
= X xr X xr =
Qaccept = Z T T T qaccept o

10.3. VARIANTEN

Laufzeit: Die Laufzeit einer TM M bei der Verarbeitung eines Wortes w € ¥* ist die Anzahl t(w) der Schritte,
die die Turing-Maschine ausfihrt, bis sie anhalt.
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10.3.1. Nichtdeterministische TM
Ubergangsfunktion Simulation auf Standard-TM

Bei jedem Ubergang maximal IV verschiedene Mdg- Verwende 3 Bander:

lichkeiten: 0 : Q@ x I' = P(Q x I x {L, R}) 1) Arbeitsband
= Mehrere mogliche Berechnungswege 2) Kopie von w

Wort akzeptieren 3) Liste aller Folgen von Wahlmdglichkeiten

w € L(M ) wenn es einen Berechnungsweg gibt, der Simulation
ZU Gyecepe fUNIt. (auch wenn es Wege gibt, die auf

€ 1) Kopiere w von Band 2 auf Band 1
fuhren!)

2) Fuhre TM aus auf Band 1 mit Wahlmdglichkeiten

Simulationsidee von Band 3

3) Inkrementiere zur nachsten Folge von Wahlimdog-
lichkeiten auf Band 3

qrej ect

Alle Berechnungswege durchfiihren, maximal Nt

Simulierbar in O(N*™)) = 20(t(n)

10.3.2. Verschiedene Bandalphabete
Jedes andere Alphabet als ¥ = {0, 1} kann binar codiert werden.

{

_ = 0x20 A = 0x41 r = 0x87 7 = 0x37

ﬂ;f\f\f\ﬁﬁﬁ

o[1|0|0[0(0|0|1|0|0(0(0|0]1|1(1({1|1|0|0[0(0|1]1|0(1(1|1

Simulierbar in Zeit O(t(n))

10.3.3. Mehrspurmaschine
Simulierbar in Zeit O(t(n))

10.3.4. Mehrbandmaschine

Um eine Mehrbandmaschine mit n Bandern auf einer einfacheren Maschine zu simulieren, kann die
unabhangige Bewegung der Schreib-/Lesekdpfe mithilfe eines 2n-spurigen Bandes (Daten + Zeiger fir
Schreib-/Lesekopf) nachgebildet werden.

Simulierbar in Zeit O(t(n)?)

10.3.4.1. Harvard- und von Neumann-Architektur

Die AVR-Mikrokontroller-Familie von Atmel verwendet intern drei unabhéngige Datenpfade:
— Flash-Speicher, der den Programmcode enthélt

— Statisches RAM, welches zur Laufzeit veranderliche Daten speichert

— Peripheriegerate.

Die von Neumann-Architektur vereinheitlicht Daten- und Programmspeicher.
10.3.5. Einseitig unendliches Band

Beidseitig unendliches Band kann durch ein Alphabet doppelter Wortbreite realisiert werden, somit aqui-
valent.

10.4. TURING-ERKENNBARE SPRACHEN

Eine TM erkennt das Wort w € ¥*, wenn die Maschine auf dem Input w im Zustand g,...,,; anhalt.
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Sind L, und L, Turing-erkennbare Sprachen, dann sind auch der Durchschnitt L, N L, und die Vereini-
gungsmenge L, U L, Turing-erkennbar.

Es gibt Uberabzahlbare viele Sprachen L C ¥*, die nicht Turing-erkennbar sind.

10.4.1. Aufzahler
Aufzédhler: TM mit einem Drucker, mit dem Woérter ausgedruckt werden konnen.

L ist rekursiv aufzéhlbar wenn es einen Aufzahler gibt, der alle Wérter aufzéhlen kann. L ist dann auch
Turing-erkennbar.

10.4.2. Entscheider und entscheidbare Sprachen
Turing-erkennbare Sprache: L heisst Turing-erkennbar, wenn es eine TM M gibt mit L = L(M).

Turing-entscheidbare Sprache: L heisst Turing-entscheidbar, wenn es einen Entscheider M gibt mit
L= L(M).

Berechenbare Funktion: Eine Funktion f : ¥* — ¥* heisst berechenbar, wenn es eine TM M gibt, die
auf jedem Inputwort w € ¥* anhdlt und auf dem Band das Outputwort f(w) zuricklasst.

11. ENTSCHEIDBARKEIT

«Die sich mit immer neuen Superlativen gegenseitig tberbietenden Anklindigungen der IT-Industrie
kénnten den Eindruck erwecken, dass mit geeignet viel Rechenleistung und Speicherplatz kein Infor-
matikproblem einer Lésung widerstehen kénnte.»

— Prof. Dr. Andreas Mdiller, [1, p. 267]

> based

Serialisierung ermdglicht, jedes Entscheidungsproblem auf die Verarbeitung einer Zeichenkette zurtick-
zufuhren, die entweder akzeptiert oder verworfen wird. Jedes Problem wird auf diese Weise zu einem
Sprachproblem.

11.1. ENTSCHEIDER
Definition Beispiele
Ein Entscheider ist eine Turing-Maschine, die auf Leerheitsproblem (Entscheidbar):

jedem beliebigen Input anhalt. Fppa = {(A) | A ein DEA und L(A) = g}
Eine Sprache L heisst entscheidbar, wenn es einen
Entscheider M gibt mit L = L(M). Man sagt, M
entscheidet L. EQcre = {(G;, Gy) | G; CFGs und L(G;) = L(G,)}

Gleichheitsproblem (Entscheidbar):

Sprachproblem Akzeptanzproblem (Entscheidbar — nicht fur TM!):

Jedes Problem P kann in ein Sprachproblem Uber- Apga = {(A,w) | A ein DEA, der w akzeptiert}
setzt werden:

Halteproblem (Nicht entscheidbar):
Lp ={w € ¥* | w ist Lésung des Problems P} P ( )

HALT 1y = {(M,w) | M hélt auf Input w}

11.2. AKZEPTANZPROBLEM FUR TURING-MASCHINEN
Ay = {{M,w) | M ist eine TM, die das Wort w € ¥* akzeptiert}
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Theorem

Aqy ist nicht entscheidbar.

Beweis

Konstruiere aus einem Entscheider H fur Ay, eine Maschine D mit Input (M)

1) Lasse H auf Input (M, (M))
2) Falls H akzeptiert: g,qe.
3) Falls H verwirft: g, cept

Wende jetzt D auf (D) an:

D((D)) akzeptiert = D verwirft (D)
D((D)) verwirft = D akzeptiert (D)

11.3. HALTEPROBLEM
HALTy = {{M,w) | die TM M hélt auf dem Input w}

= Gleicher Widerspruch wie beim Akzeptanzproblem. Umschreiben des Problems in ein neues Programm
S, welches «Akzeptieren» in «Anhalten» tUbersetzen soll = Reduktion (A, < HALT 1)

11.4. REDUKTION
Reduktionsabbildung

f\

Berechenbare Abbildung f : ¥* — ¥* so, dass
weAs fw)eB

Notation: f : A < B heisst «A leichter entscheidbar als B»

Entscheidbarkeit
Falls B entscheidbar, dann f: A < B = A entscheidbar

Beweis

Ist H ein Entscheider fir B, dann ist H o f ein Entscheider
fur A.

Folgerung Entscheider H o f Entscheider H
A nicht entscheidbar, A < B = B nicht entscheidbar

11.5. SATZ VON RICE

Ist P eine nichttriviale Eigenschaft Turing-erkennbarer Sprachen, dann ist P;.;, nicht entscheidbar.

12. KOMPLEXITAT

Ineffizient: Entscheidbare Probleme mit exorbitant langer Laufzeit sind praktisch «nicht Iosbar»
Problemgrésse: Laufzeit hangt von der Problemgrosse n ab

Worst case Laufzeit: Die worst case Laufzeit t(n), die die Maschine zur Verarbeitung von Inputs der
Lange n braucht, ist t(n) = max{t(w) | |w| < n}
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12.1. HARDWAREEINFLUSS

Nichtdeterministische Hardware kann in Zeit 2°*(")) simuliert werden = NTM ist exponentiell schneller

12.2. POLYNOMIELLE UND EXPONENTIELLE LAUFZEIT

Polynomielle Probleme Exponentielle Probleme

— Gauss-Algorithmus O(n?) | — Faktorisierung von grossen Zahlen (RSA)

Skalierbarkeit Sicherheit

Ein Algorithmus hat polynomielle Laufzeit, wenn seine Laufzeit durch ein Polynom beschrankt ist: ¢(n) =
O(nk)

12.3. SPRACHEN

Eine Sprache L gehdrt zur Klasse /P, wenn L von einer deterministischen TM in polynomieller Zeit
entschieden werden kann

12.4. POLYNOMIELLE VERIFIZIERER

Ein polynomieller Verifizierer fur die Sprache L ist eine TM V, so dass es fir jedes w € ¥* ein Wort ¢
(das Losungszertifikat) gibt, fur das gilt

w € L < V akzeptiert (w, c)

Die Laufzeit von V ist polynomiell in |w|.

Eine Sprache ist genau dann in NP, wenn sie in polynomieller Zeit verifiziert werden kann.

12.5. POLYNOMIELLE REDUKTION

12.5.1. Polynomieller Laufzeit-Vergleich
Seien A und B entscheidbare Sprachen. Eine berechenbare Abbildung

X =Y we f(w)
mit
1) w e A< f(w) € B (Reduktion)
2) f(w) ist berechenbar in polynomieller Zeit in |w|

heisst polynomielle Reduktion A <, B. Lies: A ist polynomiell leichter entscheidbar als B.

Polynomiell &quivalent: Zwei Sprachen A und B heil3en polynomiell &quivalent, geschrieben A =, B,
wenn A <, Bund B <, A.

12.5.2. Satz
Sei A <p B. Dann gilt
BeP=AecP, A¢P=B¢P
Be NP=Ae NP, A¢ NP=B¢ NP
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12.6. POLYNOMIELLE AUSFULLRATSEL

Ein polynomielles Ausflillratsel ist eine n x m-Tabelle, in die Zeichen eines Alphabets X eingeflillt werden
mussen, so dass als logische Formel ausdriickbare Regeln eingehalten werden, die in polynomieller Zeit
ausgewertet werden kénnen. (Beispiel: Sudoku)

SAT: Boolean satisfiability problem: Gegeben einer aussagenlogischen Formel, gibt es eine Zusammen-
setzung der Variablenwerte, die die Aussage «Wahr» werden lassen?

SAT = {¢ | ¢ ist eine erfiillbare logische Formel}

Satz
Jedes polynomielle Ausfullratsel A lasst sich polynomiell auf SAT reduzieren.
Variablen
z;;. = wahr
< Feld (7, 7) der Tabelle enthélt Zeichen ¢

Genau ein Zeichen im Feld (i, j)

Yij = \/ (%‘jc A \/ xijd)

ceX d#c

c und kein anderes Zeichen in (4,7)

Regeln

Spielregeln als Formel ¢ in Variablen z,;. ausdrlicken, die wahr ist genau dann, wenn die Regeln erfllt
sind.

12.7. NP-VOLLSTANDIGKEIT

Eine entscheidbare Sprache B heisst NP-vollstiandig, wenn
sich jede Sprache A in NP polynomiell auf B reduzieren lasst:

" P NP I NP-vollstandig

VAENP. (A<p B) leichter schwieriger

NP-vollstandige Probleme sind die «schwierigsten» Probleme in NP. Sie sind alle gleich schwierig:
A, B NP-vollsténdig = (A<p, BAB<p A & A=, B)

Reduktionsprinzip

A NP-vollstandig A Be€ NP AN A<p B = B NP-vollstandig

Wenn ein Problem NP-vollstandig ist:
— L6sung braucht typischerweise exponentielle Zeit
— Korrektheit der Losung ist in polynomieller Zeit zu prufen

Umgang mit NP-Vollstandigkeit in der Praxis:
— Spezialfalle ausnitzen

— Problem modifizieren

— Approximation

— Zufall oder Heuristik

— Genetische Algorithmen und ML
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Beispiele:
— SAT / 3SAT
— k-VERTEX-COLORING

12.7.1. Cook-Levin
3-SAT: Jede Klausel der Normalform hat maximal 3 Literale.

Satz
SAT ist NP-vollstandig.
Das bedeutet:

Sei A eine Sprache in NP
= Es gibt eine nichtdeterministische TM M, die A in polynomieller Zeit O(t(n)) entscheidet
= A kann polynomiell auf SAT reduziert werden: A <, SAT

Vorgehensweise
Beschreibe das Finden der Berechnungsgeschichte von M als ein polynomielles Ausfillratsel
«Ausfullratsel» in diesem Fall die Berechnungsgeschichte der TM.

Uberprufe, ob alle Zustandsiibergénge valid sind.

12.7.2. SAT <p 3SAT
{¢ | ¢ erfillbare logische Formel} = {¢ | ¢ erfiillbare logische Formel in 3CNF}

Beweis von Cook-Levin

Jedes Problem lasst sich auf eine Formel reduzieren

Die Reduktion ist polynomiell

Die Formel wird aus der Berechnungsgeschichte abgeleitet
Die Formel kann in CNF konstruiert werden

12.7.3. Karp-Katalog

SAT
R BN
k-CLIQUE BIP 3SAT
e N N
VERTEX-COVER SET-PACKING VERTEX-COLORING
e \ / NG
HAMPATH SET-COVERING T\:fg;gg_lﬁ FiE(D;BSA;rK EXACT-COVER CLIQUE-COVER
! — 7/ N T~
UHAMPATH 3D-MATCHING SUBSET-SUM HITTING-SET STEINER-TREE
Y\
SEQUENCING PARTITION
'
MAX-CUT

12.7.3.1. Graph-Uberdeckungen

Handeln davon, dass ein gegebener Graph von einer Menge beschrankter Gro3e mit einer besonderen

Eigenschaft aus erreicht werden kann.
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12.7.3.1.1. VERTEX-COLORING

Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Knoten V' und Kanten K und eine Zahl k. Ist es k
maglich, die Knoten des Graphen mit £ Farben so einzuféarben, dass durch Kanten verbun-
dene Knoten verschiedene Farben haben?

Il
W

Es gibt eine Einfirbung der Knoten von G
VERTEX-COLORING = < (G, k)|mit k Farben derart, dass zwei verbundene
Knoten verschiedene Farben haben

Stundenplan: Planung der Facher f € F auf k Zeitfenster, damit keine Anmeldun-

Beispiel 16: gen {f;, f} € A in gleichen Zeitfenstern liegen

Knoten V = Fach, Kanten E = Anmeldungen, Farben = Zeitfenster

12.7.3.1.2. CLIQUE-COVER
Gibt es & Cliquen so, dass jede Ecke in genau einer der Cliquen ist? k=3

CLIQUE-COVER = {<G’ k) alle Knoten von G abdecken, also V' = Ufz Vi

Es gibt k Cliquen G, = (V, E}), die zusammen }

12.7.3.1.3. EXACT-CLIQUE-COVER
Wie CLIQUE-COVER, nur missen die Mengen disjunkt sein. k=2

Es gibt k disjunkte Cliquen G, = (V,, E}),
EXACT-CLIQUE-COVER = { (G, k) VN V]' = @ fiir i # j, die zusammen alle
Knoten von G abdecken, also V' = Ufz Vi

Bilden von k& Gruppen von Leuten, die sich kennen. Alle Leute sollen eingeteilt

Beispiel 17: .
sein.

Knoten V = Teilnehmer, Kanten E = Kennen sich, k£ = Anzahl Gruppen, Clique G, = Gruppe

12.7.3.1.4. K-CLIQUE
Wie CLIQUE-COVER, nur ist k£ bekannt.

Job-Parallelisierbarkeit: Menge von n Jobs, die jeweils exklusiv auf m Ressour-
Beispiel 18: cen zugreifen, Jobs diirfen nicht gleichzeitig laufen. Ziel: Entscheiden, ob zu
irgendeinem Zeitpunkt mehr als k£ Prozessoren ausgelastet werden kénnen
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Graph G = Job-Parallelisierbarkeit, Knoten V = n Job, Kanten E = m gleiche Ressourcen, k-Clique
G, = Auswahl Knoten ohne Verbindung, k = Auslastbare Anzahl Prozessoren

12.7.3.1.5. VERTEX-COVER
Gibt es eine Menge W von k Knoten derart, dass jede Kante von G einen Endpunkt in k=2
W hat?

Es gibt eine k-elementige Teilmenge
VERTEX-COVER = {<G = (V,E), k)| i V mit W e 4 Qie g 8 }

Kontrolle des Verkehrsnetzes: Mitarbeiter haben ihre Basis an einzelnen Knoten-
Beispiel 19: punkten. Ziel: An welchen Stationen muss man Kontrolleure stationieren, damit
jede Strecke bei einem Kontrolleur endet?

Knoten V = Stationen, Kanten E = Strecke, k = Anzahl Kontrolleure, W C V = Knoten mit Kontrolleur

12.7.3.2. Mengen
Handeln von einer Familie (S;), _, von nichtleeren endlichen Mengen. In diesen Problemen geht es um die
existenz einer Teilfamilie mit bestimmten Eigenschaften.

12.7.3.2.1. SET-PACKING
Wie viele der Mengen S, kann man in U hineinpacken, ohne dass sie sich tberlappen? k=5
Gibt es k£ Teilmengen in S, welche disjunkt sind und die Menge U abdecken?

Es gibt eine k -elementige Teilfamilie Ollfe
SET-PACKING = <(Si)iel’ k> J C I,|J]| = k von paarweise disjunkten 5 b
Mengen S, N S; = @gVk,l e J
ofoJo

Medizinische Studie: 17 Allergene wahlen, sodass jeder Proband maximal auf

Beispiel 20: ) .
P eines davon reagiert.

I = Allergene, S; = auf Allegien i allergische Probanden, J = Ausgewahlte Allergene, S, N S; =
@ — Ausschlussbedingung zwischen Allergenen

12.7.3.2.2. SET-COVERING

Gibt es eine Unterfamilie bestehend aus & Mengen, die die gleiche Vereinigung U hat? k=3
Kann man & Teilmengen bilden, welche die Menge S komplett abdecken?
SET-COVERING — g & Es gibt eine k -elementige Teilfamilie Ol L ©
- = (SDep >JCI,\J]:I<;mitUjeJSj:U ol 1D
O] O
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.. Ein Tourist mdchte mit dem Besuch von nur k& Aussichtspunkten alles sehen, was
Beispiel 21: . . ..
man an Sehenswiirdigkeiten von allen Aussichtspunkten aus sehen kénnte.

U = Alle Sehenswiirdigkeiten, ¢ € I =Aussichtspunkt ¢, S; = Sichtbare Sehenswurdigkeiten von i aus,
J C I = Ausgewahlte Aussichtspunkte, UjeJ S; = U = Bedingung, alles sehen zu konnen

12.7.3.2.3. EXACT-COVER
Gibt es eine Unterfamilie von Mengen, die disjunkt sind, aber die gleiche Vereinigung
haben? Jedes Element in U soll genau in einer der Teilmengen der Familie S vorkom-
men. Die gesuchte Menge bildet eine exakte Uberdeckung.

o|)@ [(o
o))©/ o

Es gibt eine Teilfamilie J C I paarweise
disjunkter Mengen mit der gleicher Vereinigung

EXACT-COVER = { ((S),c,)

Es stehen bindre Eigenschaften von Kunden zur Verfiigung, z.B. ob sie ein
Beispiel 22: bestimmtes Produkt gekauft haben oder volljahrig sind. Ziel: Eine Teilmenge von
Kriterien finden, dass jeder Kunde genau eine der Eigenschaften hat.

I = Eigenschaften, (S;),_, = Kunden, auf die die Eigenschaft zutrifft , J C I = Teilmenge

12.7.3.2.4. HITTING-SET

Sucht zu U eine Menge von Punkten (Elemente), die jede Menge der Familie in genau
einem Punkt treffen. Gibt es eine Menge W C U derart, dass W mit jeder Menge S,
nur ein Element gemeinsam hat?

Es gibt eine Teilfamilie W C U =J,_, Sl-}

HITTING-SET = S.).
{<( Z)@€I> derart, dass [W NS, =1Vie I

Beispiel 23: Finden eines Einzelnen Vertreters fiir Gruppen von Menschen.

¢ € I = Gruppierungskriterien, S; = Menschen in Gruppe i, W C Uiel S, = Teilmenge von Vertre-
tern, |W N S;| = 1V¢ — H hat mit jeder der Mengen S; genau einen Vertreter gemeinsam

12.7.3.3. Aufteilung in zwei Mengen

12.7.3.3.1. PARTITION
Gibt es eine Unterteilung einer Liste S von ganzen Zahlen in zwei disjunkte Listen mit [1,2,4,5,6, 8]

gleicher Summe? T T
- —
12 12

Es gibt eine Teilliste T C S, deren
PARTITION =< S = [sq, ..., 5,,]|Elemente die gleiche Summe haben
wie die Elemente der Liste T = S\ T

Beispiel 24: Unterteilung der Prominenten + Entourage auf zwei Séle des Film-Festivals.

¢ € I = Promi, ¢; = Anz. Mitglieder seiner Entourage, A = Stars samt Entourage fur Saal A, B = fur
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12.7.3.3.2. MAX-CUT

Gegeben ein Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktion ¢ : E — Z der Kanten und
einer ganzen Zahl k € Z, gibt es eine Aufteilung der Knotenmenge V =V, UV, in zwei
disjunkte Teilmengen, so dass das Gewicht der Kanten, die V; und V, verbinden,
mindestens w ist:

p(V1, ;) = > ole) > k?

v EVy,0p €V e={vy,v,}EE

Feindliche Ubernahme einer Firma, mit resultierender Aufteilung der Abteilung,

Beispiel 25: . - . . o .. ..
P sodass diese moglichst ineffizient miteinander kommunizieren kénnen.

V = Abteilung, E = Kommunikationsbeziehung, ¢ = Kommunikationsvolumen

12.7.3.4. Kombinatirische Optimierung
Handelt um das finden eines Maximums oder Minimums einer Zielfunktion.

12.7.3.4.1. STEINER-TREE
Gibt es zu einem Graphen G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktion ¢ : E — Z, einer k=38
Teilmenge R C V der Knoten und einer Zahl k einen Teilbaum T = (V;, E;) C G des
Graphen, der alle Knoten von R enthélt und dessen Kantengewicht ZeeEl p(e) < kist?

Beispiel 26: Stromnetzausbau zwischen Ortschaften gegeben eines Budgets.

STEINER-TREE = Stromnetz, Knoten V = Ortschaften, Knoten R C V = zu erschliessende Ort-
schaften, Gewicht ¢ = Baukosten einer Verbindung, Max. Gewicht k = Budget

12.7.3.4.2. SEQUENCING
Die Komponenten der drei Vektoren

Laufzeiten: T' = (Tl, ...,Tp) S/

Deadlines: D = (Dl, e Dp) S/

Strafen: P = (B, ...,P,) €ZF

beschreiben je einen Job. Job i hat Laufzeit T, sollte zur Zeit D, abgeschlossen sein und kostet die Strafe
P, wenn er nicht rechtzeitig fertig ist. Die Jobs werden sequenziell ohne unterbruch abgearbeitet. Ist es
maglich, die Reihenfolge der Ausfuihrung der Jobs so zu planen, dass die entstehenden Strafen < k sind?

AutoSpr | FS26 Seite 35



Georgiy Shevoroshkin 09.07.2026

Eine Firma hat eine bestimmte Anzahl laufende Vertrage. Es ist nicht méglich,
alle Vertrage in einer bestimmten Zeit abzuarbeiten. Sie versucht also méglichst
viele Vertrage in der verbleibenden Zeit abzuarbeiten, die eine hohe Entl6hnung
haben.

Beispiel 27:

T = Zeitaufwénde fur Vertragserflllung, P = Entlohnung der Vertrdge, D = Deadlines der Vertrage

12.7.3.5. Pfade in Graphen

Ein hamiltonscher Pfad in einem Graphen G = (V, E) ist ein Pfad, der jeden Knoten des Graphen genau
einmal besucht. Ein solcher Pfad definiert eine Reihenfolge a4, ..., a,, von Knoten, so dass jede Kante
von a; nach a;,, in E ist. Fur einen gerichteten Graphen sind dies die Kanten (a;,q;,,) € E, fir einen
ungerichteten Graphen gilt {a,, a,,,} € E. Ein hamiltonscher Zyklus ist ein geschlossener hamiltonscher
Pfad.

12.7.3.5.1. HAMPATH
Gibt es einen gerichteten hamiltonschen Pfad im gerichteten Graphen G?

HAMPATH = {(G>

Im gerichteten Graphen G gibt es
einen gerichteten hamiltonischen Pfad

Beispiel 28: Ganze Schweiz bereisen, ohne eine Stadt mehrmals zu besuchen

G = Liniennetz, V = Stadt, E = OV-Verbindung, Hamiltonscher Pfad = Reise

12.7.3.5.2. HAMCIRCUIT
Wie HAMPATH, aber zusatzlich muss der Pfad geschlossen sein

12.7.3.5.3. UHAMPATH
Wie HAMPATH, aber ungerichtet

B Im Graphen G gibt es einen
UHAMPATH = {<G> hamiltonischen Pfad }

12.7.3.5.4. UHAMCIRCUIT
Wie UHAMPATH, aber zusatzlich muss der Pfad geschlossen sein

12.7.3.6. Gerichtete Graphen

Es handelt sich um die Eigenschaften von Zyklen in gerichteten Graphen G = (V, E). Die Kantenmenge
E besteht aus gerichteten Kanten (a, e) mit a,e € V. Ein gerichteter Zyklus in G ist eine Folge von Knoten
ag, -, @, = a, die jeweils Enden von Kanten sind, also (a;,a,,,) € E,i=0,..,n—1
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12.7.3.6.1. FEEDBACK-NODE-SET

Gibt es zu einem gerichteten Graphen G und einer Zahl k eine Menge W C k=2
V von k Knoten derart, dass jeder geschlossene Zyklus durch einen dieser

Knoten geht?

Es gibt mehrere Buslinien. Wo muss das Putzpersonal platziert werden, damit
Beispiel 29: alle Linien geputzt werden kénnen? Man mdchte méglichst wenig Personal ein-
setzen.

V = Stationen, W C V = Stationen, von denen aus alle Linien erreicht werden, k = Anzahl Personal,
G = Buslinienplan, E = Gerichtete Buslinien

12.7.3.6.2. FEEDBACK-ARC-SET

Gibt es zu einem gerichteten Graphen G und einer Zahl k eine Menge F' C k=2
E von k Kanten derart, dass jeder geschlossene Zyklus eine dieser Kanten

enthalt?

12.7.3.7. Logik

12.7.3.7.1. SAT
Gegeben einer aussagenlogischen Formel, gibt es eine Zusammensetzung der Variablenwerte, die die
Aussage «Wahr» werden lassen?

SAT = {p | p ist eine erfiillbare logische Formel}

Elektriker: Konfiguration der Schalter zweier Stromkreise, die in allen Raumen

Beispiel 30: .
EISPIEES0N L brennen lassenisollten

x; = Schalter, T' v F = Stromkreise (werte der Variable z,, Lampen des ersten Kreises leuchten,
wennz; =T), z; V..V, =obLichtimRaum der mit z; verbundenen Schalter brennt

12.7.3.7.2. 3SAT
Wie SAT, nur hat jede Klausel der Normalform maximal 3 Literale.

Beispiel 31: SAT — 3SAT

(1 Vxo Vg V) A(zs Vzg)
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= (zy VI Vz) A (Z VgV, A(zg Vg Vzg)

12.7.3.8. Weitere

12.7.3.8.1. SUBSET-SUM
Gegeben einer Liste S von naturlichen Zahlen s, € N und einer naturlichen Zahl t € N, S = [a,b, ¢,d, €]

ist es mdglich eine teilliste T ¢ S auszuwahlen, sodass die Elemente von T' die Summe 1Ly

— ?
t=>_ s haben? T=la, ¢ e
t . a+c+ e

Beispiel 32: Rucksack-Problem (Ziel: Rucksack fiillen)

S = Grossen der Gegenstande, t = Max. Platz im Rucksack, T' ¢ § = Grdssen der Gegenstande,
die in den Rucksack passen

12.7.3.8.2. 3D-MATCHING
Gegeben sind drei endliche Mengen X, Y und Z mit gleich vielenn = | X| = |Y|=|Z| Xx ' 7
Elementen und T'C X x Y x Z. Gibt es eine n-elementige Teilmenge M C T derart,

dass keine zwei Tripel von M in einer Koordinate iibereinstimmen? (@ (@
o | | o | | ©
AR

Ein Koch hat n Rezepte fiir Vorspeisen, Hauptspeisen und Desserts. Nicht alle
Vorspeisen lassen sich mit jeder Hauptspeise kombinieren, dasselbe gilt auch fur
Desserts. Er méchte n Menus zusammenstellen, sodass jedes Rezept in genau
einem der Menus vorkommt.

Beispiel 33:

X = Vorspeisen, Y = Hauptspeisen, Z = Desserts, T ¢ X X Y X Z = Menge aller Menus, M Cc T
= Menge der zusammengestellter Menus

12.7.3.8.3. BIP
BIP = Binary Integer Programming

Zu einer ganzzahligen Matrix C und einem ganzzahligen Vektor d, ist ein binarer Vektor z zu finden mit C -
r=d

ZuCeM,,, (Z)und d € Z" gibt es einen
bindren Vektor = € {0,1}™ derart, dass Cz = d

BIP = {(C,d)

DN W
[} M)
N~
U
I
/N
ot =
N~

1
Beispiel 34: C = (0
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13. TURING-VOLLSTANDIGKEIT

Turing-Maschine Moderner Computer

Zustéande Q Zustande der CPU: Statusbits, Registerwerte

Band, d. h. ein unendlich grosser Speicher | virtueller Speicher: praktisch unbegrenzter Speicher
Schreib-/Lesekopf Adress-Register, Programm-Zahler

Anhalten, gaccept und greject exit(EXIT_SUCCESS), exit(EXIT_FAILURE)
problemspezifisch kann beliebige Programme ausfuhren

13.1. DINGE, DIE EINER TM FEHLEN

Ist eine Komponente wesentlich? < Komponente verandert die Fahigkeiten einer TM oder die Komplexitét
auf nicht-polynomielle Weise

Persistenter Speicher

— Files nicht unterscheidbar von Daten, die bereits irgendwo im Speicher liegen
— Memory Mapped Files

Interaktion

Ldsung eines vollstandig spezifizierten Problems braucht keine Interaktion

Input/Output
— Output: nicht wesentlich
— Input «existiert nicht»:
— Programm wird angehalten
Kontrolle geht an den Kernel
Kernel transferiert Daten in den Speicher
Kontrolle geht zurtick an den Prozess

Resultat: Input-Daten stehen irgendwo auf dem Band

= Diese Punkte andern nichts wesentliches

13.2. UNIVERSELLE TURING-MASCHINE

Es gibt eine Turing-Maschine, die jede beliebige andere Turing-Maschine simulieren kann.
Konstruktion

— Eigenes Band fir eine Codierung der Ubergangsfunktion § : Q x T' = Q x I x {L, R}
— Eigenes Band fir den aktuellen Zustand

— Arbeitsband

— Simulation dieser Maschine auf einer Standard-TM

Eine TM M, ist «leistungsfahiger» als eine TM M,, wenn M, die Maschine M, simulieren kann
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M, <g M,

lies: M, ist simulierbar auf M,

13.3. PROGRAMMIERSPRACHEN UND TURING-VOLLSTANDIGKEIT
Eine Sprache A heisst eine Programmiersprache, wenn es eine Abbildung

c: A X
wobei ¢(w) ein Programm fir eine universelle Turing-Maschine ist.

Eine Programmiersprache heisst Turing-volistdndig, wenn in ihr jede beliebige Turing-Maschine simuliert
werden kann.

13.4. GRUNDELEMENTE FUR SPRACHEN

— Konstanten ¢ mit naturlichen Werten 0,1, ..., 1291, ...
— Variablen z, z,, ... mit Werten in N

— Zuweisungsoperationen z, := ¢

— Addition z, := =, + ¢

— Subtraktion z; := T; —c, ist ¢ > T, ist 0 der neue Wert von z;

13.5. LOOP
LOOP z, DO

P
END

Flhrt das Teilprogramm P genauso oft aus, wie z; beim Eintritt in die Schleife angibt. Der Wert von z;
wird vor der ersten Ausfuihrung von P ermittelt. Eine Veranderung des Wertes von z, innerhalb von P hat
keinen Einfluss auf die Anzahl der Ausfiihrungen von P. Somit ist LOOP nicht Turing-Vollstandig, da keine
unendliche Schleife erzeugt werden kann.

13.6. WHILE

WHILE z, > 0 DO
P
END

Fahrt den Block P so lange aus, als z; > 0 ist. Der Vergleich z;, > 0 ist die einzige Bedingung, die zur
Verfligung steht. Im Gegensatz zu LOOP wird erwartet, dass der Programmteil P beim Erreichen einer
ausreichend grof3en Anzahl Iterationen die Variable x; auf 0 setzt und damit die Schleife terminiert.

WHILE ist Turing-Vollstandig.

15.7. GOTO
M, : P
M, : IF z, > 0 THEN GOTO M,

Ein WHILE-Programm kann immer in ein gleichwertiges GOTO-Programm Ubersetzt werden und umge-
kehrt. GOTO ist also auch Turing-Vollstandig.

AutoSpr | FS26 Seite 40



Georgiy Shevoroshkin 09.07.2026

BIBLIOGRAFIE

[1] A. Miller, «Regulare Sprachen», in Automaten und Sprachen: Theoretische Informatik fiir die
Praxis: Mathematik, Anwendung, Intuition, Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 2024.
doi: 10.1007/978-3-662-70146-1_1 .

AutoSpr | FS26 Seite 41


https://doi.org/10.1007/978-3-662-70146-1_1

	1. Vorwort
	2. Prädikate
	2.1. Normalformen
	2.2. Negation

	3. Mengen
	3.1. Konstruktion
	3.2. Operationen
	3.3. Tupel

	4. Beweise
	5. Sprachen
	5.1. Wortlänge
	5.2. Deterministische Endliche Automaten (DEA)
	5.3. Wörter einer regulären Sprache
	5.3.1. Übergangsfunktionen für Wörter
	5.3.2. Wort akzeptieren
	5.3.3. Akzeptierte Sprache, reguläre Sprache

	5.4. Myhill-Nerode Automat
	5.5. Minimalautomat
	5.6. Pumping Lemma
	5.6.1. Beweis

	5.7. Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)
	5.7.1. Umgang mit mehrdeutigen Übergängen
	5.7.2. Thompson-NEA
	5.7.2.1. Transformation NEA → DEA

	5.7.3. N E Aε

	5.8. Mengenoperationen
	5.9. Reguläre Operationen
	5.9.1. Alternative
	5.9.2. Verkettung
	5.9.3. *-Operation

	5.10. Reguläre Ausdrücke
	5.10.1. Verallgemeinerter NEA (VNEA)
	5.10.1.1. VNEA A umwandeln in Regex r

	5.10.2. Teststrategie

	5.11. Kontextfreie Sprachen
	5.11.1. Kontextfreie Grammatik und Sprache
	5.11.2. Reguläre Operationen
	5.11.2.1. Grammatik für reguläre Operationen

	5.11.3. Kontextfrei
	5.11.3.1. Regeln ohne Kontext
	5.11.3.2. Regeln mit Kontext

	5.11.4. Chomsky-Normalform (CNF)
	5.11.4.1. Umwandlung
	5.11.4.2. Folgerungen



	6. Parsing
	6.1. Cocke-Younger-Kasami Algorithmus (CYK)
	6.1.1. Ableitungsdreieck

	6.2. Backus-Naur-Form (BNF)
	6.3. Extended Backus-Naur-Form (EBNF)
	6.4. Rechtsrekursion

	7. Stack
	7.1. Stackautomat / Pushdown Automaton (PDA)
	7.1.1. Ableitung aus CNF
	7.1.2. PDA → CFG
	7.1.2.1. Stackautomat standardisieren
	7.1.2.1.1. Grammatik ablesen




	8. Nicht kontextfreie Sprachen
	8.1. Pumping Lemma für CFL
	8.1.0.1. Herleitung


	9. Unendlich
	10. Turing-Maschine (TM)
	10.1. Arbeitsweise
	10.2. Protokollierung
	10.3. Varianten
	10.3.1. Nichtdeterministische TM
	10.3.2. Verschiedene Bandalphabete
	10.3.3. Mehrspurmaschine
	10.3.4. Mehrbandmaschine
	10.3.4.1. Harvard- und von Neumann-Architektur

	10.3.5. Einseitig unendliches Band

	10.4. Turing-erkennbare Sprachen
	10.4.1. Aufzähler
	10.4.2. Entscheider und entscheidbare Sprachen


	11. Entscheidbarkeit
	11.1. Entscheider
	11.2. Akzeptanzproblem für Turing-Maschinen
	11.3. Halteproblem
	11.4. Reduktion
	11.5. Satz von Rice

	12. Komplexität
	12.1. Hardwareeinfluss
	12.2. Polynomielle und Exponentielle Laufzeit
	12.3. Sprachen
	12.4. Polynomielle Verifizierer
	12.5. Polynomielle Reduktion
	12.5.1. Polynomieller Laufzeit-Vergleich
	12.5.2. Satz

	12.6. Polynomielle Ausfüllrätsel
	12.7. NP-Vollständigkeit
	12.7.1. Cook-Levin
	12.7.2. S A T ≤P 3 S A T
	12.7.3. Karp-Katalog
	12.7.3.1. Graph-Überdeckungen
	12.7.3.1.1. VERTEX-COLORING
	12.7.3.1.2. CLIQUE-COVER
	12.7.3.1.3. EXACT-CLIQUE-COVER
	12.7.3.1.4. K-CLIQUE
	12.7.3.1.5. VERTEX-COVER

	12.7.3.2. Mengen
	12.7.3.2.1. SET-PACKING
	12.7.3.2.2. SET-COVERING
	12.7.3.2.3. EXACT-COVER
	12.7.3.2.4. HITTING-SET

	12.7.3.3. Aufteilung in zwei Mengen
	12.7.3.3.1. PARTITION
	12.7.3.3.2. MAX-CUT

	12.7.3.4. Kombinatirische Optimierung
	12.7.3.4.1. STEINER-TREE
	12.7.3.4.2. SEQUENCING

	12.7.3.5. Pfade in Graphen
	12.7.3.5.1. HAMPATH
	12.7.3.5.2. HAMCIRCUIT
	12.7.3.5.3. UHAMPATH
	12.7.3.5.4. UHAMCIRCUIT

	12.7.3.6. Gerichtete Graphen
	12.7.3.6.1. FEEDBACK-NODE-SET
	12.7.3.6.2. FEEDBACK-ARC-SET

	12.7.3.7. Logik
	12.7.3.7.1. SAT
	12.7.3.7.2. 3SAT

	12.7.3.8. Weitere
	12.7.3.8.1. SUBSET-SUM
	12.7.3.8.2. 3D-MATCHING
	12.7.3.8.3. BIP




	13. Turing-Vollständigkeit
	13.1. Dinge, die einer TM fehlen
	13.2. Universelle Turing-Maschine
	13.3. Programmiersprachen und Turing-Vollständigkeit
	13.4. Grundelemente für Sprachen
	13.5. LOOP
	13.6. WHILE
	13.7. GOTO

	Bibliografie

