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1 Einfiihrung

1.1 Zahlenmengen

N=1{1,2,3,..}; Nog ={0,1,2,3,...}; Z=A{.,-2,-1,0,1,2,..};
Q={zlz =P/, mitpeZund (¢ € Z~ {0})}; R=2BV2,7,¢

1.2 Mengenlehre

A ={-2,-1,0,1,2}, B = {0,1,2,3,4}

Schnittmenge: ANB = {zjx € Aund z € B} ANB = {0,1,2}
Vereinigungsmenge: A UB = {z|z € A oder z € B} AUuB = {-2,-1,0,1,2}
Differenzmenge: ANB = {z|lr € Aund x ¢ B} ANB = {-2,-1}
Produktmenge: A x B = {(a,b)la € Aund b € B}

Kommutativgesetz: ANB =BnNA AUB = BUA
Assoziativgesetz: (ANB)NC = An(BNnQC) (AUB)UC = AU(BUCQ)
Distributivgesetz: ANBUC) = (AUB)N(AUCQ) AU(BNC) = (ANB)U(ANC)

1.3 Beweismethoden

1.4 Spezielle Ungleichungen

Bernoulli-Ungleichung;: (1+a)*>14+n-a firne NNn>2a€ Ra>—-1,a#0
Binomische Ungleichung: la-b] < 1(a®+b?)
Dreiecksungleichung;: la + b] < la| + || la —b] < la| + || la —b] > ||la] — 10|
Geometrisches und arithmetisches Mittel:
n
fira; >0, neN, 1€ {1,2,..,n}: Yajaz...a, < % 2 a; = W Vab < “T'H’, siehe Br. S.19/20
Minima/Maxima: min{a;} < ajas...a, < max{a;}
Betragsungleichung: —c<zr<c & |x\ <c

1.5 Umgebung

Jedes offene Intervall, dass die Zahl a enthélt, heisst eine Umgebung von a. Schreibweise: U(a)
Es sei € > 0. Unter der e-Umgebung von a versteht man das offene Intervall (a — €, a + €). Schreibweise: U, (a)
Eine e-Umgebung von a ohne die Zahl a selbst wird punktierte e-Umgebung von a genannt.  Schreibweise: U. (a) =Ucla) N a

1.6 Summenzeichen

mit 1 <m<n Die Laufvariable ¢ wird immer um 1 aufaddiert. < immer kleiner-gleich n (z.B. wenn i € R)
n n n—j n n n n
Zaz—ZGML > a A= D Qg Y a=mn-a >, (Aai+Bbi) = A3 ai+ 5 b
i=1 i=m+1 i=1 i=1—j i=1 i=1 i=1 i=1
1.7 Spezielle endliche Reihen

LA n(n+1 LAy n(n+1)(2n+1 LA n?(n+1)2

Z:Z: (2+) 212: (+)6( +1) 223: (4+)

1.8 Produktzeichen

s

ap [[(x—z)=an-(x—x1) - (x —22) - ... - (x — )

i=1

1.9 Fakultat

nl=1-2-3-...-n firneN,n>3 nl > 271

1.10 Binomischer Satz
@) =3 (D)o () = (n")
(i20)+ ()= () ) =
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1.11 Einige Wurzeln
V2 = 1.414; V3 =1.732; V5 = 2.236; V6 = 2.449; V7T = 2.645; V8 = 2.828;

2 Funktioneng,g

2.1 Einleitung

Schreibweisen: Definitionen: Achsenbezeichnungen:
f:Dy — Wy mit z — f(x) x = Argument oder Variable von f Abszisse = X-Achse
fraz— f(x) mit z € Dy f(z) = Funktionswert, Wert von f an der Stelle x Ordinate = Y-Achse
y = f(z) mit € Dy x +— f(x) oder y = f(x) = Zuordnungsvorschrift Applikate = Z-Achse

D¢ = Definitonsmenge oder Definitionsbereich
W = Wertemenge oder Wertebereich

2.2 Transformationen

ta-f(£bx + ¢) £ d

1.schieben 2.stecken a Vertikale (y-Richtung) Streckung um a bzw. Spiegelung an x bei -a

b Horizontale (x-Richtung) Streckung um 1/b bzw. Spiegelung an y bei -b
Verschiebung nach links (4-c) oder rechts (-c¢) (vertikale Verschiebung)

d  Verschiebung nach oben (4d) oder unten (-d) (horizontale Verschiebung)

ta-f(xb(x £ ¢)) £d
1.strecken 2.schieben

W=

2.2.1 Spiegelung

an X-Achse: Polaritdt von f dndern
an Y-Achse: Polaritdt von = dndern

2.3 Spezielle Funktionen

Identitét: Signumfunktion: Gauss-Klammer (floor):
Schreibweise: f(z) =« Schreibweise: f(x) = sgn(x) Schreibweise: f(x) = [z]
1, falls z > 0
Definition: Definiton: y = ¢ 0, falls z =0 Definition:
Der X-Wert ist gleich dem Y-Wert -1, falls x < 0 rundet den Y-Wert ganzzahlig ab

2.4 Umkehrfunktiongso

Schreibweise: f~1 Definition: ein Y-Wert darf nur einmal vorkommen und Wy muss € Dy sein
Ist eine Funktion f auf einem Intervall D streng monoton, dann existiert fiir dieses Intervall die Umkehrfunktion f—!

2.5 Verkettung oder mittelbare Funktion

Schreibweise: h(x) =go f = h(z) = g(f(x)) Sprechweise: g nach f  Wertebereiche: W;, = W, — D), = Dy
h(z) = fog= h(z) = f(g9(z)) fmnach g Wy =Wy¢ = Dy = Dy

Wichtig: Funktionen sind nacheinander ausfiithrbar, wenn der Wy C D, bzw. W, C Dy ist.

2.6 Beschrinktheitgs;

2.7 Monotoniegsg

monoton wachsend — z; < z3 = f(z1) < f(x2) streng monoton wachsend — z1 < z2 = f(x1) < f(x2)
monoton fallend — 1 < 23 = f(z1) > f(22) streng monoton fallend — z; < 2 = f(x1) > f(x2)
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2.8 Gerade/Ungerade Funktionengs;

Funktion ist gerade wenn f(—z) = f(z) = Achsensymmetrisch
Funktion ist ungerade wenn f(—z) = —f(z) = Punktsymmetrisch
Funktion ist periodisch wenn f(z) = f(x & p) = wiederholt sich im Abstand p fiir beide gilt: @ € Dy A —x € Dy

Dy ist symmetrisch
Waichtig: Um zu beweisen das eine Funktion gerade bzw. ungerade ist, zeigt man indem man beweist, dass es fiir einen
Punkt nicht stimmt!

2.9 Ganzrationale Funktionen (Polynom)sg2 64
Aussehen:
f@) =ana™ + 12" 1+ +arz + ag
Nullstellen bestimmen:
e falls Polynom (az? + bz + ¢) quadratische Losungsformel: %@
e faktorisieren mit Hilfe von Binomen

o faktorisieren mit Hilfe des Hornerschemasggsy

Wichtig: eine ganzrationale Funktion n-ten Grades hat hochstens n verschiedene Nullstellen

2.10 Hornerschemagggs

- Pfeile = Multiplikation Beispiel:
- Zahlen pro Spalte werden addiert flx) =23 — 672 — 126

a, Ay—1 a2 o4y ag 1 0 —67 —126
X1 glx"]xl b;rn—le o blf]i bt)%‘l X =—2 -2 4 4126

- 7 7 7
| byey by by by flxy) 1 -2 —63 0= /(-2

21 = Nullstelle (muss erraten werden, durch ausprobie- E} ;E hT
ren!!) ’ ' ’

oberste Zeile = zu zerlegendes Polynom = f(x) = (x—z1)(box? + biz + by) = (z +2)(x? — 22 — 63)
Ergebnis der Form: f(z) = (z — z1)(g(x) + f(z1) Linearfaktor: (z — 1) Polynom vom Grad n — 1: g(x)

2.11 Gebrochenrationale Funktionengg: g6

Aussehen:

flz) = Pm(T)  am@™ 4 apo1a™ T+ ax +ag
Gn(x) AnT™ + ap_ 12"+ -+ a1z + ag

Definitionen:

e wenn m < n ist f echt gebrochen, wenn m > n ist f unecht gebrochen

x1 ist Nullstelle von f falls p,,(z1) = 0 und ¢, (z1) # 0 gilt — k-fache Nullstelle

x1 heisst Polstelle von f falls ¢, (z1) = 0 und p,,(x1) # 0 gilt — k-fache Polstelle

x1 heisst Liicke von f falls g, (z1) = 0 und py,(z1) = 0 gilt.

Jede unecht gebrochene rationale Funktion lésst sich als Summe einer ganzrationalen Funktion und einer echt
gebrochenen Funktion schreiben. Dies ist moglich mit der Polynomdivisiongs
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2.12 Partialbruchzerlegungsis

2 . .
@) = o = o e = #Ha®—112=30 = (a+2)(a*+20-15) = (8a+2)(a+5)(0=3)
Ansatz:
fa) = @?+200+149 A N B N C _Al+2)(z+5)+B@—3)(x+5+Cz—3)(z+2)
23 +422 —11lx—-30 -3 z+2 x+5 (x = 3)(z+2)(x+5)

Gleichungssystem (Zahler gleichsetzen) aufstellen mit beliebigen x,;-Werten (am Besten Polstellen oder 0,1,-1 wihlen):

r1=3: —94+60+149=A4-5-8 = A=5

5 7 1
xog=—-2: —4—-40+149=B(-5)-3 =B=-7 = f(z)= 3 5 5
w3 =—5: —25—100+ 149 = C(—8)(—3) = C = 1 ToS o rhLad
weitere Ansétze fiir andere Typen von Termen: (Mehrere Werte fiir « verwenden, auch wenn kein Koeffizient 0 wird.)
5x? —37Tx+54 A B C A(z — 3)? + Bx(z — 3) + Cx
f(m):3—2=*+ + 5 = ( ) (2 )
23 —-622+92 = -3 (x—3) x(x —3)
1,5z A B C Alx —2)2+ Bz —2)+C
f(l’) = 3 2 = + B + 3 = 3
23 —622+12c -8 2x—2 (z-—2) (x —2) (x —2)
f) = | A Bx+C  A(x®+4x +6)+ (Bx+ CO)(z —2)
342022012 2-2 224+4x+6 (z — 2)(22 + 42 + 6)

2.13 Trigonometrische Funktionengrgs Arcussgg

sin: Dy =[5, 5] = Wy =[-1,1] arcsin: Dy = [-1,1] = Wy = [-7, T]
cos: Dy =1[0,n] - Wy =[-1,1] arccos : Dy = [—1,1] > W; = [0, 7
tan: Dy = (=5,5) = Wy =R arctan: Dy =R — Wy = (=5, %)
cot: Dy =(0,m) = Wr=R arccot: Dy = [—1,1] = Wy = (0, )
Orthogonalititsbedingung: mq - mo = —1

2.14 Schwingungensggs
2.15 Potenz- und Wurzelfunktionengsg 71

gerade Potenzfunktion: Dy =R — W; = Rar ungerade Potenzfunktion: Dy =R — W; =R
gerade Wurzelfunktion: Dy = Rt — Wy =R ungerade Wurzelfunktion: Dy =R — W; =R

2.16 Hyperbolische Funktionenggg Areahyperbolicusggs

sinh(z) = “==—;D=R,W =R cosh(z) = “=; D =R, W = [1,0)
tanh(z) = S=; D =R, W = (-1,1)

2.17 Logarithmus- und e-Funktiongg 72
e-Funktion: Dy =R — Wy = RT

’ Logartihmus-Funktion: Dy = RT™ — Wy =R

¥

1+ 2 firzeR
H%fiira:<1
= lim (1+ )"

8
IN IV
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2.18

e — M - Kriteriumgss

|f(z) — g] < e fiir alle z > M ()

2.19

e — 0 - Kriteriumgsg

|f(z)—gl <e 0 < |z —mo| <d(e) fir & — xo

2.20 K-Kriteriumgsy

f(z)> K firz>M, K €R
fl@)<kfire<m,keR

3

Zahlenfolgen

3.1 Einfiihrung

arit_hmetii;:he Folge: ] d=ani1 — an Monotonie

ay =cund ap41 = a, + W d>0 g>1 monoton wachsend )
cometrische Folec: _ On4 d>0 qg>1 streng monoton wachsend | f

g " 0 g_ q an d<0|0<qg<l1 monoton fallend d

a; =cund ap+1 =q*ay, m d<0|0<qg<1 streng monoton fallend (X

konstante Folge:
a; =cund a,+1 =c

3.2

Beschrianktheit

Beschriankt wenn k£ < a,, < K, wobei k bzw. K die untere bzw. obere Schranke ist

3.2.1 Bolzano-Weierstrass

Jede beschrankte und monotone Zahlenfolge ist konvergent.

3.3
3.4

1.

Grenzwertsitze

Grenzwerte von rekursiven Folgen

Hypothetischer Grenzwert ausrechnen

lim a, = nlgrgo (pi1 = a z.B./an, +1=ay11 = nh_)rréo Va+l=a

n—0o0

=z = % = Moglicher Grenzwert — wenn Folge beschrinkt und monoton

. Beschrianktheit mittels des hypothetischen Grenzwertes

= mit vollstdndider Induktion beweisen (Auch mit Ungleichungen lésbar)

z.B.  Induktionsanfang A(1): a; < 3+T‘/3 <3=1<3
Induktionsschritt A(n 4 1): an < 3 I/ [+1
Van +1<V34+1<3
——
An41

. Monotonie annehmen (ev. erste Glieder berechnen)

= mit vollstindiger Induktion beweisen (Auch mit q/d-Kriterium oder Ungleichungen 1sbar)

z.B.  Induktionsanfang A(1): ap <ax=>1<2
Induktionsschritt A(n + 1): ap < Gpi1 I/~ |[+1
Van +1< Jani+1
Ant1 ant2

. Grenzwert bestimmen

= Aus 2. und 3. folgt das z = 3+T\/g — Da Folge nach oben beschrinkt und streng monoton wachsend
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3.5 ¢ —ng - Kriterium

la, — a| < ¢ fiir alle n > ng(e)

4 Grenzwerte von Funktionen

4.1 Berechnung von Grenzwerten

k

|

Technik des Erweiterns: lim 2 =— Erweitern mit -5 = lim 22 = lim £ =0
n—oo ™ n n—oo 25 n—oo ™

3

3

BinomischeFormel: nhﬁn;c’ vVn+1—y/n= nl;rr;o (v n+1?/‘nL:L_)l(+V:}g1+‘/ﬁ) = nlgx;o \/Zii%;-:l/ﬁ =0

4.1.1 Spezielle Grenzwert Sitze

i [£()] = | lim f(z)] =g lim (f(2)" = (lm f@@)" =g"  lim {/f(@) = /Tm @) = v/7

Tr—To Tr—rT0o rT—T0o Tr—rT0o

4.1.2 Einschliessungsprinzip

lim a, = lim b, = g A ay,,b, sind konvergent an < Cp <b,= lim ¢, =g
n— oo n—oo n—oo
4.2 Links-/Rechtsseitiger Grenzwert Art der Beispicl
Unstetigkeitsstelle | Bedingungen fixe f(x)= Graph von [
Rechtsseitiger Grenzwert: lim+ flx) = lim flx)y=g" lim /()= g - 12+ 1
T o xoXe fiir x#1
inksseiti i =l =g hebbare und g # f 2 firx=1
Linksseitiger Grenzwert: gjl_lg{ f(x) ilTrgJ flx)=g Ao mdg#f(s) | x
0 stelle lim £(x)=
. =g x2—1
. und x,¢&D x—1
4.3 Konvergenz, Divergenz e .
Unstetigkeits- gt und g exi- x—1 firx=1
Konvergenz: g™ = ¢~ = g € R oder: monoton und beschrinkt stelle 1, Art stieren in xo, { I
Bestimmte Divergenz: g = 400 oder: g = —o0 (Sprungstelle) aberg” 4 il
Unbestimmte Divergenz: Es existiert kein Grenzwert g‘d":rdzsfe;i_f xi] fiir x> 1
(g fiir Grenzwert) stiererrin xg
nicht 1 firx<1
Unstetigkeits- 7 ist fir x1 S (e
. . _ ir xTx ,
4.4 Stetigkeit stelle 2. Art il 8 1
. . . . . stimmt diver- sin —
» Wenn man die Funktion mit einem Strich zeichnen kann“: gent (Oszil- "y
lim z) = P d lationsstelle)
lim f(@) = f(zo)

4.5 Ubertragungsprinzip

f besitzt genau an der Stelle g den Grenzwert g, wenn fiir jede gegen xg konvergente Folge < x,, > gilt: lim f(z,) =g
n—oo

. — _ _ 1 : _ _ 1 : —
Bsp: f(z) =z — [z] und 2o = —1 Tp=—1—7— nl;rrgo(xn) =-1 T, =14 - nl;n;o(x;) =-1

wenn nun gilt

: _ 1 17y — : _ 1 17 —
i S (o) = i (71 =y === al) =1 Tig flom) = Jig (Sl ==+ ) =0
Dann besitzt die Funktion f(z) an der Stelle zy keinen Grenzwert g.

4.6 Spezielle Grenzwerte

lim 02 — ] lim 2. =0(a>1; a 0 lim £~ =0
z—0 T T—00 afe ( >4 ”8 = ) T—00 af=

ILIH (1+%)$:ea ]jr%(l—kx)%:e lir%‘liﬂ;l:lna
e T—r T—

3 log,(z+1) _ 1 . (Inz)* __ . 24

lim —fe "= = — lim —*~ =0 W E =
20 T Ina oo P }/,ILHQ In z—2 In2
limln—flzl lim zlnzx =0 lim €=1 — 1
z—1 7T z—0+ z—0 *

. >1 a_

lim —%—- =1 lim S gk = +oo g2 lim =1
z—0 17€ s Zk:oq 1iq |q| <1 S
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. e . 2* . e
xlin;osz(x>O) mILH;OF:O(q>1;kEN) wlggo\/f?—l
5, V=1

4.7 Asymptotenbestimmung

Ausrechnen der Asymptote einer gebrochen rationalen Funktion 7 : x — r(z) = g’:gg :
m<n m=n m>n

lim r(z) = 0 . +00 oder —oo
T—Fo0 n
Asymptote x-Achse Parallel zur x-Achse Ganzrationaler Teil

y=g(z)= 3= der Polynomdivision
5 Differentialrechnungg,,;
d . zo+h)—f(x . A _

f,($0) = d% T=x0 — (%f)x:mo = Df(xO) = A%w = AILI%)TZ; und (f 1)/ = f’Oi‘*l

f~ 1t ist differenzierbar wenn: f differenzierbar und umkehrbar ist und wenn f/(x) # 0 ist.
Rechtsseitige f,(xo) bzw. linksseitige f](x¢) Ableitung.

Falls f/(xzo) = f/(z0) und f an der Stelle z( stetig, dann ist f an der Stelle z( differenzierbar.
5.1 Ableitungsregelng 49

5.2 Einige Ableitungeng4s

(|lz]) = sgn(z) = 7' =z #0 (tanz) =1+ tan’z,2 € R\ {27} (cotz) = —(1 +cot’z),z € R\ {kr}
In(|z|) =L (tanhz)’ = 1 — tanh® z (cothz) =1 — coth® x

x

5.3 Hohere Ableitungengysq

(sinz)F+D) = (=1)F cosz, k € Ny (sinz)®) = (=1)Fsinz, k € N
(cosz)?*=1) = (~1)Fcosz,k € N (cosz)®*) = (=1)*cosz, k € N
(n)
(H2)" = 28 (VE)™) = (~1)rt . LEeaCnd)
(n)
(lnif—i) = (=1t ((1";;)); + ((1”__;)); (z-e")™) =n.e® +x-e* =e"(n+x)

5.4 Tangentengleichung

A dx

f(x) = (x —x0) - f(20) +f(0) (zo =Entwicklungspunkt)
—_——

dy

5.5 Differential, Fehlerrechnungsggs

Y
foerhly absoluter Fehler: |Ay| ~ |dy| = |f'(z)| - |dz| < |f'(z)] - ]3]
relativer Fehler: |Ay| =~ \%| = |%| -ldz| < |¥| -10] = |]}/((§)) - 0]
|df\£relative Fehler Input \%ﬂﬁrelative Fehler Output Einheit= [1]
fixolt Auf n-Stellen nach dem Komma genau = absoluter Fehler: 6 = £0.5-10~"

T Syt TR A AN
x 70 x+h)=h-fflx+0h)+ f(z
Trw L §=atilb—a) =—z+0h 0<d<1
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5.7 Taylor Polynoms4s4 483

" e (n) T
(zo = Entwicklungspunkt) f(zo + h) = f(zo) + f'(zo)h + £ (2 )p2y L 3(! Dpd 4. 4+ fT(!O)h" + R, (zo, h)
h=x—xg

R, (Lagrange): R, (zg,h) = %ﬁ")f—mh”*‘l, (0<d<1); 1i_>m R, (z0,h) =0= f(zo+h) = %h"
' n—o0 n=0 ’

n n
MacLaurinsche-Form (gilt fiir xg = 0,h = 2): f(z) = > % -z + Ry; R, = % cxtL (0 <8 < 1);
k=0

5.7.1 Elnige Reihen519’476,1073

R,
. B 3 5 1 2n—1 COS('&x) 2n+1
sine =@ = g+ 5 F oo (CU" Gt (0" Gy e
2 n 9w
ez=1+%+%+- %4- CESHI L+l
2 3

n _1)71 xn+1

ln(l—l—ac):x—%-i-%:F...—&-(—l)"_l-x “FWW

5.8 Bernoulli-de ’Hospitalgsg

limmmo% = limibimg%v dies gilt fiir: ,2“ 1. Regel, oder ,, 2% 2. Regel; Zshler und Nenner separat ableiten!
5.8.1 Spezialfille
10 e>® 0
. S 0 f2 _ too 72 Ir 0 An 0-—o0
0400 = 4 =5 oder & = 2 00 —00 = 2 It f9:< 0 —e9in(f) = ¢ ¢
f2 1 f1-F2 OOO eO-OO

5.9 Kurvenuntersuchungengsgg

1. Definitionsbereichgsg Dy und Abschétzung des Wertebereichs W, wenn méglich anhand der Extremalstellen
2. Symmetrie und Periodizitétgso

3. Nullstellen

4. Stetigkeitgsg und Differenzierbarkeitg 3 (Berechnung der Ableitungen)

5. Extremwerte, Wendepunkte und Wendetangenten, Monotonie, Kriimmungsverhaltengs

6. Grenzwertaussagen (Asymptote, Pole, Verhalten von f am Rande des Definitionsbereichs)

5.9.1 Monotoniegyso

@) | (@) | f7 () | F D) | f™ | Funktion f

>0 monoton wachsend

>0 streng monoton wachsend

<0 monoton fallend

<0 streng monoton fallend

=0 =0 =0 =0 > 0 | streng monoton wachsend (falls n ungerade)
=0 =0 =0 -o=0 < 0 | streng monoton falls (falls n ungerade)

5.9.2 Extremstelles455

f'@) | f(@) [ f"(@) | "D (@) | f®) | Funktion f

=0 >0 relatives Minimum, Randstellen beachten

=0 <0 relatives Maximum, Randstellen beachten

=0 =0 =0 =0 >0 | relatives Minimum (falls n gerade), Randstellen beachten

=0 =0 =0 =0 < 0 | relatives Maximum (falls n gerade), Randstellen beachten
Zweite Variante Falls bei f'(z) an der Stelle z ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort eine Extremstelle
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5.9.3 Konvexitit - Kriimmungsverhaltengosg

f'@) | (@) | f7() | f*7D(2) | fC) | Funktion f
>0 konvex (linksgekriimmt)
>0 streng konvex (linksgekriimmt)
<0 konkav (rechtsgekriimmt)
<0 streng konkav (rechtsgekriimmt)

5.9.4 Wendepunkte (Terassenpunkt)gsoss

F'@) [ (@) [ (@) | f"7D(@) [ ™) ] Funktion f

=0 #0 Wendepunkt

=0 =0 #0 Terassen- oder Sattelpunkt

Zweite Variante Falls bei f”(x) an der Stelle g ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort ein Wendepunkt

5.9.5 Asymptotegssg

Die Asymptote existiert nur wenn alle drei eigentlichen Grenzwerte existieren. Fiir Funktionen, die nicht gebrochenrational
sind, kann die Asymptote wie folgt bestimmt werden.

Asymptote g : y = ax + b= lim (f(z) —ax —b) =0
Tr—r0o0

a= lim % oder a = lim f'(x)
T—0o0 r—00

gilt jedoch nur wenn in der ersten Formel die Bedingung fiir Bernoulli-de I’'Hospital erfiillt sind.
b= lim (f(z) — ax)
T—r 00

Dies alles gilt sinngeméss auch fiir x — —oo

Spezialfall: Wenn lim f(z) existiert, so ist a = 0 und b = lim f(x).
T—00 T—00

5.10 Schnittwinkel von zwei Funktionen
1. Bei einem Schnittpunkt gilt: f(x) = g(z)
2. Schnittpunkt S(xg,yo) berechnen
3. Falls dies eine kubische Gleichung ist, den Wert durch ausprobieren herausfinden (Bereich von —3...3)
4. Funktionen ableiten: f’(z) und ¢'(z)

5. Steigungen berechnen: f'(x¢) = my und ¢'(zo) = mo

6. Schnittwinkel mit Hilfe dieser Gleichung berechnen: tan(o) = {20
1mz
5.10.1 Normale
Wenn eine Normale zur Tangente berechnet werden muss gilt: mq * me = —1

6 Integralrechnungs,g,

6.1 Bestimmtes Integralgsgs

b
I = z)dr = 1 Z)= 1l Z)= 1l A
Jf@di= I $(7)= lm OZ)= lm U(Z)

x: Integrationsverénderliche, f: Integranden, [a,b]: Integrationsintervall, a/b: untere bzw. obere Integrationsgrenze
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6.2 Integrierbarkeit

Menge der
beschrankten Funktionen

Schranken vom Integral:
91(z) < f(z) < g2()

6.3 Integralregelngsg4

bn+1 _ an+1)

b
Jzndz = n%H(
a

6.4 Fliacheninhaltgsgy

b
Inhalt der Flidche unter dem Graphen f: A = [|f(Z)|dZ

b b
A=A — Ay = [ f1(@)dT — [ fo@dT  gilt auch wenn die Funktionen f; oder f, negativ werden.

6.5 Mittelwertsatzgsog

f auf [a, ] stetig = mind. eine Stelle £ € (a,b) mit fbf(%)df =(b—a)f(§)=h=: fbf(%)df

h= Mittelwert der Funktion

6.6 Integralfunktion

¢ € [a,b] und f(x) iiber [a,d] integrierbar: I : x +— I(x) = frf(tN)dt~

C

6.6.1 Differenzierbarkeitgygg
b(z) _

& [ SO~ F0) V(e - Jale)) a0 4 [ p@)dE = f(z)

6.7 Unbestimmtes Integralg 9o
F(z)+C = [ f(3)dF

6.8 Stammfunktiongsgs

Jede auf [a,b] differenzierbare Funktion F' nennt man Stammfunktion, wenn F’ = f.
I(z) C F(x)

6.9 Rechenregelng,9s

b b b

J £@dz = F(b) - F(a) Ff@)del < F11 )z
b b a b

f @ = | s - [ 1)t = [ i@ - (-1 | #@d

b b b
Ja1(@)dz < [ f(@)dT < [ go(T)dT
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