iIEkIt“fte;h”ik Ost Rapperswil é'Jssa}T_fT‘?"fa:f”é‘tg :y: 1.6 Spezielle Ungleichungen S.31 2.2 Funktionsarten

P:;fyTDISr ;ernhard Zraggen HS. 232;%::;0;1. Duri\tleer wobei fiira; >0 n €N, i€ {1,2,...,n}: Identitdit f(z) == y- Wert gleich dem x Wert
- 88 i Bernoulli Ungleichung: Signum  f(z) = sgn(z)  Vorzeichenwechsel
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1 Begriffe Binomisc{\e L2Jng|e;chung: b)

Mathematische Zeichen S. 1230 la- bl < 3 +o ) ’"7‘17" yf

Produkt- & Summenzeichen S.6, 7 Dreiecksungleichung: A

11 Zahlen (5. 1. 331) a0l <lal + [l la—bl<lal+ o la—bl>a| | S IR :
: e Geometrische Folge:

N= 1,2,3... Die Menge der natiirlichen Zahlen amn

No = 0,1,2,3...

zZ= e =2,-1,0,1,2, ... Die Menge der ganzen Zahlen 1.7 Spezielle endliche Reihen S.20 Treppenfunktion Sagezahn Dreiecksfunktion
Q= g fiirp € Zund ¢ € Zg  Die Menge der Rationalen Zahlen ] ) n(nt1) flz) = [z] f@) == — [z] f(z) = /o — [z + 05|
R = T, $,v2,Q Die Menge der reellen Zahlen arithmetisch b= T =14+24+34+...4+n - .

¢ = 15 ~ 1,618 Goldener Schnitt geometrisch 37, gi = qntl_l fiir (q £ 137 € No) 2.3 Trigonometrie S.77, 82

TR 3.14159 Kreiszahl ‘ ’

e= (1+ )" ~2.71828 Eulerische Zahl 1.8 Mittelwerte S.20, 21 .

sqrt V3 & 1.73205 V2~ 1.41421 OM > AM > GM > }{M ,

1.2 Mengenlehre S. 1230 Arithmetische Mittel % T a %(m +az+a.. +an) \ '/ /

A=4{-2-1012}, B ={01,234} Geometrisches Mittel VI a: ¥ai-az-a... - an o : 4 :
Schnittmenge: Harmonisches Mittel == _ / e P =A
AﬁB:{x\xeAundeB} AﬂB:{O,l,Q} i=1 a; ;(*1“1’64’@74’%) : H vl ! \‘\

Vereinigungsmenge: . . 1 1 i \v‘ ! |
AUB={z|z€Aoderze B}  AUB={-2-1,0,1,2} Quadratisches Mittel Vitisa Ji@tata +an) L o '
Differenzmenge: Grad zu Rad: s
é \dBk: {z |z € Aundzx ¢ B} ANB={-2,-1} 1.9 Intervalle/ Strecke Sinussatz: 329 _ ,85 -
roduktmenge: Geschlossenes Intervall  [a;b]  a&b inkludiert Cosi i T A B
= ' osinussatz: =b"4+c*—2 bc-
‘2 x B = {(a,b) ‘_a €Aundb€ B} Offenes Intervall Ja,b[  a&b exkludiert inssate “ c creosa
ommutativgesetz:
ﬁsgogajv‘t;f_ AUB=BUA Maximum & Minimum nur bei geschlossenem Intervall cos” +Sin?': 1 sin(z + 7/2) = cos(x)
(AN B) ﬂgC —AN(BNC) (AUB)UC = AU (BUC) unter Grenze = Infimum = inf tan(a) = z;"si?) cos(z + 7/2) = sin(x)
Distributivgesetz: obere Grenze = Supremum = sup Zwischenwinkelformel:
AN(BUC)=(AUB)N(AUCQC) AU(BNC)=(ANB)U(ANCQO) U_mgebung o _ F1(ma)| f2(ma) tan(y) = tan(a — ) = 1113;7.?3
. . Eine Umgebung ist ein offenes Intervall mit dem Zentrum z . 1m2
1.3 Binomische Formeln Symetrien:
: la,bla#z—€e&b#z+¢ _ : — _si
2 2 2 ! . . . cos(—x) = cos(x) sin(—z) = — sin(z)
(a+ b)2 =a + 2ab + b2 e ist dabei so nah wie mdglich b — 2| und |z — g4 cos(km — ) = cos(km +a)  sin(% — ) = sin(ZE + )
— =a2 — = 2 = 2
(a 2) ab 72(121) +bb2 . B . . Additionstherme:
(a+b)(a—b)=a”— 1.10 Binomialkoeffizient/ Pascalsche Dreieck S.12 cos(a+ ) = cosa - cos B — sina - sin 8
. n .. _ . sin(a 4+ ) =sina - cos B+ sin 3 - cos 5

1.4 Mitternachtsformel ( k ) = #k')'k‘ fiir a"~*b* wobei k = Stelle; n= Potenz Wich(tige Gr)'dssen:

ax? +bxlc=0= (x — $1) . (z — Iz) n x 0 30 45 60 90 120 135 150 180 | 270 | 360

R — bt (b2 —dac) (a+b)" =31, ( & ) cank . pk :r 0 7r1/6 71'1/4 w/ss. /2 %; %lw %: | 3 | 2n
’ 2a n sin 0 b1 Vel 5 1 5 Vel 3 0 —1 0

. (a—b)"=>7_ (—1)’“-( )-a”_k-bk cos | 1| M3 | L | 1 0 1| - | B |y o 1

1.5 Induktion S. 5,6 k=0 k o Lol vm | 2 2 , 23 V2 : ol | o

an 3 _ _ - L
N : )
e 2 n ( ne N) 2 Funktionen S. 49 arcsin: Dy = [=1,1] = Wy = -3, 5]
. . . . . - . . arccos : Dy = [—1,1] — Wy , 7]
Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jedem Element x eine Definitions- tan: Dy = (=5, %) —» Wy = R arctan : Dy — B —» W — { ‘)
1 r'-:fen No menge D genau ein Element y der Wertemenge W zuordnet. oot + D}f.= 0.7 5 W, ’r ﬂr(.rm;'pf: [-1,1] ! Wy = (0,7)
. ns P Wertemenge = Definitionsmenge Umkehrfunktion
e Yy 28 # Umkehrfunktion: ~ $.53  Monotonie  S. 51 B B
! . n Beschrinktheit:  S.52 2.4 Verkettung oder mittelbare Funktionen
Z. Anr\q me D & 2N g nach f
. . n+ 2.1 Transformation; Reihenfolge Graph zu Funktion = = = =
Schritt @ e 2n1 ethentolg P h(z) =gof=hz)=g(f(z)) Wnr=Wy— Dy=Ds
W 1.  Streckung um 1/a in x-Richtung y=f(a-z) h nach g
n = @. Lr\ ) 1 Spiegelung an y-Achse bei —a h(z) = fog= h(z) = f(g(x)) Wp=W;— D =Dy
7 on= 2. Verschieb h links(+b)oder rechts(—b = fz£b
: erschiebung nach links(+b)oder rechts(—b) y=Jflztb) 2.5 Gerade/ ungerade Funktion S.52
>e-n 2 7. '7'-4 8 n >/ n+"1 3. Streckung um c in y-Richtung y=c- f(z) .
- _ . gerade: f(—x) = f(x) Symetrisch zur y-Achse
N | Spiegelung an x-Achse bei -c .
n 21 4. Verschiebung nach oben (+d) oder unten (—d) y= f(z)+d unggera.de: f(=z) = —f(z) pL-lnktSymetrISCh. .
periodisch:  f(z) = f(x &+ p) wiederholend mit Periode p



2.6 Schwingungen S. 84

Sinus Schwingung: y = A - sin(wt + )
Frequenz

A Amplitude w

Superposition von Schwingungen
y=A-sin(wt 4+ 7) = A1 + Az - sin(wt + p1 + p2)

2m
sec

¢  Phase

A=

\/A% + A2 +2A; - Az - cos(p1 — p2)

2.7 Schnittwinkel von zwei Funktionen

1.  Bei einem Schnittpunkt gilt: f(z) = g(z)
2. Schnittpunkt S(zo,yo) berechnen
3. Falls dies eine kubische Gleichung ist,

den Wert durch Ausprobieren herausfinden (Bereich von -3...3)

4.  Funktionen ableiten: f’(z) und ¢’(z)
5. Steigungen berechnen: f/(z¢) = m1 und ¢’'(zo) = m2

mo —m
6.  Schnittwinkel berechnen: tan(o) = M2 7ML
1+ mimo

Wenn mj *mgy = —1 = Funktionen rechtwinklig zueinander

2.8 Potenz- /Logarithmusgesetze S. 8,9

@ @

a¥ _ ey a” _

bm
a®-a¥ =a®t¥  a% . b% = (ab)®

ab = c & b=loga(c)

a\x
b

loga(u - v) = loga(u) + loga(v)

u

loga (;) = loga(u) — loga(v)

lg(b) _ In(a)

lg(a) ~ In(b)
eT>1+axfirzelR

1
1—-—<In(z)<z-1
x

(a®)¥ = a®Y
loQa(uk) =k - loga(u)

1g(10) = 1

e’ <

fire < 1

T

e= lim (1+ —)"
n—o0 n

e = He™ + =) + H(e" — ™)
COsh(x) _ %(ez_;'_efz) R — [1;00[\/]_00?1}
sinh(w) _ 5(e:w — e_JC) R — [_(Xﬁ OO]
_ sinh(x)
tanh(z) = cos};L((x))
__ cosh(z
coth(zx) = sinh(z)

arccosh = In(y + y/y? — 1)
arcsinh = In(y + Vy2 + 1)

cosh?(z) — sinh?(z) = 1
Umkehrfunktion S. 93

[1; 00[= [05 00]
R—R

2.11 Superpositionen
Die Superposition zweier Wellen kann die resultierende Welle verstirken oder
ausldschen.
y = A-sin(wt + p)
Geradlinige Funktionen A = \/A% + AZ +2A; As(cos(p1 — p2))

3 Partialbruchzerlegung S. 15

1. Wenn Nennerpotenz kleiner als Faktor — Polynomdivision

2. Nenner faktorisieren

siehe 3.1, Nullstelle herausfinden und anschliessend Polynomdivision
siehe 3.2, Nullstelle herausfinden und anschliessend Hornerschema

z2-2 _ z2-2
z3+z2+z+1 — (a+1)(x2+1)
3. Nenner faktorisieren

z2—2 _ A 4 BzicC
(z+1)(x24+1) — z+1 z2+1

4. Nenner mit Faktor multiplizieren

22 -2=A(?+1)+(Bz+C)(x+1)=Az>+ A+ Ba? + Bz +Cz+C
5. Zusammenfassen

1224+ 0z —2=22(A+B)+2(B+C)+ (A+C)

6. Koeffizientenvergleich & Gleichungssystem [6sen

1=A+B 0=B+C -2=A+4+C
Beispiel 2:
2 222 —6z—32 222 —6z—32

C Z3—22—17z+15 (z—1)(z—3)(z+5)

2.9 Eulerische Funktionen

e:(lJr%)”

1 x
mze >x+1

le—1>In(z) >1-1

y=sinh x

2¢2-62-32 _ _A B c
3. (z—1)(z—3)(z+5) ~ z—1 + z—3 + z+5
4/5. 222 —6x—32 = A(x—3)(z+5)+B(x—1)(z+5)+C(z—1)(z—3) =
Axz? 4+ 2Az — 15A + Bz? — 4Bx — 5B + Cz? — 4Cz + 3C =
22(A+ B+ C) +z(2A+ 2B — 4C) + (=15A — 5B + 30))

6. 2=A+B+C
Beispiel 3:
3

—6=2A+4B —-4C —-32=-15A-5B+3C

3

x
(£24/241)- (22 —v/24+1)
3 Arjz+By Asx+Bo

X
a:4+1

(Nenner ausfaktorisiert)

= e T e vatt
Spezieller Ansatz:

_ 5z2-37x454 _ A B c
f(il?) — 23-62292z ~ = + z—3 + (z—3)2

3.1 Polynomdivision S. 15
Beispiel: 222 — 522 + 72 — 4 = 0 Nullstelle bei zg = 1

“ X
(257 §a" -9 (x"?j’;éxl_ e
al-nye=—"" T
Nt ‘
0 :?1 “ X r\/wyr/m”e/\ mt B
St ew) Mittemadd formel ot o 5y Bt
0 +9x ~ ¢ 0 +0 -4x'+76x +5
RRarsa Y, “Edxrxef)
0o 0 0 +72x-3

3.2 Hornerschema S. 966

a, ay -y Ap—2 ey ap
Xy ),bn—lxl /b’n"-le/;" b}’ﬁ b/o’fl
o7, bl b T by Sk

Beispiel: 523 — 822 — 272 + 18 = 0 Nullstelle bei g = —2

5| -8 -27 | 18
-2*¥5=-10 36 -18
5| -10+-8=-18 | 9 0

522 — 102 — 8 = 0 — Mitternachtsformel

4 Folgen
4.1 Einfiihrung

Eine Folge ist eine Abbildung a : Ng = R, n — a(n) =: an
explizite Folge: (an) mit an = a(n)
rekursive Folge: (an) mit agp = fo, an+1 = alan)

4.2 Rechnen mit Unendlichkeiten
Fiir unbestimmte Formen gibt es keine allgemeinen Regeln; das Grenzver-
halten ist abhingig von den beteiligten Funktionen und mittels speziellen
Methoden (z.B. B.H.) zu iiberpriifen bzw. zu berechnen.

firgeR

00 + 00 = 00
1 _
gfo
g+ 00 =00
9 =0

oo

—00 — 00 = —0
0o _
of = ®
g—00=—0
>

= = —©

fir g € R — {0}

1 _
oF =
00 - 00 = 00
—00 - 00 = —00
1 _
o= = —0©
s _ )00 g>0
g —o00, g<0
g _ Jtoo, g>0
0+ —o0, g<0
+oo, g>0
g0 =
—oc0, g<0
g _ )70 g>0
0= +o0, g<O0

unbestimmt
0,

0
oo
0-00="
190 =7

oo — oo =7

00 =7
X
oo




4.3 Beschrankheit S. 51, 470/ Monotonie 4.8 Wichtige Regeln S. 57 5 Ableitung
Beschrinktheit 0 lg < 1 5.1 Differenzialquotient S. 444
Wg Cla;b] und a,b € R L oo 1 q= Differenzquotient: <z+h> f=) (I+A:1>,7f(z)
d>0|qg>1 monoton wachsend 1 an =¢q — too g< -1 Tangente: y= f (330) (m —z0) F 50
. | d>0 q>1 streng monoton wachsend | 1 N le: _ 1
Monotonie +oo g>1 ormate: PRI
d <0 [ 0<q< | monoton fallend 1 q Winkel: tan(s s
d<0 0<qg< | streng monoton fallend U an = n% — 0 Vk>1 inkel: an(d) = 1+m1m2
— c\" c .
Beweis Monotonie mittels Induktion von u1 = 1;Upy1 = e%n — 1 an = (1 +1n) N 5;]1 : Ableltungsr:g/eln _ -
VA UZZUI 1_121 an:n(ci—l)*lnc uier: gzazc/ ; Z_eam
VE Annahme Up41>U, 2 n 9 f(=) — f(z) | pr
Z = 57 > > = .
Schritt Unio > Uit arf 21 — D' 2" >n Vn > 4) Ezm)/ ) = len(a . aJ;)(w)
eeUn_l —1 Z etn — 1 nlgnoonn = nlgnoo % =1 L (1)/ - 0
eeUn,l > oun X: (z)’ , = 1 .
- . n .. . n P t n = n—
eUn — 1> up, monoton wachsend da > 4.9 Wachstumsvergleich "Der Starke siegt otenzen E?@%W - ZI f(a,)" -
Grenzwert: n® Potenz Potenzen -: (=Y = ~—lz—
U 111{‘[]1 (Un+1 = eln — 1) (1) 117(”' - OO) =0 (k € N;q > 1) Ezxponentiell —0 Briiche: %)’ — 7ﬁ
n—Un+t1 z R ,
n Produkte: (f(l’) g(x))’ = [fl@)-g(2) + f(z)- 9" ()
E 1
(Unsa = st —1) | @ G =0(keNg>1) Egpgem o Worzem, (/%) -
nur richtig fiir Up+1 = 0, da monoton steigend & U, = 1 ist die Funktion p—1/2 nm3/2
bestimmt divergent gegen oo 2 tn(n) —0(keN Logarithmisch _, Wurzel Bruch: = _/7 '
( ) 7(71 — OO) = ( € ) = Potenz Quotient: (u %) — u vv uv
Trigo: sin(z)’ = cos(x)
4.4 Konvergenz /Divergenz S. 472 . : sin(f(x)) = cos(f(x))- f'(z)
Konvergent 4.10 Begrifflichkeiten si,ﬁ@)’ / =  sin(z) - sin(z) =2 sin(z) -
Es existiert ein Grenzwert g € R F(z) = 5623-‘51 arcsin(f()) = o0 1 (x)
Toleranzungleichung: |a, — g| < € > 0 Gesucht ist ein ng, ab welchem alle Nullstellen: cos(z)’ , = —sin(z) p
Werte von n > ng in Uc(g) liegen. B +1=0 2 = —1 Eos(f(w()f( Dy = —szn(f(z)) : 5(9,32 )

. . arccos T = —— - x
Bestimmt divergent gegen +oco (3 +1)/(x+1) =22 —2+1 Partzialbruchzerlegung \/1—(f<r))2
Ungleichung: f, > Kwenn n > ng fiir K >0 Determinante > 0 keine weiteren Nullstellen tan(z)’ (ii’lﬁii) = ﬁ(m)
Bestimmt divergent gegen —oco Polstellen: arctan(f(z))’ = s (@)
Ungleichung: f,, < Kwenn n < ng fir K <0 2_9 z=0 cotan(z)’ _ _+f(z)

Unbestimmt Divergent Asymptote: (Rest Partzialbruchzerlegung) Hyperbol: cosh’ (z) - Si;ﬁzwgm)
AIIes', was nicht konvergent oder bestimmt divergent ist. (23 +1)/22% = 1/22 4 1/222 sinh’ () = cosh(x)
Stetigkeit R .. Allg. Potenz: (f()™) = af(x)* . fl(x)
Eine Funktion ist stetig, wenn der Funktionsgraph gezeichnet werdern kann, | 4.11 Links- Rechtsseitiger Grenzwert S. 55 Allg. Expo: (ef @)y = J@L )
ohne dass der Stift abgesetzt werden muss. Eine kritische Stelle kann von links und rechts angendhert werden. Logarithmus: (In]f(z)])’ = A f(2)
Berechnﬂng |in+ks und rechtsseitiger Grenzwert(g—, gT) (10g (o))’ = ln(1u> (In(z)) = (ll':L(a) )
4.5 Grenzwert bestimmen: Wenn 9 = g+ = g — Konvergenz Betrag: |f ()] = ‘}’(zi‘ f ()
1. Naiven Ansatz ausprobieren — limit direkt bilden Wenn g™ # g — unbestimmte Divergenz Betrag Trigo: [f(z)l = \fEr)\
2. Falls unbestimmte Formen entstehen: 4.12 Nullstellen gem. Bolzano 5.2 Satz von Bernouli - Hopital S 57-58
Arithmetik: +,—,*,/ f(z) auf Intervall [a; b] stetig und f(a) und f(b) versch. Vorzeichen 1. Rege| Wenn lim J1(=o) — gllt lim fi (z0)
Erweiterung: erweitern mit héchster Nennerpotenz n/z™ — Es existiert (mindestens) eine Nullstelle £ =0 Fa(zo) =T fZEIO)
. : . . . . NS mittels Bisektion (Intervallschachtel sherungsweise berech- f _ f1(zo0)
Erweiterung: erweitern mit Gegentherm (3.B|nom bllden) ncn:ml els Bisektion (Intervallschachtelung) nédherungsweise berech 2. Regel: Wenn hn;lo f;gg; _ = gllt zgﬂgg fz(zg)
4.6 Einschliessung (1)  Io = [a;b] = [ao; bo] gesamtes Intervall Ergibt das Resultat wiederum % oder % den Schritt wiederholen
Es existieren drei Folgen: O, fy, und Uy, (2)  Io halbieren — m = 20Fbe Umformungen

ilt: > > (3)  Teil-Intervall mit Vorzeichenwechsel bestimmen: . . g _ o f 0

Es gilt: On, > fn > un links: f(a)- f(m) < 0 ; rechts: f(a)- f(m) >0 f g von der Form (O+) * %;f; (1/0;)) bazw. (1/9) 0
4 Teil-Int 1l mit Vorzeiche hsel: I1 = b — — 9)— -0
WENN O,, gegen Grenzwert g konvergiert UND U, eben- §5; Sslln.itri ?ga_ (Zl)ln Iﬁ;ﬁﬁ;ﬁﬁf&f Inlﬂ e[a;n g f =g von der Form OOO O?) - 1/(.f92nf 0
falls gegen g konvergiert, DANN konvergiert auch f, gegen g (6) ... € € (a;b) mit f(€) = 0 (Nullstelle) f9 von der Form (0+)%,00%,1 f9=e9
fir g - In(f) = (0+4) - co bzw. 0o - 0
. . . Durch Ausklammern von Vorzeichen und Reziprokbildung bei negativen

4.7  Limes Inferior und Superior @ . @ Exponenten sind andere Vorzeichenvarlanten vollstindig abgedeckt:
Der Limes superior einer Folge z,, C R ist der groBte Grenzwert konvergen- } (0—) - 00 = —(0+4) - 0o oder (0+)°~ = oder 1-° — _L_

. | (0+)0+ 190
ter Teilfolgen xy, der Folge h
Der Limes inferior einer Folge x,, C R der kleinste Grenzwert konvergenter wA
Teilfolgen 2y, der Folge




