Analysis 1
1 Einfithrung
1.1 Zahlenmengen S1

N = {123,...} Die Menge der Natiirlichen Zahlen

Ng = {0,123,...} Die Menge natiirlicher Zahlen einschlieBlich 0
7 = {..-2-101.2,..} Die Menge ganzer Zahlen

Q = {z | x = p/q mit p € Z und q € N} Die Menge der rationalen Zahlen

R = Die Menge der reelen Zahlen

Q/R = irrational

1.2 Mengenlehre S335
A= {2-1012},B = {01234}

Schnittmenge:
Vereinigungsmenge:
Differenzmenge:
Produktmenge:
Kommutativgesetz:
Assoziativgesetz:
Distributivgesetz:

ANB={z|xz € Aundz € B}
AUB={z |z € Aoderz € B}
ANB={z|z € Aundx ¢ B}
AXx B={(a,b)|a € Aundb e B}
ANB=ANB
(ANB)NC=AnN(BNC)
AN(BUC)=(AUB)N(AUC)

ANnB={0,1,2}
AUB={-2,-1,0,1,2}
ANB={-2,—-1}

AUB=BUA
(AuB)UC =AU (BUC)
AU(BNC)=(ANB)U(ANC)

1.3 Umgebung

Jedes offene Intervall, dass die Zahl a enthilt, heisst eine Umgebung von a.
Es sei € > 0. Unter der e-Umgebung von a versteht man das offene Intervall (a-€,a+¢).
Eine e-Umgebung von a ohne die Zahl a selbst wird punktierte e-Umgebung von a genannt.

Schreibweise: U(a)
Schreibweise: Ue (a)

Schreibweise: U (a) = Uc(a) ~ a

1.4 Beweismethoden S5

Vollsténdige Induktion S5-6
1. Induktionsanfang: Die Aussage wird fiir n = nggezeigt oft kann man ng = 1 nehmen.
2. Induktionsannahme: Die Ausssage ist fiir n wahr p

3. Induktionsbehauptung: Die Aussage ist fiir n+1 wahr ¢

4. Beweis der Implikation: p = ¢

Beispiel: f1 = 3; 2fnt1 = fn + %
Verankerung VA: f1 =3 >0

Vererbung VE:Annahme: f,, > 0

Zu zeigen Schritt: fn, > 0= f,11 >0

(n € N)

p>0p >0
In der Tat: f,, 11 = % (fn + %) >0

Spezielle Ungleichungen S31

wobei fira; >0 n €N, i€ {1,2,...,n}:
Bernoulli-Ungleichung: (14+a)">14+n-a
Binomische Ungleichung: la-b] < %(a2 +b2)
Dreiecksungleichung: la +b] < |a| + |b|

firmeN, n>2,a€R,a>—-1,a#0

la —b| < a|+[b] |a—b]>]a|l—|b|

Binomischer Satz S12
GaEmEEs @R -0 v -50

Bsp: (a + b)3 = (g)a3 00 4 G’)a"’ ol (g)al b2 4 (g)al b3 =143 + 302 - b! + 3al . b2 4 163

Wichtige Zahlen: v/2 = 1,41421 7 = ist genau 3

e=2,71828 m = 3,14159

2 Funktionen S49

Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jedem Element x einer Definitionsmenge D genau ein Element y einer Wertemenge W zuordnet.

Schreibweisen:

f: Dy = Wp mit z— f(z)
fixw— f(z) mitz € Dy

y = f(z) mit « € Dy

Definitionen:

x => Argument oder Variable von f

f(x) = Funktionswert, Wert von f an der Stelle =
z +— f(x) odery = f(x) = Zuordnungsvorschrift
Dy = Definitionsmenge oder Definitionsbereich
Wy = Wertemenge oder Wertebereich

Achsenbezeichnungen:
Abszisse = X-Achse
Ordinante = Y-Achse
Applikate = Z-Achse

2.1 Transformationen

+axf(Lbr £ c)Ld

1. schieben 2. strecken a Vertikale (y-Richtung) Streckung um a bzw. Spiegelung an x bei -a

b Horizontale (x-Richtung) Streckung um 1/b bzw. Spiegelung an y bei -b
Verschiebung nach links (4+c) oder rechts (-c) (vertikale Verschiebung)

d  Verschiebung nach oben (+d) oder unten (-d) (horizontale Verschiebung)

+axf(E£bx +

1. strecken 2. schieben

) +d

bl

Spiegelung

an X-Achse: Polaritdt von f dndern an Y-Achse: Polaritdt von x dndern

2.2 Umkehrfunktion 2.3 Symmetrie einer Funktion f

Achsensymmetrie (gerade Funktion): f(—z) = f(x)
Punktsymmetrie (ungerade Funktion): f(—z) = — f(x)
Regeln fiir gerade Funktion g und ungerade Funktion w:
91+ 92 =93 up Euz = ug
g1 92 = g3 ul - u2 = g3

f stetig, streng monoton, an z diff'bar und yo = f(zg)

—1 _ 1 . 1
= (171 00 = 75y = e w1 g1 =u3

2.4 Kurvendiskussion S.261

1. DefinitionsbereichS49 Dy und Abschitzung der Wertebereichs W, wenn mdglich anhand der Extremalstellen
Symmetrie und PeriodizitatS53

Nullstellen

StetigkeitS59 und DifferenzierbarkeitS444 (Berechnung der Ableitungen)

Extremwerte, Wendepunkte und Wendetangenten, Monotonie, KriimmungsverhalltenS51

Grenzwertaussagen (Asymptote, Pole, Verhalten von f am Rande des Definitionsbereichs)

MonotonieS453

ok wN

Mittel S20-21 F(x ' (z ! (x f("’_l) T ™ (x Funktion f
kleiner/gleich Geometrisches kleiner/gleich arithmetisches Mittel >(O) (2) (=) (=) (=) monoton wachsend
< Wai - ag - ... an < % . — '11‘*"’271& >0 streng monoton wachsend
) <0 monoton fallend
<0 streng monoton fallend
Minima/Maxima min{a;} < Way -az ... - anp, < maz{a;} =0 =0 =0 =0 >0 streng monoton wachsend (falls n ungerade)
=0 =0 =0 =0 <0 streng monoton fallend (falls n ungerade)
Betragsgleichung: —c<z<ce |z <c Extremstelle S455 : :
7 7" " n—1 n N
. T T T T Funktion f
Cavchy-Schuore. Uneleichung: < lall. 0 | 7@ [ 77@ | 5 D@ | @)
auchy-Schwarz-Ungleichung [(z, )| < =]l - llyll —0 >0 relatives Minimum, Randstellen beachten
15 Summen S6 =0 <0 relatives Maximum, Randstellen beachten
. =0 =0 =0 ...=0 > 0 relatives Minimum (falls n_gerade), Randstellen beachten
Summen Aritmetik mit1 < m <n die Laufvariable i wird immer um 1 aufaddiert. i immer kleiner-gleich n (z.B. wenn i € R) —0 -0 -0 .. =0 <0 relatives Maximum (falls n gerade), Randstellen beachten
Zweite Variante Falls bei f’(ac) an der stelle g ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort eine Extremstelle
21 ar = 121 ai+ 3 ) at; 'Zl ar = ; ~ai+7; 'Zl a=mn-a; ‘ZI(AM + Bbi) = X - 'Zl ai+ - 121 at Konvexitét - Kriimmungsverhalten S253
= = =t = =t = = = = FQ [ @ [ 7@ | £ D@ | *(x) | Funktion ¢
>0 konvex (linksgekriimmt)
Sepzielle endliche Reihen 520 > 0 streng konvex (linksgekriimmt)
n i= 7;(71,21»1); i 2 = n(n+12§(2n+1); i 3= ,,Lz(n4+1)2 ; i (2n —1) = n2 <0 konkav (rechtsgekrﬁmmt)“
i=1 i=1 i=1 i= <0 streng konkav (rechtsgekriimmt)
Wend kte Ter kt S256
Fakultiten S13 n!=1-2-3.....n Ol =11=1 firne N,n >3 n!>2n—1 ) | /) | 7@ | £ D(x) | f*(z) | Funktion f
=0 # 0 Wendepunkt
=0 =0 #0 Terassen oder Sattelpunkt
Geometrische Summenformel i ¢ = 1—1(1_";rl Zweite Variante Falls bei f ’(z) an der stelle z ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort ein Wendepunkt
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Regeln zur MonotonieS51

monoton wachsend — z; < 22 = f(21) < f(22)
monoton fallend — 2, < 20 = f(x1) > f(x2)

streng monoton wachsend — z, < 25 = f(z1) < f(a2)
streng monoton fallend — z; < 22 = f(21) > f(z2)

2.5 Spezielle Funktionen

Identitit:
Schreibweise: f(z) =z

Definition:
Der X-Wert ist gleich dem Y-

-Wert

Signumfunktion:
Schreibweise: f(x) = sgn(z)

1, falls z > 0
0, falls 2 =0
-1, fallsz < 0

Definiton: y =

Gauss-Klammer (floor):
Schreibweise: f(z) = [z]

Definition:
rundet den Y-Wert ganzzahlig ab

2.6 Verkettung oder mittelbare Funktion

Schreibweise: h(zr) = go f = h(x)
h(z) = fog= h(zx)

=g
= f(g(x))

(f(x))

Sprechweise: ¢ nach f
[nach g

Wertebereiche: W;, = W, — D), = Dy

Wy, =W; = D), = D,

Wichtig: Funktionen sind nacheinander ausfithrbar, wenn der Wy C D, bzw. W, C Dy ist.

2.7 Gerade/Ungerade Funkt

ionenS52

Funktion ist gerade wenn f(—xz) = f(z) = Achsensymmetrisch
Funktion ist ungerade wenn f(—z) = —f(z) = Punktsymmetrisch

Funktion ist periodisch wenn f(x) = f(x + p) = wiederholt sich im Abstand p

fiir beide gilt: = € Dy A —x € Dy
N y—

Dy ist symmetris

Wichtig: Um zu beweisen das eine Funktion gerade bzw. ungerade ist, zeigt man indem man beweist, dass es fiir einen

Punkt nicht stimmt!

2.8 AsymptoteS260

Vorgehen: Polynomdivision. f der Asymptote kann aus dem Resultat :E:;i::\i;;;i’({;i? b
gelesen werden. \
3
. z° +x+2
Beispiel: flzg) = ——
3x
N . “ s 2 Na 1 2 s a4
xt a4 N
X oex 22 12 12 \
2 3 3 3x \
-x \
e — ( \
X2 Aeyephotbe -
< |
Pol.Div. |-
= A |
=
|
m<n m=n m>n Die Asymptote existiert mur wenn alle drei cigentlichen Grenzwerte existieren. Fiir Funktionen, dic nicht
T ional sind, kann die Asymptote wie folgt bestimmt werden.
li r(z) =| 0 — oo oder —oo
naleo (@) b + Asymptote gy — ar+ b= lim (f(x) —az—b) = 0
7 LA
Asymptote x-Achse Ganzrationaler Teil A=)

Parallel zur x-
Adhse

= g(=) =

der Polynomdivisi-
onS15

a= Tim &) oder a = lim f'(x)
weite Variante gilt jedoch nur wemn in der ersten Formel die Bedingung fiir Bernoulli-de I'Hospital erfiilt sind.

b= lim (f(x) = ax)

Dies alles gilt sinngemiiss auch fiir  — —o
Spezialfall: Wenn lim f(x) existiert, so ist @ = 0 und b= lim_f(z).

2.9 Schnittwinkel von zwei Funktionen

o ohwNE

Wenn mj * mo =

Schnittwinkel mit Hilfe dieser Gleichung berechnen: tan (o) =

Bei einem Schnittpunkt gilt: f(z) = g(z)
Schnittpunkt S(zq, yo) berechnen

Falls dies eine kubische Gleichung ist, den Wert durch Ausprobieren herausfinden (Bereich von -3...3)
Funktionen ableiten: f’(x) und g’ ()

Steigungen berechnen: f/(z) = m1 und g’ (zg) = ma

—1 = Funktionen rechtwinklig zueinander

m2 — mj

1+ mimo

2.10 Ganzrationale Funktionen (Polynom) S63,65

Aussehen: Nullstellen bestimmen:

f(@)=anz™ +an_12" "' + ...+ a1z + ag o falls Polynom (ax? + b + c) quadratische Lésungsformel:

o faktorisieren mit Hilfe von Binomen

o faktorisieren mit Hilfe des HornerschemasS966
Wichtig: eine ganzrationale Funktion n-ten Grades, hat héchstens n verschiedene Nullstellen

—b+ /b2 — dac

2a

2.11 Hornerschema S966

- Pfeile = Multiplikation Beispiel:
- Zahlen pro Spalte werden addiert flx) =a2® — 672 — 126
a, a_, a,, a,  a, | 0 67 —126
Xy bu-i¥y byoax, byx, byx, X =-2 2 4 +126
by by by T by S =2 =63 0=f(-2)
! 1 1

x1 = Nullstelle (muss erraten werden, durch ausprobie-
ren!!)

oberste Zeile = zu zerlegendes Polynom
Ergebnis der Form: f(z) = (z — x1)(g(x) + f(z1)

b,

2 h by
= f(@) = (& —a1)(box® + by + o) =

Linearfaktor: (z — )

(x+2)(2? — 22— 63)
Polynom vom Grad n — 1: g(z)

2.12 Gebrochenrationale Funktionen S63,67

Aussehen: N
fla) = pm(x)  amz™ +am_12™ "+ ... +aiz+ag
qn (x) anx™ + ap_12"~1 + ...+ a1z + ag
Definitionen:

e wenn m < n ist f echt gebrochen (= zerlegen), wenn m > n ist f unecht gebrochen
e 11 ist Nullstelle von f falls py, (1 = 0) und g, (z1) # O gilt — k-fache Nullstelle
e z heisst Polstelle von f falls g,, (z1) = 0 und py, # O gilt — k-fache Polstelle

e z heisst Liicke von f falls g5, (z1) = 0 und p, (1) = 0 gilt

e Jede unecht gebrochene rationale Funktion l3sst sich als Summe einer ganzrationalen Funktion und einer echt gebrochenen Funktion schreiben.

Dies ist moglich mit der PolynomdivisionS15

2.13 Trigonometrische FunktionenS77ff ArcusS86

2 } g } :/“6 } :/"’4 } :;“3 } :/”2 } 1722 } 1;;’ } 2;7‘: } 32‘:’ Trigometrische Wertebereiche
37 4 2 , . ’
o T IS I 3 T - o 3 =Wy :[—1‘. 1] zurnm:D/:[—l.l]aH!
ER Il = | v S Wy =[-11] arccos : Dy = [-1,1] — W
cos | 15 | 5| 2 0 -z |~z o ! tan: Dy =(-3,5) > Wy =R arctan : Dy = R — Wy = (-2
tan |0 | 2 | 1 | v3 -vi| -1 0 cot: Dy = (0,7) = Wy =R arccot: Dy = [~1,1] = Wy
sin(—z) = — sin(z) cos(—z) = cos(z) sin?z + cos?z = 1 sin (z + %) =cosz
tanz = S0 '™ = cos(z) + isin(x) e T = sin (z + y) =
cos(z) — isin(z) sinz cosy + cos z siny
sin(z) = cos(z) = % (em + eiiz) sinh(z) = sin 2z = 2sinz cos =
% (eiz - eiiz) %(-sz +e%)
cosh(z) = %(ef't+em) cos(z +y) = cos (;v — %) =sinz cos 2w = cos? & —sin? z =
cosxcosy — sinxsiny 2cos“z — 1
F@) = A cos(@t + %) = A-sin(wt + & T 20)
2.14 Potenz- und Wurzelfunktionen S8,72
gerade Potenzfunktion: Dy = R — W; = Rg’ ungerade Potenzfunktion: Dy =R — Wy =R
gerade Wurzelfunktion: Dy =R — W, =R ungerade Wurzelfunktion: Dy =R — Wy =R
2.15 Hyperbolische Funktionen S89 Areahyperbolicus S93
X et —e” 7T et e % e —e™®
sinh(z) = ——— ;D =R, W =R cosh(z) = ——— ;D =R, W =[1,00) tanh(z) = —— ;D = R, W =(-1,1)
2 eT e~

Arsinh(z) = sinh(y) +Arcosh(x) = cosh(y)

Artanh(xz) = tanh(y)

2.16 Regel von L'Hospital

dim, gty = (8] /[2] - i, e

FUE)

= lim
r—a

2.17 Polynome P(z) € R[z],

P(z) =Y ga;a’ =apa™ +ap_12" L+ ... +arjz+ag
Losungen fiir ax? +brxr+c=0
Mitternachtsformel: Satz von Vieta:

—bd/b2 —dac
R wl+w2:7£ xT1TY = ~

Ti/2 = 2a a a
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3 Partialbruchzerlegung S15

2
(z) = w& = Nenner Faktorisieren mit Hornerschema S965 , Binom
x°+4x<—11x—30
23 + 422 — 112 — 30 = (z + 2)(2? + 2z — 15) =(z + 2)(x 4 5)(x — 3)
2 5
. _ _—224200+4149 _ _A _ A(a42)(z+5)+B(2—3)(245)+C(z+2) (z—3)

Ansatz: f(z) = g 200G = 245 4 S + 5 = w=3)(a+2)(a+5)
Gleichungssystem (Zahler gleichsetzten) aufstellen mit beliebigen x;-Werten (am Besten Polstellen oder 0, 1, -1 wahlen):

21 = 3: —94+60+149=A-5-8 = A=5

5 -7 1
zg=—-2: —4—-40+149=B.(-5)-3 = B=-7 f(z)=

+ +
x—3 x + 2 x4+ 5
x3 = —5 —25—100+149=C-(—8)-(—-3) =C=1
weitere Ansitze fiir andere Typen von Termen:(Mehrere Werte fiir x verwenden, auch wenn kein Koeffizient 0 wird.)

Fz) = 522 -37x454 _ A B_,_c __ A(z—3)2+Ba(z—3)+Cxz
z3 —6x2+9x £ z—3 (x—3)2 (x—2)2
¢ _ A@—2)24Bz(z—2)+C

_ 1,5z _
fz) = z3 6m§+12m78 -

- (@—2)3 (x—2)3
F(z) = 2 _ A(z2+40+6)+(Ba+C)(2—2)
3+212 20— 12 T - (x—2)(z2+4z+6)
- _ 1 ____ 1 _ A Cu4D
f2) = u4+u2 — u2(u2+1) “utet w241

3.1 Potenzen/Logarithmus

1g(b) _ In(a)
lg(a)  In(b)
log(b * ¢) = log(b) + log(c) log(g) = log(b) — log(c) 1g(10) =1 1-— i <In(z) <z-—1

Inb) =2 < e® =b e e log(h®) = c * log(b) T>14azfirzeR

e

lim (1 +
n— 00

fiire < 1
x

1
~\n
)

4 Folgen 519,470

4.1 EinfiihrungS19

Eine Folge ist eine Abbildung a : Ng — R, n — a(n) =: an,
explizite Folge: (an) mit an, = a(n)

rekursive Folge: (ar ) mit ag = fo, apt1 = a(an)

4.2 BeschrinktheitS51,470 4.4 Monotonie

Beschrankt wenn k < ay, < K, wobei k bzw. K die untere bzw. die

obere Schranke ist. Fiir (streng) monoton fallend gilt:

Bolzano-Weierstrass: Jede beschrinkte und monotone Zahlenfolge ist <
1. apt1 —an =0
konvergent. (<)
ap > v Antl < 4
“n+l(>) n (<)

4.3 £ — ng Kriterium S470

lan — a| < e fiiralle n > ng(e) (

Im Wesentlichen gibt es 3 Methoden zum Nachweis der Monotonie.

3. Vollstindige Induktion: Vn € N : ap 41 S)an
<

4.5 Konvergenz
(an,) ist Konvergent mit Grenzwert a, falls: Ve > 0 3N € Ng : |ap, —a| < eVn > N

Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl a: (ay) n=ee

Es gilt:

e Der Grenzwert a einer Folge (ay,) ist eindeutig.

e Ist (ay,) Konvergent, so ist (a,, ) beschrinkt

e Ist (ay) unbeschrinkt, so ist (ay, ) divergent.

e Das Monotoniekriterium: Ist (ay,) beschrinkt und monoton, so konvergiert (ay,)

e Das Cauchy-Kriterium: Eine Folge (ay, ) konvergiert gerade dann, wenn:
Ve >03N €Ng : lap —am| < eVn,m > N

Regeln fiir konvergente Folgen (ay,) "% 4 und (bn) maagy ¥
(an + bn) ni)oo a+b (anbn) 711)00 ab (Zn) ”‘“30 %
(an) =57 Aa (vam) "= va  (Jan)) "5 |l

Grenzwert bestimmen:

o Waurzeln: Erweitern mit binomischer Formel

o Briiche: Zihler und Nenner durch den Koeffizient hochsten Grades teilen

® Rekursive Folgen: Fixpunkte berechnen. Fixpunkte sind mdgliche Grenzwerte. Monotonie durch Vergleich a,, 11 und a,, zeigen.

Beschranktheit mit Induktion beweisen.

4.6 Wichtige Regeln

0 lgl <1
n nm—oo 1 q=
ap =
" a too g< —1
4o g>1
an =4 -0 vk>1
» n
an—(1+%) — e
1
a.,L:n(cnfl):mc
n2 n 2
an =47 — 0 2" >n Vn > 4)
1
B o= N/ —
nli)moonn = ﬂli’moc Yn =1

4.7 Limes Inferior und Superior

Der Limes superior einer Folge x,, C R ist der groBte Grenzwert konvergenter Teilfolgen Ty, der Folge xy,
Der Limes inferior einer Folge xy, C R der kleinste Grenzwert konvergenter Teilfolgen Ty, der Folge xy,

5 Grenzwerte von Funktionen S54

5.1 Berechnung von Grenzwerten S56

n
Technik des Erweiterns: lim -5 =-Erweitern mlti2 = lim 2 = lim L =0
n—oo n n n—oo n2 n—oo M
2
n

inomi i _ _ WnFT—vn) (VnFI+vn) _ _ntl-n__
Binomische Formel: nli)moc Vn + \/ﬁ— 11m Nor= ey nli)moo \/W+\F

Spezielle Grenzwerte

Jim f@) =1 lim @l =gl lim (f@)" = (impoeg f@)" = g"  lim YF@) = of lm [) = va

Einschliessungsprinzip S56

nleOO an, = nli)moo bn = g A an, bpsind konvergent an < cp < by = nli’moo cn =g
R
5.2 Links-/Rechtsseitiger Grenzwert S55
echtsseitiger Grenzwert: lim  f(z) = 11m f(z) = gt
Tz

Linksseitiger Grenzwert: lim f(z) = hm flz) =g~

.T*)‘EO
5.3 Konvergenz, Divergenz S472 Art der "' - 7_&'15;;1 T T
Unstetigkeitsstelle | Bedingungen [ix— flx)= Graph von f
lim f(x)=g Hx =12 +1
Konvergenz: g7 = g~ = g € R oder: monoton und beschrinkt heby e fiir x 1
Bestimmte Divergenz: g = 400 oder: g = —o0 J !)are . und g # f(xg) 2 firx=1
Unbestimmte Divergenz: Es existiert kein Grenzwert st;?;ﬂlgkulh- I ] -
(g fiir Grenzwert) lim f(x)=g [
und‘.\nﬂ)‘, x—1
Unstetigkeils- g*und g exi- —1 fiirx=1 N 1l /
stelle 1. Art sticren in Xg, { - _ -
(Sprungstelle) aberg® #g” =1 firx<t | o
mindestens g * [ . "
oder g~ exi- 1 fiir x > 1 '[ :\
stieren in x, E
. nicht 1 firx=l L
5.4 Stetigkeit S59 Unstetigkeits- p — T
stelle 2. Art fistfirx7x, "
und x| x, unbe- 1 . (7=
stimmt diver- sin—v |
Wenn man die Funktion mit einem Strich zeichnen kann: gent (Oszil- . e
lim f(z) = f(z0) lationsstelle) )
’C—)TO T - T o T I I

5.5 Ubertragungsprinzip
f besitzt genau an der Stelle g den Grenzwert g, wenn fiir jede gegen x( konvergente Folge< z,, > gilt: nlgréo fx)=g

Bsp:f(z) = z — [z]und zg = —1 Ty :717% Hnli‘{réo(zn):fl zl, :71+% ~>7Lli>moof(w:l):71 wenn nun
gilt
lim f(ap) = lim (~1— % —[-1- 1) =1%# lim f(z}) = lim (~1+ L+ —[-1+L])=0

Dann besitzt die Funktion f(x) an der Stelle z keinem Grenzwert g.
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5.6 Spezielle Grenzwerte S58

5 sinx _ i z,
zlli)no e T mL»moo aB 710 (a> e, 8>0) zli{noo
zgmm (1+%)z =e® hm (l+ac)§ = zlgnoo

lim °9a(z+1) _ 1 lim Unz)® _ 0 lim
z—0 z ~ Ina z—oo aB T o0

lim lne — lim zlnz =0 lim &1 =
z—1 T x—0+ z—0 T

e} >1 o _

lim 1 lim Z q +1 9= lim % =«
z—0 x=00 = =t lql <1 a—0

B ™ ak _ . i /5 —
i 5 =0 Jip e =06 > hkeN)  in gp=1

5.7 Rechenregeln mit uneigentlichen Grenzwerten S58

Die eigentlichen (reelen) Gréssen wie 0,1, oder g € R bzw. uneigentliche Gréssen F-co sind als Grenzwerte bzw. als bestimmtes Divergenzverhalten
von Funktionen zu interpretieren.

Bestimmte Formen

firg € R firg € R firg € R — {0} firg € R — {0} firg € R — {0}
0
00 4 00 = oo L —o %:oo 00 - 00 = 0O o0 _ % 9>
b + 9 —oo0, g<0
g+ oo = oo %:0 0%:—00 —00 - 00 = —00
o g +oo, g>0 +oo, g>0
—00 — 00 = —00 oF = ° o = g-oo=
—oo0, g<o0 —oc0, g<o0
— 0
g— 00 =—00 & =- &= o, 9>
B B +oo, g<O0

Unbestimmte Formen
und mittels speziellen Methoden (z.B. B.H.) zu iiberpriifen bzw. zu berechnen.

Fiir die folgenden Formen gibt es kieine allgemeinen Regeln; das Grenzverhalten ist abhingig von den beteiligten Funktionen

oo
— =7 — =7 0-00 =7 1°° =7 (nur bei lim, sonst kon-
0 ©© stant)
oo — oo =7 00 =7 o0
6 Reihen
konvergent, o > 1
co 1 _ oo .om o _ _1 oo 1 ’
n=17n — Yatoad" = 1—gq lal <1 PO} n® = {diver ent a<1
Harmonische Reihe Geometrische Reihe gent -

7 Taylor Polynom S455,484

Die Taylor Approximation dient zur mdglichst genauen Nachahmung einer komplexen Funktion.

! (x £ (x f(n) z
2o = Entwickl Kt h=Az=z—z9 f(zo+h)=f(zo)+ f (zo)h + %h2+%h3+...+#h
£t (g) 1
Fehlerrechnung Ry, (Lagrange): Ry (zg, h) = mhn+ ,(0<6<1) nli{réoRn(rO, h) = 0 Fehlerabschatzung:

Wihle £ und x so, dass der Fehler maximal wird.

8 Potenzreihen

= Bei x = ¢ — R und £ = ¢ + R muss die Konvergenz zusitzlich
iiberpriift werden.
Substitution bei f(x) = >0 5 an - z "

f@)y=3"an-(@—)"
n=0

. 1
8.1 Konvergenzradius w=2 3 z=wX > R=(Ry)X

R = lim an -1 8.2 Wichtige Potenzreihen
n—00 | An+41 lim_ ¥ an|
n— oo m .
i =300 T = sin(z) = _—
R = 11m mf = . n L 2271 -
wiT| = e Vian] nlgﬂm (1+%) Cao (D" Gy =

konvergiert absolut |z —c| <R 761272?7”
f(z) < divergiert |l —c| >R cos(z) = eF =2 27:'1

keine Aussage méglich |z —c| = R % (—1n (22,2,:; _

Bei reellen Reihen gilt:
= x konvergiert im offenen Intervall I = (¢ — R,c + R)

9 Differentialrechnung S444
 diffbar, falls f stetig und }nmof(” M= J(@0) = f7(4) existiert.
h—

Rechtsseitige f;(:cg) bzw. linksseitige f{(wg) Ableitung.

9.1 Ableitungsregeln S445,450

Linearitdt: (A f + Hg) (z) = Af/ (z) + ng (z)
Produktregel: (f - g)’ = f'g + fg’

Quotientenregel (5) = f‘-qg?fi

Kettenregel: (f(g(x))) = f'(g(x))g’ (z)
Potenzreihe: f :] —R + a,a + R[— R, f(z) = 2;0:0 an(z —a)”
N———

VA, np€eR

= f’(z) :E?‘LOZO nan(z—a)"71
cD
Tangentengleichung: y = f(xzq) + f'(zg)(z — zq)

9.2 Hohere Ableitungen S451

(2k+

(sinx)
(cos .r)""“

(n) v —~y(n) p \n+
(12) == (VE)™ = (=1 1

= (=1)*cosz. k € No (sin )" (2k) — (—]I‘ sinx
=(-1)*cosz,k e N (cos ) %) = (=1)* cos

(n—1)!
(1=

9.3 Tangentengleichung

dax

. z—/‘—\
fz) = (2 —=0) - f'(z0) +f(20)
N

dy

(zy =Entwicklungspunkt)

9.4 Fehlerrechnung, Differential 5862,869

| T absoluter Fehler: |Ay| =~ |dy\ fl(z)] - |de| < |f'(z)] - |9]
olativ . f’LJ | < (L&) ) = 1442 . |8
oy relativer Fehler: |Ay| &~ |22 m | === |dz| < m |18 =] ©] |4]
| * |d: |=relative Fehler Output Einheit= [1]

h Auf n-Stellen nach dem Komma genau =- absoluter Fehler: 6 = £0.5- 107"
ol ——y
|

. i x

9.5 Mittelwertsatz S454

Der Mittelwertsatz dient zur Ermittlung des Wertes &, an dem die Steigung der Funktion gleich der Steigung des Steigungsdreiecks ist.

(z+h)—f(=z) [
By _ =t _ e Lethl 1) — e+ 8h)
A s b a) fle+h)=h-f'f(z+dh)+ f(x)
{=a E=x+5bh 0<d<1
9.6 Einige Reihen S20,477,1074 F(z) f(a) f/(:t)
,—Ii'.'_\ I 211 29 qzq—l
R T Cqynetl @t e cos(T) gy qg+1
SINT =T — 7y _:_ o+ 1)“ et (1) Gnrin " ovaz3 — a
x:1+%+%+ ‘+IT+”:+1)"I”+1 3 2y/azx
In(14+2)=x— tzf. + % T.+ (—1)"’1 -L:+ Ul%;{;n . f:ll zln(az) — In(ax) %
9.7 Integrierbarkeit e’ e” e’
z
a a” a” In(a)
Menge der In(a)
beschrinkten Funktionen () in(2) ()
— cos(x sin(x cos(x
sin(x) cos(z) — sin(z)
T 1
S Aindes —In | cos(z)| tan(x) _
a/be(hdeh‘;km coszl(z)
'm‘)d L In | sin(z)| cot(x) _
sin2(z)
Xk de) 1
4 du{i‘nﬁ erri: x arcsin(z) + V1 — 22 arcsin(x) e
e-unk;mrren V1— a2
ma;fﬁiﬁm x arccos(z) — V1 — 22 arccos(x) —ﬁ
/ jionér
1 1
/ x arctan(z) — > In ’1 + a:2| arctan(z) Tz
? ] 5
x arccot(z —In x arccot(x -
t()+2l|1+ | t(2) o
x
9.8 Integrationsregeln sinh(x) cosh(z) sinh(x)
I f(@)dw = F(b) — F(a) )
IXF (@) + pg(z)dz = A [ f(2) de + u [ g(z) dz cosh(z) sinh(z) cosh(z)
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