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1 Reelle Zahlen
Zahlenmengen: S. 1,331 | Mengenlehre: S. 335, 1230
Summenzeichen: S.6 Produktzeichen:  S.7
Beweismethoden:  S. 5 Fakultit S. 13

1.1 Zahlenmengen (. 1, 331)

Ganze Zahlen: Z ={.. -1,0,1,2,...};
Natiirliche Zahlen: N :{1 2 3 )
No={0, 1,2, 3 b
Rationale Zahlen: ~ Q =(x|x = L mit p e Zund (g € Z\ 10D}

Irrationale Zahlen:
Reelle Zahlen:

mchtperlodische Kommazahlen

R =z.B. \/i, n,¢
1.2 Supremum und Infimum

sup(X)
inf(X)

Kleinste obere Schranke = Maximum ist immer auch Supremum
Grosste untere Schranke = Minimum ist immer auch Infimum

1.3 Binomischer Satz / Binomialkoeffizient (. 12)

Der Binomische Satz kann verwendet werden, um das Pascal-Dreieck zu berechnen.

n
Binomischer Satz:  (a + b)" = Z (Z) ca"k bk

k=0
(Z):Owennk< Ooderk >n

1.4 Umgebung

Jedes offene Intervall, dass die Zahl a enthiilt,

i=1

heisst eine Umgebung von a U(a)
Es sei € > 0. Unter der e-Umgebung von a
versteht man das offene Intervall (a — €,a + €) Uc(a)
Eine e-Umgebung von a ohne die Zahl a selbst
wird punktierte e-Umgebung von a genannt Uca) = Ua)\ a
1.5 Spezielle endliche Reihen (. 20)
. . n n(n+1) . n q’”l 1
Arithmetisch: Z = Geometrisch: Y, ¢' =

1.6 Mittel s. 20, 21)

Harmonisches Mittel (HM)

Geometrisches Mittel (GM) ay -ay - ... -a,

Arithmetisches Mittel (AM)

1.7 Spezielle Ungleichungen (s. 31)

Bernoulli-Ungleichung: I+a)'>1+n-a

firne N,n>2,a€eR,a>~-1,a+0

Binomische Ungleichung:  |a-b| < %(a2 +b?)

Mittelungleichung: HM <GM < AM

Gleichheit: HM = GM = AM
firaj =ay=...=a,
Dreiecksungleichungen: la + b| < |a] + |b]|
la — bl < lal + 1b|
la— Dbl = |lal - 1bll

1.8 Vollstindige Induktion

Verankerung (VA) Beweise Formel fiir ag
Vererbung (VE)

(VE) (1) Annahme  Formel gilt fiir a,

(VE) (2) Schritt Formel gilt auch fiir @,

Mittels Berechnung soll bewiesen werden, dass (2) ebenso gilt wie (1)

Beispiel: Vollstindige Induktion

1
(VA) Yi= Doy

i=1

LU n(n+1)
(VE)() Yi=="F~

i=1

n+1

. (m+D(m+1+D) _ (n+D)(+2)

(VE) (2) i=% 5 = 2’

2 Funktionen . 49)

Monotonie:  S.51  Beschrinktheit: ~ S.52  Umkehrfunktion:

2.1 Schreibweisen von Funktionen
f:Dyr—> Wymitx = f(x) f:x+ f(x)mitxe€ Dy

2.2 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie: Siehe Bronstein S. 51

Beschriinktheit: ~ Siehe Bronstein S. 52

Umkehrbarkeit:  Streng monotone Funktionen sind umkehrbar
Restriktion: Nur einen Teil von D betrachten = Umkehrbarkeit

2.3 Transformationen

1. Streckung um % in x-Richtung y=f(a-x)
Spiegelung an y-Achse bei —a

2. Verschiebung nach links (+b) oder rechts (=b) y= f(x+b)

3. Streckung um c¢ in y-Richtung y=c-f(x)
Spiegelung an x-Achse bei —¢

4. Verschiebung nach oben (+d) oder unten (—d) =f(x)+xd

S.53

y=f(x)mitx € Dy

2.4 Spezielle Funktionen
2.4.1 Signum-Funktion (Vorzeichenfunktion)

y = f(x) = sgn(x) 1

1 falls x > 0
y=fx)=4{ 0 fallsx=0 R P
-1 fallsx<0
S
2.4.2 Identitit
y=fx=x

y-Wert ist gleich dem x-Wert

2.4.3 Floor-Funktion

Abrunden auf nichste ganze Zahl

y y
a) b)
11 oL e R
+—t 3t + | Y
-2 -1 2 ox -2 -1 1 2 x
N 1
| |
— 1 1

Schreibweise: [x] Schreibweise: x — [x]

2.5 Schwingungen (s. 84)

Sinus-Schwingung: y =A- sin(wt + ¢)

A Amplitude w  Frequenz Sze’z ¢  Phase

2.5.1 Superposition von Schwingungen

Fiir Superposition miissen die Frequenzen identisch sein: w; = w>

Gesamte Schwingung y=A-sin(wt+¢) = A + Az - sin(wt + @1 + ¢2)

Amplitude A= A2+ A3+2A1Ar- cosigr - 02)

2.6 Verkettung oder Mittelbare Funktion

gnach f: | h(x)=go f= h(x)=g(f(x)) Wiy=Wg— Dy=Ds

fnachg: | h(x)= fog= h(x)=f(gx)) Wyp=Wsr—Dy=D,
2.7 Gerade / ungerade / periodische Funktionen (s. 52

Gerade: f(=x) = f(x) symmetrisch zu y-Achse

Ungerade: f(=x)=—-f(x) punktsymmetrisch

Periodisch:  f(x) = f(x+ p)  wiederholend mit Periode p



https://gitlab.com/sstitz/analysis-1a
https://gitlab.com/sstitz/analysis-1a
https://gitlab.com/sstitz/analysis-1a

2.8 Ganzrationale Funtkionen (Polynome) (. 62, 64)

Aussehen:  f(x) = ap¥" + ap_1 X + ..+ aix +ag

2.8.1 Nullstellen bestimmen

. . b V2=
e Quadratische Funktion: x1, x; = W

o Faktorisierung mit Binomen / Hornerschema
= Eine Funktion vom Grad n hat héchstens n verschiedene Nullstellen!

2.9 Gebrochenrationale Funktionen (. 63, 67)

-1
(x A X" + a1 X"+ L+ arx + ag
Aussehen:  f(x) = Pnl) _ i

qn(x) Ap X" + ap_1 X"V 4+ L+ arx +ag

m Zihlergrad Nullstelle:  Zghler = 0
n Nennergrad Polstelle Nenner = 0
m <n  echt gebrochen Liicke Beide =0

m=n  gleichgradig
m>n  unecht gebrochen

Jede unecht gebrochene Funktion lédsst sich als Summe einer ganzrationalen Funktion
und einer echt gebrochenen Funktion schreiben. = Polynomdivision

2.10 Hornerschema (s. 966)

Zerlegt eine ganzrationale Funktion vom Grad 7 in einen Linearfaktor (Nullstelle) und
ein Polynom vom Grad n — 1

2.10.1 Vorgehen Hornerschema

1. Nullstelle x( raten
2. Von oben nach unten summieren
3. Diagonal nach rechts mit xo multiplizieren

a, an*l a, o Iy ‘10
X an 1X1 lz’n—zx1 51/2571 bo}iﬂ
, - 7 - =
b,y b,y b, 5 b Sfxy)

Beispiel: Hornerschema

1 0 —67 —126
X =—=2 -2

4 +1%6 f(x) = - 67x - 126
-2 -6 0=/(-2 f(x) = (x = x)(bax* + bix + bo)
T
b, b, bI = (x+2)(x* = 2x - 63)

2.11 Polynomdivision . 15)

Liefert Summe aus ganzrationaler Funktion und echt gebrochener Funktion.

Beispiel: Polynomdivision

—4

202 —x—1)s(x-1)= =2x-3+ —

( 2x% = 2x )( ) x-1
-3x-1
3x-3
-4

2.12 Partialbruchzerlegung (PBZ) (. 15)
2.12.1 Vorgehen Partialbruchzerlegung

(€)] echt gebrochen (m < n)
Ja:=> (2) Nein: Polynomdivision
2) Nenner faktorisieren
pro Faktor ein Teilbruch
A3) Berechnung Zihlerkonstanten
(3.1)  Gleichnahmig machen (kgV)
(3.2)  Zéhlergleichung
(3.3)  Einsetzen von 'guten’ x-Werten
Beispiel: Partialbruchzerlegung
_ 1
(€Y f) = 5=
2) a?—x2=(a+x)(a-x)
A B _ _1
(3) a+x a—-x 2-x2
A(a—x)+B(a+x) _ 1
G T =g
32) Al@-x)+Bla+x)=1
_ _ _ 1
33) x=a= Ba)=1=> B=5;
x=—a=> AQRa)=1=> A= i
2.12.2 Spezielle Anséitze PBZ
_ 5x2-37x+54 _ A B C  _ A(x=3)>+Bx(x-3)+Cx
f(x) T X% -6x:249x X + =3 + (x-3)2 x(x=3)2
_ 15x _ A B C  _ AG-2?+B(x-2+C
NACOT e o o ol s o il oy By o,
_ 21 _ A Bx+C  _ A2 +4x+6)+(Bx+C)(x—2)
O = 55 = 3t P —

(x=2)(x2+4x+6)

2.13 Trigonometrie, Arcus (S. 77-86)

sin(x): Dy=[-5.31 —» Wy=[-11]
cos(x): Dy =10,n] - Wr=[-1,1]
tan(x): Df=(-%,53) — Wr=R
cot(x): Dy =(0,m) -  Wg=R
arcsin(x): Dy =[-1,1] - Wr=[-7,7]
arccos(x): Dy =[-1,1] - Wy=[0,n]
arctan(x): Dy =R - Wr=(-3.%
arccot(x): Dy =1[-1,1] - Wr=(0,m
2.13.1 Umwandlung

sin(x + 7) = cos(x)

cos(x — §) = sin(x)

2.13.2 Symmetrien

Sinus

Cosinus

Punkt (0]0) — sin(—x) = —sin(x)
Scheitelsymm. — sin(§ + x) = sin(§ - x)
Punkt — sin(r — x) = sin(x)

y-Achse — cos(—x) = cos(x)

Scheitel — cos(r — x) = cos(m + x)

2.14 Winkel zwischen beliebigen Geraden

mjp—nmy
1+my ~my

Zwischenwinkel: tan(a) = = Winkel gegen Uhrzeiger

Senkrechte Geraden:  my -mp = —1

3 Folgen und Reihen . 19, 470)

Exponentialgesetze: ~ S. 8 Logarithmengesetze: ~ S.9

Grenzwertsitze: S. 471
3.1 Spezielle Folgen und Reihen . 20)

Spezielle Reihen Bronstein S.20

Arithmetische Folge: a1 =a, +d d=ap —ay

An+1

Geometrische Folge:  an+1 = ¢q-an g="

Konstante Folge: dpil = ay

3.2 Beschriinktheit / Monotonie (s. 51, 470)
3.2.1 Beschriinktheit

Wy Cla;blunda, b e R

d>0 g=>1 monoton wachsend
d>0 g>1
d<0 0<gc<l

d<0 0O<g<l

streng monoton wachsend

monoton fallend

streng monoton fallend

3.3 Konvergenz / Divergenz
3.3.1 Konvergenz
Es existiert ein Grenzwert g € R
Toleranzungleichung: |a, — g| < e mite > 0
Gesucht ist ein ng, ab welchem alle Werte von n > ng in Uc(g) liegen.

3.3.2 Bestimmt divergent gegen +co

Ungleichung: f, > K wenn n > ng fir K > 0

3.3.3 Bestimmt divergent gegen -co

Ungleichung: f, <kwennn > ngp firk <0

3.3.4 Unbestimmt divergent

Alles, was nicht konvergent oder bestimmt divergent ist
3.4 Grenzwerte gegen Unendlich
3.4.1 Vorgehen Losen von Grenzwerten

1. Naiven Ansatz ausprobieren = Limit direkt bilden
2. Falls unbestimmte Form entsteht:
Umformen gemass folgenden Ansitzen

Arithmetik: +omw 4 |...|

Erweiterung:  erweitern mit Xin n = hochste (Nenner-)Potenz
Erweiterung:  erweitern mit Gegentherm (3. Binom bilden)
Tabelle: Bei Briichen Tabelle aus Abschnitt 4.9 anschauen!



3.4.2 Beispiel Grenzwert n gegen Unendlich

. —2n* +4n-5 iy —O0+ 00+ 5 —00 + 00 ?
fo =gy o N T e T3
4_5
1 2HL 70 ame =21
Algebra, Erweitern mit — : f(n):3+,72 R 2o
n 8-3+1% 4
3.5 Rechnen mit Unendlich
3.5.1 Bestimmte Formen
w+o00=00 —oc0o—o00=-00 0-[a,b]=0-beschrinkt =0
g+00=00 g—00=—00 (geR)
{oo g>0
0000 = 00 —00 - (00) = —00 g-oo=
-0 g<0
-0 £=0 geR
o _ o _ o _Jo &>0
(A 0- =7 & |-co g<0
&= & =-o geER-0
g _ g>0 g _ ) g>0
0+ 7 -0 g<0 0- " e g<0
3.5.2 Unbestimmte Formen
%:? 2=? -0=? 0 =2 0.00=? oc0-00=? (°=2

1 =?  Ausser 1 ist eine Konstante, dann gilt 1 =1

3.6 Einschliessung

Es existieren drei Folgen : O,, f, und U,
Es gilt: 0, > f,, > U,

WENN O, gegen Grenzwert g konverviert UND U, ebenfalls gegen g konvergiert,

DANN konvergiert auch f, gegen g
3.7 Wachstumsvergleich

k n—oo
1 ZTnz 0(keN;g>1) Exggrl.eeﬁfien 0
@ L"=okeNg>1  BEREE -0

Logarithmisch
Potenz -0

@) BRI okeN)

3.8 Bolzano-Prinzip

Jede beschriinkte, monotone Zahlenfolge ist konvergent!

1. Monotonie beweisen

2. Beschrinktheit vermuten und moglichen Grenzwert g mittels
Grenzwertgleichung finden

3. Beschrinktheit beweisen

3.1  a ist obere / untere Schranke

3.2 Vermutete untere / obere Schranke mit volldndiger Induktion beweisen,
z.B. ap+1 < a, wobei a,41 und @, mit vermutetem Grenzwert
ersetzt werden

3.9 Exponentialfunktion . 73

n
e = lim (1 + 7)
n—co n

Definitions- / Wertebereich:
Dy =R - Wy =R"

‘
! . .
) Einschliessung:
I
. E e*>1+x firxeR
i
s : el
X ! et < 1= firx <1
1

.
3.10 Hyperbolische Funktionen (s. 891

1 1
e’ = E(e" -e ™+ E(CX + e ™) = sinh(x) + cosh(x)

sinh(x) = %(e‘ —e™) R—-R
cosh(x) = %(e"+e"") R — [1;00)
1oax —-X
_ sinh(x) _ 3(*—e™) 1.
tanh(x) = cosh(x) — %(ex+efx) R- (-1

| sinh(x)| < cosh(x)

3.10.1 Area-Funktionen (Umkehrung Hyperbolische. F.) (s. 93)

arsinh(x) R —>R
arcosh(x)  [1;00) — RE
artanh(x) xl<1->R

3.11 Logarithmusfunktion (s. 73)

y

Definitions- / Wertebereich:
Df=R*—> W;=R

Einschliessung:
—%S]n(x)ﬁx—l

4 Grenzwerte von Funktionen

4.1 Grenzwertsitze (. 56-57)

Die Folgen a, und »,, sind konvergent!

lim(a, +b,) = lim a, + lim Falls b, #0 .
X—00 X—00 X—00 lim a,

. . . lim 4z = Rl
lim(a, —b,) = lima, - lim x—00 Jim
X—00 X—00 X—00
lim (a,, * = lim a, * lim lim |a,| = lim a,
xaoo( n ) xX—00 n x—00 X060 =00

4.2 Techniken zur Berechnung von Grenzwerten

Arithmetik: ST S A |

Erweiterung: Erweitern mit % n = hochste (Nenner-) Potenz
Erweiterung: Erweitern mit Gegentherm (3. Binom bilden)
Faktorisierung:  Zéhler und Nenner faktoriesieren und kiirzen
Trigo: Bronstein S. 57 1. C beachten

4.3 Links- / Rechtsseitiger Grenzwert (s. 55)
Eine kritische Stelle xp kann von links und rechts angenéhert werden.

lim f(x) =g~

X
X=X

Linksseitiger Grenzwert:

Rechtsseitiger Grenzwert: lim+ fx)=g"
X*).X'O

e Wenn g~ = g* = g = Konvergenz

e Wenn g~ # g* = Unbestimmte Divergenz
4.4 Konvergenz, Divergenz (s. 472)
4.4.1 Konvergenz von f(x)

X — 00 Toleranzungleichung: |f(x) — gl <€  wenn x > M(e)
x — —oo  Toleranzungleichung: |f(x) — gl <€  wenn x < m(€)
X > X Toleranzungleichung: |f(x) — gl <€  x € Us(xo)

4.4.2 Bestimmte Divergenz von y = f(x)

Quadrant  Kriterium Folgerung

1 y = 00 (x — o0) y> K wenn x > M(K)

I y — 00 (x = —00) y > K wenn x < m(K)

11 y— —oo (x > —o0) y<kwenn x < m(k)

v y — —00 (x — o) y < k wenn x > M(k)
f(x) = oo y > K >0 wenn x € Us(xo)
f(x) = —o0 y <k <0 wenn x € Us(xo)

4.5 Stetigkeit (s. 59-63, 127)

Definition Stetigkeit: ~ lim f(x) = f(xo)
X—X(

Eine Funktion ist stetig, wenn der Funktionsgraph kann gezeichnet werden, ohne dass
der Stift abgesetzt werden muss.

Art der Beispiel
Unstetigkeitsstelle | Bedingungen fix— f(x)= Graph von [
lim f(x)=g Hx—1)2+1 :
¥ fir x#1
hebbare und g # f(x,) 2 firx=1
Unstetigkeits- S i
stelle lim f()=g o
und Xo¢Dy x—1
Unstetigkeits- g und g~ exi- x—1 firx=>1
stelle 1. Art stieren in x,, { -
(Sprungstelle) aberg* #g”~ -1 firx<1
mindestens g * 1 fiir x> 1
oder g~ exi- x—1
stieren in x,
nicht 1 firx<1
Unstetigkeits- T — -
stelle 2. Art st fiir x7xo
und x| x, unbe-
stimmt diver-
gent (Oszil-
lationsstelle)




4.6 Ubertragungsprinzip (Folgenprinzip)
f besitzt an der Stelle xo Grenzwert g, wenn fiir jede gegen xo konvergente Folge

< x, >gilt: lim f(x,) =g
X—00

4.6.1 Beispiel

|x + 2]
X) = und xp = -2
fo =5 0
linksseitig: Xy = X0 — % fiir jedes x in f(x) einsetzen;
Grenzwert g~ gegen oo bestimmen
rechtsseitig:  x, = xo + % fiir jedes x in f(x) einsetzen;

Grenzwert g* gegen oo bestimmen

4.7 Nullstellen bestimmen gemiiss Bolzano (s. 12)

f(x) auf Intervall [a; b] stetig; f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen
= Es existiert (mindestens) eine Nullstelle &

4.7.1 Bisektion (Intervallschachtelung)

Die Nullstelle lédsst sich mittels Bisektion (Intervallschachtelung) niherungsweise be-
rechnen:

1. Iy = [a; b] = [ap; bo] gesamtes Intervall
2. Iy halbieren > m = %
3. Teil-Intervall mit Vorzeichenwechsel bestimmen:
o links: f(a)- f(m) <0
e rechts: f(a)- f(m) >0
4. Teil-Intervall mit Vorzeichenwechsel: I} = [ay; b1 ]
. Schritte 2. - 4. n mal wiederholen: I, € I,
. ...¢ € (a;b) mit f(¢) = 0 (Nullstelle)

[

]
L

a ! mi
m
4.8 Spezielle Grenzwerte
. sin(x) _ . ¢ _ . log,(x+1) _ 1
e =0 Qe teet I T = ww
lim = =1  lim {x=1 lim(1 + )% = 1
x—1 1-e xX—00 x—0
lim 9% — 0 Jim x-In(x)=0  lim £= = In(a)
xX—00 x—0t -0 X
lim £=1 = lim @=L _ 4 lim % = 1
x—0 x—0 x—0+
lim " =1 lim y¥(In(y))* = 0
x—0+ x—0+
a 0 >1
lim == =0(a> L;a,>0) lim > gk = | a
X0 @ X0 [ = ld<1

4.9 Asymptotenbestimmung

Asymptote einer gebrochen rationalen Funktion r(x) = SZ% bestimmen gemass:
‘ m<n m=n m>n
lim r(x) 0 G oo oder —co
X—+00 n
Asymptote | x-Achse | Parallel zur x-Achse | ganzrat. Teil der

am

z Polynomdivision
n

y=g(x) =

4.10 Grenzwerte von rekursiven Folgen
Anwendung des Bolzano-Prinzips!

Beispiel: Grenzwert von rekursiver Folge

4

. —_ 2
ay = —iapy] = ay; +

Folge:
olge 1

1. Monotonie

Beweisen mit Ansatz a,+1 > a, bzw. a1 < ay
2. Beschrinktheit

Erste Schranke = Erster Wert der Reihe

Zweite Schranke: Annahme, es gibt Grenzwert g und er ist Supremum bzw. Infimum
3. Beweisen (oder widerlegen), dass g sup bzw. inf ist

Ansatz: a, < g bzw. a, > g mit vollstindiger Induktion beweisen
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