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1 Einfiihrung

1.1 Zahlenmengeng;

N={1,2,3,..}; No = {0,1,2,3,..}; Z={.,-2,-1,01,2 };
Q={zlzr =?/;mitpeZund (g€ Z~ {0})}; R = 2B V2,7,

1.2 Mengenlehre

A = {-2,-1,0,1,2}, B = {0,1,2,3,4}

ANB = {z|r € Aund z € B} AnNB = {0,1,2}

A UB = {z|r € A oder z € B} AUB = {-2,-1,0,1,2}

ANB = {z|lr € Aund z ¢ B} ANB = {-2,-1}

Kommutativgesetz: ANB =BNA AUB = BUA
Assoziativgesetz: (ANnB)NC = An(BnQC) (AUB)UC = AU(BUC)
Distributivgesetz: ANBUC) = (AUB)N(AUCQ) AU(BNC) = (ANB)U(ANC)
1.3 Beweismethodengs

1.4 Spezielle Ungleichungengs

Bernoulli-Ungleichung;: (I+a)*>1+n-a firne NNn>2a€ Ra>—-1,a#0

Binomische Ungleichung: la-b] < 1(a® +b?)

Dreiecksungleichung;: la + b] < la| + || la —b] < la| + |b| la —b] > ||a| — b

Geometrisches und arithmetisches Mittel:
n

fira; >0, neN, ie€{l,2,...n}: ajaz...a, < % Z a; = m
Minima/Maxima: min{a;} < :L/alag “a, < max{az}
Natiirliche Funktionen: I+rx<e” < g 1— 5 <lin(z) <z -1

1.5 Umgebung

Jedes offene Intervall, dass die Zahl a enthélt, heisst eine Umgebung von a. Schreibweise: U(a)
Es sei € > 0. Unter der e-Umgebung von a versteht man das offene Intervall (a — €, a + ¢€). Schreibweise: U, (a)
Eine e-Umbebung von a ohne die Zahl a selbst wird punktierte e-Umgebung von a genannt.  Schreibweise: U, (a) =Uca) N a

1.6 Summenzeichengy

mit 1 <m<n Die Laufvariable ¢ wird immer um 1 aufaddiert. ¢ immer kleiner-gleich n (z.B. wenn ¢ € R)
n n n—j n n n n
ZaZ—Zaz—i— Z a;; Yoai= Y iy a=n-a; SAai+8b;)=A>a;+8> 0
i=1 i=m+1 i=1 i=1—j i=1 i=1 i=1 i=1

1.7 Produktzeicheng;

n

anil;[l(x—%)=an~($—x1)~(x—x2)~...-(a;—xn)

1.8 Fakultéitsm

nl=1-2-3-...-n firneNn>3 nl > on—1

1.9 Binomischer Satzgo

oS e () sy, N
.n n n+1 LA n!

(120)+ ()= ("7), () = ot 1

1.10 Einige Wurzeln
V2 = 1.414; V3 =1.732; V5 = 2.236; V6 = 2.449; VT = 2.645;
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2 Funktioneng,g

2.1 Einleitung

Schreibweisen:
f:Dy — Wy mit x — f(x)
frx— f(zx) mit z € Dy

y = f(z) mit z € Dy

2.2 Transformationen

ta-f(£tb-(x + ¢) £d

2.3 Spezielle Funktionen

Identitét:
Schreibweise: f(z) =z

Definition:
Der X-Wert ist gleich dem Y-Wert

2.4 Umkehrfunktiongss

Schreibweise: f~!

W=

Definitionen:
x = Argument oder Variable von f

f(x) = Funktionswert, Wert von f an der Stelle x
x+— f(x) oder y = f(x) = Zuordnungsvorschrift

Achsenbezeichnungen:
Abszisse = X-Achse
Ordinate = Y-Achse
Applikate = Z-Achse

Dy = Definitonsmenge oder Definitionsbereich

Wy = Wertemenge oder Wertebereich

a  Vertikale Streckung um a bzw. Spiegelung an x bei -a

b  Horizontale Streckung um 1/b bzw. Spiegelung an y bei -b
Verschiebung nach links (4c) oder rechts (-c)

d  Verschiebung nach oben (+d) oder unten (-d)

Signumfunktion:
Schreibweise: f(z) = sgn(x)

1, falls z > 0
0, falls x =0
-1, falls z < 0

Definiton: y =

2.5 Verkettung oder mittelbare Funktion

Schreibweise: h(z) =go f = h(z) =
h(z) = fog= h(z)= f(9(z))

9(f(x))

Sprechweise: g nach f
fnach g

Gauss-Klammer:
Schreibweise: f(z) = [z]

Definition:
rundet den Y-Wert ganzzahlig ab

Definition: ein Y-Wert darf nur einmal vorkommen und Wy muss € D; sein

Wertebereiche: Wj, =Wy — Dy, = D,

WhZWg%Dh:Df

Wichtig: Funktionen sind nacheinander ausfiihrbar, wenn der Wy bzw. W, der 1.Funktion im D, bzw. D; der 2.Funktion

enthalten ist.

2.6 Beschrinktheitgs;

2.7 Monotoniegsq (siehe auch Monotonie (S. Eb)

monoton wachsend — 1 < 25 = f(21) < f(22)
monoton fallend — 1 > x5 = f(z1) > f(22)

2.8 Gerade/Ungerade Funktionengs;

Funktion ist gerade wenn f(—z) = f(z) = Achsensymmetrisch

Funktion ist ungerade wenn f(—z) =

—f(x) = Punktsymmetrisch

2.9 Ganzrationale Funktionen (Polynom)sgs . 64

Aussehen:

f(@) = apna" + an_12"" '+ + a1z + ag

Nullstellen bestimmen (siehe auch [I.7, Produktezeichen (S. [I])):

e falls Polynom (az? + bz 4 ¢) quadratische Losungsformel: —

o faktorisieren mit Hilfe von Binomen

—bky/b2—dac

2a

o faktorisieren mit Hilfe des Hornerschemasgqgq4

streng monoton wachsend — x1 < 72 = f(71) < f(x2)
streng monoton fallend — z1 > 20 = f(x1) > f(22)

Wichtig: eine ganzrationale Funktion n-ten Grades hat hochstens n verschiedene Nullstellen
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2.10 Hornerschemaggis

- Pfeile = Multiplikation Beispiel:
- Zahlen pro Spalte werden addiert flx) =z* — 672 — 126

a, Ay -y ay -2 4y [ 1 0 —67 —126
Xy by_yxy by_yxy - bpxy o bex, X =—2 -2 4 4126

=7 7 7 =7 T
7 7 7 —
‘ bu' 1 bn—z b",3 b(] f(xl) 1 -2 —63 OTI( 2)

z1 = Nullstelle (muss erraten werden!!) ! ! 1

by by b
= f(x) = (z — z1)(bez? + bz + bo) = (x + 2)(x* — 2z — 63)

oberste Zeile = zu zerlegendes Polynom

2.11 Gebrochenrationale Funktionensgs . 66

Aussehen:

) = pm(T)  am@™ + am_12™ '+ + a1z + ao
qn () anx" + ap_12" "1 4+ + a1z +ao

Definitionen:

e wenn m < n ist f echt gebrochen, wenn m > n ist f unecht gebrochen
e 11 ist Nullstelle von f falls py,(z1) = 0 und g, (z1) # 0 gilt.

e 11 heisst Polstelle von f falls g, (z1) = 0 und pm(x1) # 0 gilt.

e 11 heisst Liicke von f falls ¢, (z1) = 0 und pm (z1) = 0 gilt.

e Jede unecht gebrochene rationale Funktion lisst sich als Summe einer ganzrationalen Funktion und einer echt gebrochenen
Funktion schreiben. Dies ist moglich mit der Polynomdivisiongy 5

2.12 Partialbruchzerlegungsqs

z2 + 20z + 149 Nenner faktorisieren mit 3 2 2
flx) = P 1 42? — 11s — 30 Hornerschemagg, 4, Binom, etc. = 2" +42" —30 = (x+2)(z"+2x—15) = (8x+2)(z+5)(x —3)
Ansatz:
) = 2 +20zx+149 A N B N C  Al@+2)(z+5)+ Bz —3)(z+5) + C(z — 3)(x +2)
T34+ 422—112-30 -3 x+2 z+5 (x — 3)(z +2)(z +5)

Gleichungssystem aufstellen mit beliebigen x;,-Werten (am Besten Polstellen oder 0,1,-1 wéhlen):

z1=3: —94+460+149=A4-5-8 = A=5

Fo— —2: —4— 404149 = B(=5)-3 = B= -7 = f(z) = 53+ 72 15
w3 = —5: —25— 100+ 149 = C(-8)(—3) = C = 1 A
weitere Ansitze fiir andere Typen von Termen:
502 —37x+54 A B c A(xz —3)® 4+ Bx(xr —3)+C
f(ﬂf)Z%:f—&- n = (x—=3)"+ x(l’Q )+ Cx
x3 — 622 + 9z x x—3 (z-—3) z(x — 3)
1,5z A B C Alx -2+ Bz —2)+C
fl@) = — 2 = + s+ 3 ( ) (3 )
23 —622+122 -8 -2 (z-—2) (z —2) (z —2)
) = z? -1 A N Bx+C  A(@®+4x +6) + (Bz + O)(z — 2)
T3 42022012 -2 224+4x4+6 (x — 2)(x2 + 4z + 6)

2.13 Trigonometrische Funktionengrg

sin: Dy =[-5,5] = Wy =[-1,1] arcsin : Dy = [-1,1] = Wy = [-F, T]
cos: Dy =[0,7] = Wy = [—1,1] arccos : Dy = [—1,1] - Wy = [0, 7
tan: Dy = (-%,%) > W; =R arctan: Dy =R —- W; = (=%, %)
cot: Dy =(0,m) > Wy =R arccot: Dy = [-1,1] = Wy = (0,7)

2.14 Potenz- und Wurzelfunktionengg 71

gerade Potenzfunktion: D; = R — W; = R} ungerade Potenzfunktion: Dy = R — W; =R
gerade Wurzelfunktion: Dy = RT — W; = R ungerade Wurzelfunktion: Dy = R — W; =R

2.15 Hyperbolische Funktionenggg

sinh(z) = “=*—;D =R, W =R cosh(z) = €=, D =R, W = [1,00) tanh(z) = =" D =R, W = (—1,1)

eTfe—T )
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2.16 Logarithmus- und e-Funktiongys
e-Funktion: Dy =R — Wy =R™ Logartihmus-Funktion: D; = Rt — W; =R

Y

¥

3 Zahlenfolgen

3.1 Einfiihrung:

arithmetische Folge: Monotonie:

a1 =cund apy1 =an +d d=Gnp1 — an >bzw. > 01 bzw.
<bzw. <0} bzw. |

geometrische Folge: q= oL > bzw. > 01 bzw.

a1 =cund apy1 = q*ay an <bzw. < 0] bzw. |

3.2 Beschrinktheitgs;

Beschriankt wenn k < a,, < K, wobei k bzw. K die untere bzw. obere Schranke ist

3.2.1 Bolzano-Weierstrass

Jede beschriinkte, reelle Zahlenfolge (mit unendlich vielen Gliedern) enthélt mindestens eine konvergente Teilfolge.

3.3 Grenzwerte von rekursiven Folgen

1. Monotonie annehmen (ev. erste Glieder berechnen)
= mit vollstdndider Induktion beweisen
z.B.  Verankerung: fi<fo=1<2

Vererbung;: fn < fat1 ly/=— [+1
fn+1 - an+1< \/fn+1+1:fn+2

2. Hypothetischer Grenzwert ausrechnen (indem man Beschriankheit annimmt und den Limes zieht)
2B Afu+1=fri1= lim e+ 1=z (f, = fot1 in Unendlichkeit!!)
n—oo

== Lz‘/g == 3+T‘/g(da der Grenzwert grosser sein muss als 1(monoton steigend siehe 1.))

3. Beschrénktheit mittels des hypothetischen Grenzwertes und vollstandiger Induktion beweisen
z.B.  Verankerung: i< % <3=1<3
Vererbung;: fn<3 I/ [+1
fos1 =vVIn+1<V/3+1<3
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4 Grenzwerte gx3

4.1 Berechnung von Grenzwerten gsq

1 = 1
Technik des Frweiterns: lim % = Erweitern mit — = lim 22 = lim — = 0 (siehe auch [5.6, Bernoulli-Hospital (S.[7))
n—oo M n n—oo % n—oo N
/ _ Vo1 1_
Binom. Formel: lim v/n+1—+/n = lim (Vn+ v (Vn+ 1+ yn) = lim _ntlon 0

Ausserdem gibt es das Prinzip der Finschliessung: Die zu untersuchende Funktion wird in eine Ungleichung mit bekannten
Grenzwerten (siche auch [I.4] Spez. Ungleichungen (S.[I])) eingeschlossen.

4.2 Links-/Rechtsseitiger Grenzwert g5, g Beispic]
L. . . Unstetigkeitsstelle | Bedingungen fixe f(x)= Graph von [
Rechtsseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f(z) = g* ® !
z—ad z{xo lim f(x)=g =1 +1
- x—x0 fiir x#1
1 iti . 1 =1 =g~ cbbare und g # f 2 flirx=1
Linksseitiger Grenzwert: xl_lglﬁ f(z) ;#rilo fl@)=yg nsrotiakeits undg# flso) | | x
0 stelle lim f()=
i -1
4.3 Konvergenz, Divergenz bt !
Unstetigkeits- g und g exi- 1 firx>1 ‘I
Konvergenz: g7 = g~ = g € R oder: monoton und beschrénkt stelle 1. Art stieren in x, {x ‘_’_rx: _ _‘Z .
Bestimmte Divergenz: g = 400 oder: g = —o0 (Sprungstelle) aberg” #g° Bl b B
Unbestimmte Divergenz: Es existiert kein Grenzwert mindestens g* IS o
fiir Grenzwert oder g~ exi- x—1 i
(g ) stieren in x,, { j
nicht 1 firx=s1 b~
: : Unstetigkeits- s —
4.4 Stetigkeit g59 N f st fiir x1x, .
. . o . . und x | x, unbe- 1
» Wenn man die Funktion mit einem Strich zeichnen kann“: stimmt diver- sin—
gent (Oszil- X
li _ 4 ) lationsstelle)
Jim f(z) = f(o)
4.5 Spezielle Grenzwerte s53, 19, 427, 1045
. sinz z (Inz)®
1 =1 im — = . ; _
lim — wlgrolo pr 0(a>1; a,8>0) zlin;o e 0
. a. g a . 1 az -
lim (14 )" =e lim(1+2z)* =e lim =lna
r—00 xT z—0 x—0 x
1 1 1 1 « 2 -
lim 108z +1) _ 1 i 2 R it
0 x Ina z—oo P 2 z—2
xT
lim Inz -1 lim zlnz =0 lim & _1:1
z—1x —1 z—0+ z—0 T
n
>1 o
lim " =1 lim Y gf =0T 1= fim AF27 =1
z—=01—e o0 £ T |q‘ <1 a—0 T
" z*
Ilirr;o ] 0 (x> 0) xlg{)lo p= 0(g>1; keN) . /p

4.6 Asymptotenbestimmung gi5

Ausrechnen der Asymptote einer gebrochen rationalen Funktion r : z — r(x) = %:

m<n m=n m>n
lim r(z) = 0 e —+00 oder —oo
r—Foo n
Asymptote x-Achse Parallel zur x-Achse Ganzrationaler Teil
y=g(z) = ‘Z'—’: der Polynomdivision

(siehe auch [5.7.5] Asymptote (S.[7))
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5 Differentialrechnung g3,
I (@0) = & lomao = (&£ f)emag = Df(wo) = Jim Lezot)=I(0)
f'(z0): Ableitung oder Differentialquotionent von f an der Stelle zo

/ _ 13 f(xo+h)—f(z0) / _ V3. f(xo+h)—f(z0)
() = lim Loot)=to0) i (o) = i Lz ttg=tle0)

Rechtsseitige f,.(zo) bzw. linksseitige f;(wo) Ableitung.
Falls f}(x0) = f/(z0) und f an der Stelle zo stetig, dann ist f an der Stelle zo differenzierbar.

5.1 Spezielle Ableitungen s394

(o)’ = sgn(z) = 21 = = 2 £ 0 (tanz) = 1+ tan’ e,z € R\ { 2L r) (cota) = —(1+cot?a),a € R\ {kn}

5.2 Hohere Ableitungen g2

(sinz)®* ) = (=1)¥ cosz, k € Ny (sinz)® = (=1)*sinz,k e N
(cosz) Y = (—1)* cosz,k € N (cosz) ) = (=1)* cosz, k € N
(n) —

14z 2-n! (n) nt1 1:3-...-(2n—=3)

=  —m------—- = 71 - —_—
<1 - x) (1 —z)ntt (Va) (-1 2ngn=1,/x

(- =n-e" +z-e" =e"(n+x)

1+2\™ i1 (=11 (n—1)
(lnl—:c> =D Aror T U—a)r

5.3 Differential, Fehlerrechnung ggs0/96s

Yy
Q
ot " absoluter Fehler: [Ay| ~ |dy| = |f'(&)| - dz| < |f'(®)] - |4
! | (= = .
PTTY relativer Fehler: [{8) | . |dz| < L2 5] = lljc((;)) 18
o dy J ¥ 7
1 [ ! _

fix) hdix Auf n-Stellen nach dem Komma genau = absoluter Fehler: § = £0.5- 107"

Xo xgh x

5.4 Mittelwertsatz 404

5.5 Taylor Polynom g405

" " (n)
(zo = Entwicklungspunkt) f(zo + k) = f(zo) + f'(zo)h + ! (on) n* + ! ?E‘xo)h?’ +...+ fi('xo)h" + Rn(xo, h)
! n!
) B f(n+1)(x0 +0R) i1 . ) B B i f(")(wo) "
R, (Lagrange): Rn(zo,h)= Wh ,(0<0<1); nh_}ngo Rn(zo,h) =0 = f(zo+h) = ; Th
L)) (n+1)
MacLaurinsche-Form (gilt fiir zg = 0,h = z): f(z) = kz:;) / k!(()) - 2* + Ru; R, = f(?(le)f) " (0< 0 < 1);
Rfl
. T no1  g2n—1 n cos(Px)  opta
T x 22 z™ Pk n 22 23 n— z™ —-H" znt1
ef=1+5+%5 +..+ % W"IH In(l+az)=z— 2 +Z F .. +(-1)" ' 24 W.Tﬁ-l
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5.6 Bernoulli-de ’Hospital g56
lima % = limuzoﬁ—g; , dies gilt fiir: Ouw 1 Regel, oder Foou o Regel; Zahler und Nenner separat ableiten!
2

»0 » Foo

5.6.1 Spezialfille

oo co-0
f1 0 f2 +oo 11 1 e
0-+c0 = 4 = g oder & = £2 0 —00= 2 N £ 0° — e9'In(f) — USRS
f2 I f1-f2 oo PUES

5.7 Kurvenuntersuchungen go43

Definitionsbereichg g Dy und Abschitzung des Wertebereichs Wy
Symmetriegs; und Periodizitétgso

Nullstellen

Stetigkeitgsgr und Differenzierbarkeitg3g, (Berechnung der Ableitungen)

Extremwerte, Wendepunkte und Wendetangenten, Monotonie, Kriimmungsverhalten

S o W=

Grenzwertaussagen (Asymptote, Pole, Verhalten von f am Rande des Definitionsbereichs)

5.7.1 Monotonie g403

f(x) >0 (¥Yz € (ab)) & 1 (monoton steigend) /' (z) >0 (VY€ (a,b)) = 1 (streng monoton steigend)
f(x) <0 (¥Vze€(a,b) & | (monoton fallend) f'(z) <0 (¥ z € (a,b)) = | (streng monoton fallend)
5.7.2 Konvexitit - Kriimmungsverhalten go35¢

konvex (linksgekriimmt) < f' 1+ < f/(z) >0 streng konvex < f' f < f"(z) >0

konkav (rechtsgekriimmt) < f' | < f"(z) <0 streng konkav < f' || < f"(z) <0

5.7.3 Extremalstelle g405¢

f'(x0) = 0, potentieller Kandidat fiir Extremalstelle
f"(x0) > 0 = relatives Minimum bei zq

. gerade{ f"(x0) < 0 = relatives Maximum bei zg
n ungerade = Terassenpunkt bei xg

J" (@) =0, .y [N (o) = 0, f(w0) #0 =

Zweite Variante Falls bei f'(z) an der Stelle zo ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort eine Extremalstelle.

5.7.4 Wendepunkt (Terassenpunkt) go35¢

f"(zo0) = 0, potentieller Kandidat fiir Wendepunkt. Gilt fiir n > 3.
1y _ ne1 _ n n ungerade = Wendestelle bei zo (falls f'(z9) = 0 = Terassenpunkt bei zo)
f (o) = 0,...r f (o) =0, f*(z0) #0 = { n gerade = Flachstelle bei xo

Zweite Variante Falls bei f”(z) an der Stelle zo ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort ein Wendepunkt.

5.7.5 Asymptote go41f
Fiir Funktionen, die nicht gebrochenrational(siche auch Grenzwerte (S. [5])) sind, kann die Asymptote wie folgt bestimmt werden.

Dies alles gilt sinngemiss auch fiir x — —oo.

Asymptoteﬂg: y=ar+b= lim (f(z) —ax—b) =0
Tr—r0o0

T f(z) 1 / 2
a_zll}rrc}o @ odera—zli)n;of(x) b= lim (f(z) — ax)

Tr—r 00

Spezialfall Wenn lim f(z) existiert, so ist a =0 und b = lim f(x).
T —r 00

T—r00

1 Existiert jedoch nur, wenn alle drei Grenzwerte existieren.
2 Zweite Variante nur mdglich, wenn Bedingungen fiir Bernoulli-de 1’Hospital erfiillt sind.
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6 Integralrechnung g,

6.1 Bestimmtes Integral g457

b
= / J@dE= lm $(2)= lm O(Z)= lm U(2)

x: Integrationsverinderliche, f: Integranden, [a,b]: Integrationsintervall, a/b: untere bzw. obere Integrationsgrenze

6.2 Integrierbarkeit

Menge der
beschrinkten Funktionen

T Kt o " fiindes
£ Mengeder [ ’,abér.
stetigen Plnktianed 7 o

of

6.3 Flacheninhalt

b
Inhalt der Flidche unter dem Graphen f: A = [|f(Z)|dz

6.4 Mittelwertsatz g441

f auf [a, b] stetig = mind. eine Stelle £ € (a,b) mit fbf(;v)d;r =0b-a)f(§)= h=;1 [ f(z)dx

6.5 Integralfunktion

¢ € [a,b] und f(x) iiber [a, b] integrierbar: I : z +— I(x) = ff(t)dt

c

6.5.1 Differenzierbarkeit Integralfunktion g459 460

b(x)

& | 10d = 10@) V@) - fa@) @) i [ 1dt= 1@
a(w) 0

6.6 Unbestimmtes Integral g444

xr—)[(z)+0:/f(m)dx

6.7 Stammfunktion g 44

Jede auf [a, b] differenzierbare Funktion F' nennt man Stammfunktion, wenn F’ = f.

6.8 Rechenregeln 447

F. Braun, L. Schmid, U. Giger, R. Koller
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