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1 Einfiihrung

1.1 Zahlenmengen
N=1{1,2,3,..}; No ={0,1,2,3,...}; Z={.,-2,-1,0,1,2,.};
Q={zlzr =?/;mitpeZund (g€ Z~ {0})}; R =2BV2,7,¢
1.2 Mengenlehre
= {-2,-1,0,1,2}, B = {0,1,2,3,4}

Schnittmenge: ANB = {z|r € Aund z € B} AnB = {0,1,2}
Vereinigungsmenge: A UB = {z|z € A oder x € B} AUB = {-2,-1,0,1,2}
Differenzmenge: ANB = {z|]xr € Aund x ¢ B} ANB = {-2,-1}
Produktmenge: A xB = {(a,b)]la € Aund b € B}

Kommutativgesetz: ANB =BnNA AUB = B UA
Assoziativgesetz: (AnB)NC = AN(BNCQC) (AUB)UC = AU (B uQ)
Distributivgesetz: ANBUC) = (AUB)N(AUC) AU(BNC) = (ANB)U(ANCQO)
1.3 Beweismethoden

1.4 Spezielle Ungleichungen

Bernoulli-Ungleichung;: (1+a)*>14+n-a firne Nyn>2a€ Ra>—-1,a#0

Binomische Ungleichung: la-b] < 1(a®+b?)

Dreiecksungleichung;: la + b] < la| + || la —b| < la| + |b| la —b] > ||la] — 0]
Geometrisches und arithmetisches Mittel:

fira; >0, neN, ie{1,2,...n}: ajaz...a, < % 2 a; = W Vab < “T'H’, siehe Br. S.19/20
Minima/Maxima: min{a;} < {/a1az. .. a, < max{a;}

Betragsungleichung: —c<zr<c e |zl<c

1.5 Umgebung

Jedes offene Intervall, dass die Zahl a enthélt, heisst eine Umgebung von a. Schreibweise: U(a)

Es sei € > 0. Unter der e-Umgebung von a versteht man das offene Intervall (a — €, a + ¢€). Schreibweise: Ue(a)

Eine e-Umgebung von a ohne die Zahl a selbst wird punktierte e-Umgebung von a genannt.  Schreibweise: U, (a) = Uc(a) \ a
1.6 Summenzeichen

mitl<m<n Die Laufvariable ¢ wird immer um 1 aufaddiert. ¢ immer kleiner-gleich n (z.B. wenn i € R)
n n n—j n n n n
ZalealJr Z a;; Nai= Y aits; S a=n-a; S (Aai+8b;)=A>a; +8> 0
i=1 i=m-+1 i=1 i=1—j i=1 =1 =1 =1
1.7 Spezielle endliche Reihen

i _ n(n+1) Z 2" n+1z}(2n+1) i 3= n2(n4+1)2

= i=1

1.8 Produktzelchen

an, H (x—z)=an - (x—x1) (x—22) .. - (x — )

i=1

1.9 Fakultat
nl=1-2-3-...-n firne N,n >3 n! > 2n-t

1.10 Binomischer Satz

L UL O N () ()

i=0
o n ntl n n n_ s ("

(1£0)+ ()= ('7) () - 7 *=5(0)

1.11 Einige Wurzeln

V2 = 1.414; V3 =1.732; V5 = 2.236; V6 = 2.449; VT = 2.645; V8 = 2.828;

2 Funktioneng,,

2.1 Einleitung

Schreibweisen: Definitionen:

f:Dy — Wy mit x — f(x) x = Argument oder Variable von f

fraw f(x) mit € Dy f(z) = Funktionswert, Wert von f an der Stelle z
y = f(z) mit x € Dy x+— f(x) oder y = f(x) = Zuordnungsvorschrift
Achsenbezeichnungen: Dy = Definitonsmenge oder Definitionsbereich
Abszisse — X-Achse Wy = Wertemenge oder Wertebereich

Ordinate = Y-Achse
Applikate = Z-Achse
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2.2 Transformationen

ta-f(£bx £ ¢) £d

1.schieben 2.stecken a  Vertikale (y-Richtung) Streckung um a bzw. Spiegelung an x bei -a

b  Horizontale (x-Richtung) Streckung um 1/b bzw. Spiegelung an y bei -b
Verschiebung nach links (4c) oder rechts (-c) (vertikale Verschiebung)

d  Verschiebung nach oben (4d) oder unten (-d) (horizontale Verschiebung)

ta-f(£b(x £ ¢)) £ d
1.strecken 2.schieben

W

2.2.1 Spiegelung
an X-Achse: Polaritdt von f dndern
an Y-Achse: Polaritit von x dndern

2.3 Spezielle Funktionen

Identitét: Signumfunktion: Gauss-Klammer (floor):
Schreibweise: f(z) = x Schreibweise: f(z) = sgn(x) Schreibweise: f(z) = [z]

1, falls x > 0
Definition: Definiton: y = ¢ 0, falls z =0 Definition:
Der X-Wert ist gleich dem Y-Wert -1, falls x < 0 rundet den Y-Wert ganzzahlig ab
2.4 Umkehrfunktiongss
Schreibweise: f~! Definition: ein Y-Wert darf nur einmal vorkommen und Wy muss € D; sein

Ist eine Funktion f auf einem Intervall D streng monoton, dann existiert fiir dieses Intervall die Umkehrfunktion f~!
2.5 Verkettung oder mittelbare Funktion

Schreibweise: h(z) =go f = h(z) = g(f(x)) Sprechweise: g nach f  Wertebereiche: W), =Wy, — Dy, = Dy
h(z) = fog= h(z) = f(g9(z)) fnach g Wy, =W = D =D,

Wichtig: Funktionen sind nacheinander ausfithrbar, wenn der Wy C D, bzw. W, C Dy ist.

2.6 Beschrianktheitgss

2.7 Monotoniegs;

monoton wachsend — 7 < 23 = f(r1) < f(z2) streng monoton wachsend — 1 < 25 = f(21) < f(22)
monoton fallend — 1 < 23 = f(z1) > f(22) streng monoton fallend — x; < x2 = f(x1) > f(x2)

2.8 Gerade/Ungerade Funktionengss

Funktion ist gerade wenn f(—z) = f(z) = Achsensymmetrisch

Funktion ist ungerade wenn f(—z) = — f(x) = Punktsymmetrisch

Funktion ist periodisch wenn f(z) = f(x £ p) = wiederholt sich im Abstand p fiir beide gilt: x € Dy A —x € Dy

Dy ist symmetrisch
Wichtig: Um zu beweisen das eine Funktion gerade bzw. ungerade ist, zeigt man indem man beweist, dass es fiir einen
Punkt nicht stimmt!

2.9 Ganzrationale Funktionen (Polynom)sgs 65
Aussehen: Nullstellen bestimmen:
f(2) = apz"+an_ 12" 4 Farztag e falls Polynom (az?+bx + ¢) quadratische Losungsfor-

— 2 __
mel: bEvb2—4ac

2
e faktorisieren mit Hilfe von Binomen
o faktorisieren mit Hilfe des Hornerschemasggsy

Wichtig: eine ganzrationale Funktion n-ten Grades hat hichstens n verschiedene Nullstellen
2.10 Hornerschemagggg

- Pfeile = Multiplikation Beispiel:
- Zahlen pro Spalte werden addiert f(x) =23 —67x — 126

ay Ay -1 a4y o0y ag 1 0 —67 —126
X1 gn"]"cl bﬁn—z}ﬁ S bl’):’l bu;‘l X, ==2 -2 4 4126

-

7 — —
‘b,,,.i byo by by flxy) 1 -2 —63 0= /(-2

1 1

x1 = Nullstelle (muss erraten werden, durch ausprobie- b hoioh
ren!!) : ’

oberste Zeile = zu zerlegendes Polynom = f(z) = (z —21) (bea® + brw +bo) = (v +2)(2” — 22— 63)
Ergebnis der Form: f(z) = (z — z1)(g(x) + f(z1) Linearfaktor: (z — 1) Polynom vom Grad n — 1: g(x)
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2.11 Gebrochenrationale Funktionenggs g7

Aussel}?ni (@) am@™ 4 ap_12™ -+ arm 4 ag

@(z)  apa™ a4 ar +ag

Definitionen:
e wenn m < n ist f echt gebrochen, wenn m > n lbt f unecht ebrochen
e 1 ist Nullstelle von f falls m(xl) = O un (?" ilt — k-fache Nullstelle
e 1 heisst Polstelle von f falls g, x1 = m xl gilt — k-fache Polstelle
e 1 heisst Liicke von f falls g, (z1 un @01 = O ilt.
e Jede unecht gebrochene rationale unktion [aSst sich als Summe einer ganzrationalen Funktion und einer echt

gebf) Chene Funktion schreiben. Dies ist moglich mit der Polynomdivisiongq 5
2.12 artla ruchzerlegunggs

_ —z? + 20z + 149 Nenner faktorisieren mit 3, 4.2 _ 9 -
flz) = P+ 127 — 11z =30 = Hornerschemagggs, Binom = °+42°—112—-30 = (z+2)(z*4+22—15) = (z+2)(2+5)(z—3)
Ansa}z(:x) o —x?420z+149 A N B N C  Alz+2)(z+5) +Blx—3)(xz+5) +C(z—3)(z+2)
S 34422 -112-30 -3 x+2 x+5 (x —3)(z+2)(z+5)

Gleichungssystem (Ziahler gleichsetzen) aufstellen mit beliebigen x;,-Werten (am Besten Polstellen oder 0,1,-1 wéhlen):
z1=3: -94+60+149=A4-5-8 =A=5

o= —2: —d— 404149 = B(=5) -3 = B= -7 = f(z) = — Tl
23 = —5: —25 100 4+ 149 = C(—8)(—3) = C = 1 T3 T+2z+5
weitere Ansétze fiir andere Typen von Termen: (Mehrere Werte fiir « verwenden, auch wenn kein Koeffizient 0 wird.)
5r? —3Tr+54 A B C A(z —3)*+ Bz(z — 3) + Cz
F@) = s—6mros — 2+ + 2 = >
23 —-6224+92 2z x-3 (x-—23) x(x —3)
2
Fa) = —— 12,5x —_ il N _B - _C' 3:A(a: 2) —|—_B(sc3 2)+C
23 —6x2+122 -8 -2 (z-—2) (x—2) (z—2)
- 2?2 —1 A Bx+C A2 +4x +6)+ (Bx+ C)(z —2)
f(m)_x3—|—2x2—2x—12_x—2 2 +4x+6 (x —2)(x% 4 4z + 6)
2.13 Trigonometrische Funktioneng;7¢ Arcussgg
sin: Dy =[5, 5] = Wy =[-1,1] arcsin: Dy = [-1,1] = Wy =[5, §]
cos: Dy =1[0,m] = Wy =[-1,1] arccos:Df—[ll]%Wf:[O,ﬂ
tan: Dy = (=3,%) = Wy =R arctan: Dy =R — Wy = (=3, )
cot: Dy =(0,m) = Wr=R arccot: Dy = [—1,1] = Wy = (0, )
Orthogonalitidtsbedingung: m; - mg = —1

Achtung: Winkel kdnnen auch x-faches von 7 sein! Periodizitét beachten! Siehe Bronstein gg g7

2.14 Schwingungenggy

2.15 Potenz- und Wurzelfunktionensg 7>

gerade Potenzfunktion: Dy =R — W; = Rar ungerade Potenzfunktion: Dy =R — W; =R
gerade Wurzelfunktion: Dy = Rt — Wy =R ungerade Wurzelfunktion: Dy =R — W; =R

2.16 Hyperbolische Funktionenggg Areahyperbolicusggs

sinh(z) = “==—;D=R,W =R cosh(z) = €2 D =R, W = [1,00)
tanh(x):‘;lz i D=R, W =(-1,1)

2.17 Logarithmus- und e-Funktiongg 73
e-Funktion: Dy =R — Wy = RT

Logartihmus-Funktion: Dy = RT™ — Wy =R

¥

e 21+xfur:ﬂ€R
ezg fura:<1
e= hm(1+ 2)n

F. Braun, L. Schmid, U. Giger, R. Koller, C. Gwerder, S. Kérner, L. Leuenberger, 8. Januar 2015
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2.20 K-
Kriteriums547??7

flz)> K firz>M, K eR

fl@)<kfirex<m,keR

Y o 2.19 ¢ — ¢ - Kriteriumgsz?7222
2.18 &—M - Kriteriumgsg?7? f(z)—g| <e

[f(@) =gl < & fiir alle 2 > M(e) 0 < |z —xo| <d(e) fir  — xo

3 Zahlenfolgen
3.1 Einfiihrung

arithmetische Folge:

d=apt1 — an Monotonie
a1 = cund aniy = an +d Dif ferem d>0 g>1 monoton wachsend +
cometrische Foloe: _ Gnt1 d>0 g>1 streng monoton wachsend | 1
& d & q G d<0|]0<qg<1 monoton fallend i
91 = CURE Gnt1 = G % On Quotient d<0|]0<g<1 streng monoton fallend (3

konstante Folge:
a; =cund a,+1 =c

3.2 Beschrianktheit
Beschriankt wenn k < a,, < K, wobei k bzw. K die untere bzw. obere Schranke ist

3.2.1 Bolzano-Weierstrass
Jede beschrinkte und monotone Zahlenfolge ist konvergent.

3.3 Grenzwertsitze
3.4 Grenzwerte von rekursiven Folgen

1. Hypothetischer Grenzwert ausrechnen
nh_}n;o Qp = nh_>rrgo py1 =a 2B\t +1=ans1 = nlgrgo Va+l=a
== % = Moglicher Grenzwert — wenn Folge beschrankt und monoton
2. Beschrénktheit mittels des hypothetischen Grenzwertes
= mit vollstdndider Induktion beweisen (Auch mit Ungleichungen lésbar)

z.B.  Induktionsanfang A(1): a; < 3+T\/g <3=1<3
Induktionsschritt A(n + 1): an <3 I/ [+1
Van +1<V34+1<3
—_———
Ant1

3. Monotonie annehmen (ev. erste Glieder berechnen)
= mit vollstindiger Induktion beweisen (Auch mit q/d-Kriterium oder Ungleichungen 15sbar)

z.B.  Induktionsanfang A(1): ap <az=>1<2
Induktionsschritt A(n + 1): ap, < Gpi1 I/ [+1
Vap +1< VOn4+1 t+ 1

3 An 41 an 42
4. Grenzwert bestimmen

= Aus 2. und 3. folgt das z = 3+T\/§ — Da Folge nach oben beschrinkt und streng monoton wachsend

3.5 ¢ —ngy - Kriterium
lan, — a| < ¢ fiir alle n > ng(e)
4 Grenzwerte von Funktionen

4.1 Berechnung von Grenzwerten

Technik des Erweiterns: lim % = Erweitern mit -3
n— oo

HE

= lim 1 =0
n—oo "

— lim

n—oo

&

1
n

iw‘ 3

; ; . i _ — 1 n+i-—vn)(Vntitvn) _ ntl-n_ _
BinomischeFormel: nh_}rr;o Vn + Vvn= nli)n;o NCES IR = nl;ngc woEsEw 0

4.1.1 Spezielle Grenzwert Sitze

. IRT o . n 1 n_ n . n _ - .
Jim (@) = | Jim f(2) =g Jim (F@)" = (im f@)" =g lm {/F() = /T @) = ¢

4.1.2 Einschliessungsprinzip

lim a, = lim b, = g A a,, b, sind konvergent an < cp <b,= lim ¢, =g

n—oo n—oo n—oo

F. Braun, L. Schmid, U. Giger, R. Koller, C. Gwerder, S. Kérner, L. Leuenberger, 8. Januar 2015
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4.2 Links-/Rechtsseitiger Grenzwert

Rechtsseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f(z) = g%
r—)rar zlxo
Linksseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f(x) =g~
Tz zTxo

4.3 Konvergenz, Divergenz

Konvergenz: g7 = g~ = g € R oder: monoton und beschriinkt
Bestimmte Divergenz: g = +o00 oder: g = —o0

Unbestimmte Divergenz: Es existiert kein Grenzwert

(g fiir Grenzwert)

4.4 Stetigkeit

, Wenn man die Funktion mit einem Strich zeichnen kann“:

Art der Beispiel
Unstetigkeitsstelle | Bedingungen fix f(x)= Graph von [

lim f(x)=g Hx—1)2+1

x—%0 fir x#1
hebbare und g # f(x) 2 firx=1
Unstetigkeits- - | 1
frete lim /()= g et

x—xo

und x,¢D, x—1
Unstetigkeits- 4 g*undyg oxi- = 7 1 firx>1 h
stelle 1. Art stieren in X, { . -
(Sprungstelle) aberg* #g°~ -1 firx<1

Unstetigkeits-
stelle 2. Art

mindestens g™
oder g~ exi-
stieren in x,
nicht

firx>1

firx=<1

S st fiir xTx,
und x | x, unbe-
stimmt diver-
gent (Oszil-

1
sin —
X

lationsstelle)

lim f(z) = f(x0)

4.5 Ubertragungsprinzip

f besitzt genau an der Stelle g den Grenzwert g, wenn fiir jede gegen xo konvergente Folge < x,, > gilt: lim f(z,) =g
n—oo

z,=-1-1 > lim (z,)=-1 2, =-1+21 = lim (2,) = -1
n—o00 n—00

n n

Bsp: f(z) =z — [z] und 2 = —1
wenn nun gilt
N () = lim (<12~ [-1- ) =14 lm f(@}) = lim (~14+ 1~ [-1+ 1)) =0
Dann besitzt die Funktion f(z) an der Stelle zy keinen Grenzwert g.

4.6 Spezielle Grenzwerte

21?12% =1 xl;ngo S =0(@>1a,8>0) ml;ngo S =0

lim (1+ %)% = e lim(1—|—x)% =e lim <=L = lnq
T—00 z—0 z—0

. log,(z+1) 1 . (Inz)™ _ . 2_4
Jim B = Jip 5 =0 fim /55 = In2
lim 2z —q lim lnx =0 lim €= — 1
z—1 z—1 z—0+ z—0 T

lim = =1 m Y gt =0 121 lim (L2721
a—0 17¢ Ilinio L0t {1iq lg] <1 a—=0 ¥

i 2 L : lim ¢/p =1
xlgr;o e =0(x>0) Ilgrolo e =0(¢>1; keN) mg{}o\/f’
g, V=1

4.7 Rechnenregeln mit uneigentlichen Grenzwerten +oo
Die eigentlichen (reelen) Grossen wie 0,1, oder ¢ € R bzw. uneigentlichen Grossen oo sind als Grenzwerte bzw. als
bestimmtes Divergenzverhalten von Funktionen zu interpretieren.

4.7.1 bestimmte Formen

firge R firge R fir g € R — {0} fir g € R — {0} fir g € R — {0}
00 4 00 = 00 i:O L_OO 00 - 00 = 00 oo Joo g>0

0 00+ g —0 ¢g<0
g+o00=00 9 _y 1 - s —00 - (00) = —00

00 co—

00
00 — 00 — — oo >0
oo o 0 9 _Jo 9>0 900:{00 ) 0

00 0+ —00 g<0 T g<
g—00=—00 = =0

0— g _J—o0 g>0

0— 0 g<0

4.7.2 unbestimmte Formen B
Fiir die folgenden Formen gibt es keine allgemeinen Regeln; das Grenzverhalten ist abhAngig von den beteiligten Funktionen
und mittels speziellen Methoden (bsp. Bernoulli-de 'Hospital) zu iiberpriifen bzw. zu berechnen.

0 00 00 =7

0 =7 = =7 000 =1 1°° =7 (wenn kein lim ist, da-
0 her konstant = OK)

00 — o0 =7 00 =? co” =7

F. Braun, L. Schmid, U. Giger, R. Koller, C. Gwerder, S. Kérner, L. Leuenberger,
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4.8 Asymptotenbestimmung
Ausrechnen der Asymptote einer gebrochen rationalen Funktion r : 2 +— r(x) = g*:gi;

m<n m=n m>n
lim r(z) = 0 = +00 oder —oo
rz—Foo n
Asymptote x-Achse Parallel zur x-Achse Ganzrationaler Teil
y=g(x) = 4= der Polynomdivision

5 Differentialrechnungs,.,

1(@0) = & lomso = (damso = Df(wo) = Jim LRI = Nim SL wnd (£71) = grfr
f~1ist differenzierbar wenn: f differenzierbar und umkehrbar ist und wenn f/(x) # 0 ist.
Rechtsseitige f;(zo) bzw. linksseitige f/(zo) Ableitung.

Falls f/(xz¢) = f/(z0) und f an der Stelle z( stetig, dann ist f an der Stelle z( differenzierbar.

5.1 Ableitungsregelngsus 450
5.2 Einige Ableitungengsus

() = sgn(@) = & = 2 2 #0 (tanz) =1+ tan’z,2 € R\ {27} (cot ) = —(1 + cot®>z),z € R\ {kn}
In(|z]) =1 (tanhz)’ = 1 — tanh® z (cothz) =1 — coth® z

x

5.3 Hohere Ableitungengysq
(sinx) kD) = (—1)F cosz, k € Ny (sinx)®) = (=1)Fsinz, k € N
(cosz)®~1) = (~1)kcosz,k € N (cos)?¥) = (~1)Fcosz,k € N
(
(

VE)W = (—1)nt . e Cnd)

T - em)(n):n.ew—i—m-ew:el(n‘i_l‘)

(o) T =o)"

()™ a2t s o
5.4 Ta?gentengleichung

~ —
f(x) = (z —x0) - f'(x0) +f(x0) (xo =Entwicklungspunkt)
—_—

dy
5.5 Diﬁ'eré/ntial, Fehlerrechnungsge2 s69

Y
flxgrh - —OLT _ _
o absoluter Fehler: |Ay| ~ |dy| = \ "(@)] - |dx| < |f ( )| - 10]
V. oy relativer Fehler: |Ay| ~ |%| = |£ $>| |da| < |f )18 = |4 m 16|
o d:/ J |42 |=relative Fehler Input | y” |=relative Fehler Output  Einheit= [1]
fxolT PN Auf n-Stellen nach dem Komma genau =- absoluter Fehler: § = +0.5- 10~
X xph  x

5.6 Mittelwertsatzgys4

d

(1+h) f(= ’
| N Ay _ f0)=f(a) _ g L2 )=JA2) — /(g + 6h)
C[m) o) gAw: a4+ 51)(?)@_ a) e flz+ h) h-f'f(x+0h)+ f(x)
Tl | | E=x+6h 0<d<1

Q

4 b x

5.7 Taylor Polynomgyss 484

o = Entwicklungspunkt 20+ h) = f(z0) + f'(x0)h + L& + & ck 41 )(IO)h” n(To, h
E Kkl k f h f f! Bt (20)h2 f 3( 0)h3 f
h=x—uxg
Ry (Lagrange): Ry (zo,h) = %h”“ (0<d<1); lim Ry (w0, h) =0 = f(ao +h) = 3 whn
n oo n=0 N

MacLaurinsche-Form (gilt fiir xg = 0,h = x): f(x) = Z f<k>(o) + Ry; R, = % ST (0 <6 < 1);
5.7.1 Einige Reihens20’477’1074 R,

. 23 25 n— p2n—1 COS(19$) on+1
sinw =2 — 5+ 5 F oo+ (DT Gyt (CD" @n+ 1l " "

2 619:):

oy 2 I VL
In(l+z)=2—-%5 +% F..+(=-1)" '%J’_W'Q;H—l
F. Braun, L. Schmid, U. Giger, R. Koller, C. Gwerder, S. Kérner, L. Leuenberger, 8. Januar 2015
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5.8 Bernoulli-de I’Hospitalgs~

lim iwo% = limy, i$0%7 dies gilt fiir: ,,%“ 1. Regel, oder ,,%“ 2. Regel; Zihler und Nenner separat ableiten!
5.8.1 Spezialfille 1 100 4000
1
O-imﬁffz%oder%:% oo_mﬁfgffl f9:¢ 0° = e9in(f) = ¢ 0=
2 1 f1-f2 o0 PUES

5.9 Kurvenuntersuchungengogq
Definitionsbereichg,q D¢ und Abschétzung des Wertebereichs W, wenn moglich anhand der Extremalstellen
Symmetrie und Periodizitétgss

Nullstellen

Stetigkeitgsg und Differenzierbarkeitq,44 (Berechnung der Ableitungen)

Extremwerte, Wendepunkte und Wendetangenten, Monotonie, Kriimmungsverhaltengs

Grenzwertaussagen (Asymptote, Pole, Verhalten von f am Rande des Definitionsbereichs)

OO oo =

5.9.1 Monotoniegys3

f'@) [ f7@) [ @) [ fD(@) | f™ ] Funktion f

>0 monoton wachsend

>0 streng monoton wachsend

<0 monoton fallend

<0 streng monoton fallend

=0 =0 =0 =0 > 0 | streng monoton wachsend (falls n ungerade)
=0 =0 =0 ---=0 | <0 | streng monoton fallend (falls n ungerade)

5.9.2 Extremstelleg,sg

f'@) | f@) | () | fO" V(@) | f™) | Funktion f

=0 >0 relatives Minimum, Randstellen beachten

=0 <0 relatives Maximum, Randstellen beachten

=0 =0 =0 --=0 >0 | relatives Minimum (falls n gerade), Randstellen beachten

=0 =0 =0 =0 < 0 | relatives Maximum (falls n gerade), Randstellen beachten
Zweite Variante Falls bei f'(z) an der Stelle z ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort eine Extremstelle

5.9.3 Konvexitit - Kriimmungsverhaltengosg

f'@) | f@) [ f7(@) | [ D () | f¢) ] Funktion f
>0 konvex (linksgekriimmt)
>0 streng konvex (linksgekriimmt)
<0 konkav (rechtsgekriimmt)
<0 streng konkav (rechtsgekriimmt)

5.9.4 Wendepunkte (Terassenpunkt)gssg
@) | @) | f7() | f D) [ f™ | Funktion f
=0 #0 Wendepunkt
=0 =0 #0 Terassen- oder Sattelpunkt
Zweite Variante Falls bei f”(x) an der Stelle xy ein Vorzeichenwechsel besteht, existiert dort ein Wendepunkt

5.9.5 Asymptotegogo
Die Asymptote existiert nur wenn alle drei eigentlichen Grenzwerte existieren. Fiir Funktionen, die nicht gebrochenrational
sind, kann die Asymptote wie folgt bestimmt werden.

Asymptote g : y = ax + b= lim (f(z) —ax —b) =0

T—r00

a= lim @ oder a = lim f'(z)
T—>00 s T—>00

gilt jedoch nur wenn in der ersten Formel die Bedingung fiir Bernoulli-de I’Hospital erfiillt sind.
b= lim (f(z) — ax)
Tr—r00

Dies alles gilt sinngemaéss auch fiir z — —oo

Spezialfall: Wenn lim f(x) existiert, so ist a = 0 und b = lim f(x).
r—00

T—r 00
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5. 10 Schnittwinkel von zwei Funktionen
Bei einem Schnittpunkt gilt: f(x) = g(z)

2. Schnittpunkt S(xg,yo) berechnen
3. Falls dies eine kubische Gleichung ist, den Wert durch ausprobieren herausfinden (Bereich von —3...3)
4. Funktionen ableiten: f'(z) und ¢'(x)
5. Steigungen berechnen: f'(xo) = my und ¢'(zo) = mo
6. Schnittwinkel mit Hilfe dieser Gleichung berechnen: tan(o) = 42"
1mz2
5.10.1 Normale
Wenn eine Normale zur Tangente berechnet werden muss gilt: mq * mo = —1

6 Integralrechnungs,gs

6.1 , Bestimmtes Integralgsog

I= T)dr = 1 S(Z)= 1 OZ)= i Uz
[f@dE= lim $(Z)= lm 0Z)= lm U(Z)
x: Integrationsverdnderliche, f: Integranden, [a,b]: Integrationsintervall, a/b: untere bzw. obere Integrationsgrenze

6.2 Integrierbarkeit

Menge der
beschrénkten Funktionen

Schranken vom Integral:

()<f()<g2() .
fm dx<ff )T < [ go(T)dE

Eg 3 Integralregelns4g4
f ndy = (bn+1 n+1)

6.4 Flicheninhaltgsgg
Inhalt der Fliche unter dem Graphen f: A = f |f(Z)|dx

b
A=A — f f1(@)dz — f foxdz  gilt auch wenn die Funktionen f; oder f» negativ werden.
6.5 Mlttelwertsatzs510 ,
f auf [a, b] stetig = mind. eine Stelle £ € (a,b) mit [ f(Z)dT = (b—a)f(§) = h= ;=
h= Mittelwert der Funktion ‘
6.6 Integralfunktion
¢ € [a,b] und f(x) iiber [a,b] integrierbar: I : 2+ I(x) = [ f(t)dt

H
S
8 —o
-

6. 6 1 D1ﬁ'erenz1erbarke1ts509
(f F@)dt = f(b(@)) -V () = fla(x)) - d(x) i [ f®dt = f(2)

6.7 Unbestimmtes Integrals 93

)+ C = [ f(&)d

6.8 Stammfunktiong,gg
Jede auf [a, b] differenzierbare Funktion F' nennt man Stammfunktion, wenn F’ = f.
I(z) C F(z)
6. 9 Rechenregelng4gg , ,
ff )dz = F(b) — F(a) | [ f(@)dz] < [|f(@)|dz
a a
0

ff@ﬂ%zgf@M%—ff@mzzjf@mz—vJ»ff@Mf

a
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