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2 MULTIMAP

Eine Multimap ist eine Erweiterungner Map, bei der mehrere Values einem bestimmten Key zugeordnet und fur
diesen zuriickgegeben werden kénnen.

Methoden:
1 find(k): liefert den ersterValueEntry zumSchlissel k
1 findAll(k): liefert eine iterierbare Collection mit allevialueEntries zum Schlissel k
1 insert(k,0) neuen Entry zum Schliissehit Valueo einfligen
1 remove(e) entfernt den Entry on seinem Sdhissel(und Rickgabe von e)

2.1 GEORDNETMULTIMAP
Bei dieser Art von Multimap sind die Keglue Paare nach Key aufsteigend sortigei<= k)

Sie verfugt zusatzlich zu derubmap Methoden folgende Methoden:
1 first(): liefert den ersterKeyValueEntry in der MultimapOrdnung
1 last(): liefert den letzterKeyValueEntry in der MultimapOrdnung
9 successors(k)iefert einen Iterator tber di&eyValueEntries mit einem Schlissel, der grésser oder gleich k
ist (nicht abnehmende Ordnung)
1 predecessors(k)liefert einen Iterator tber di&eyValueEntries mit einem Schlissel, der kleiner oder gleich
k ist (nicht zunehmende Ordnung)

2.2 SUCHTABELLE

Eine Suchtabelle ist eine Multimap, welche mithilfe einer sortierten Sequenz implementiert wirldePialue
Entries werden in einer Arrayasierten Sequenz abgespeichert, sortiert nach Schlissé$t 8an effektiv, wenn
die Multimap klein ist und vor allem Su@perationen ausgefiihrt werden.

Laufzeiten:
1 insert(k,0): O(n)
Im schimmsten Fall wird an Position O des Arrays eingefligt, dann mussen alle Entries eins nach hinten
gschoben werden.
1 remove(e): O(n)
Im schlimnsten Fall wird an Position 0 des Arrays geldscht, dann missen alle Entries eins nach vorne
geschoben werden.

2.2.1 Binéare Suche
Beispiefur die Operation findg0) in einer Suchtabelte

0 1 2 3 4
search 50 |41 |47 |18 45" 5@ |71 |5
1 2 4 5
~nee-uen N N E B N §
) 1 2 3
iy § B B B R B
%) 1 2

50 found at |99 17 18 45 50 7 s | 95

position 4

Bei jedem Schritt wird die Anzahl Kandidaten halbiert.
Laufzeitfind(k): O(log(n))



3 BINARESJCHBAUM

3.1 HGENSCHAEN
9 Ist ein bindrer Baum, das heisst Knoten haben hdchstens zwei direkte Nachkommen, die sich eindeutig in e
linkes und ein rechtes Kind einteilen lassen.
1 Speichert KeyalueEntries in seinen internen Knoten
M uistim linken Teilbaum und w im rechten Teilbaum von v

key(u)rkey(v)ikey(w)

¥ ®
1 InorderTraversierung (linker TeilbaugWurzelg rechter Teilbaum) besucht die Schliissel in nicht

absteigender Reihenfolge
1 Externe Knoten (Blatnoten) speichern keine Daten

3.2 BEISPIEL

3.3 SUCHE

Man beginnt bei der Wurzel (6), vergleicht den Schliissel mit dem gesuchten Schlissel und macht je nach Ergebnis
links(WurzelSchlissel zu gross) oder rechts (Wuehliussel zu klein) weiter. Wenn ein Blatt erreicht wurde,

wurde der Schliissel nicht gefunddeispiel fur find(4)




3.4 BENFUGEN
Zuerst wird nach demchlissel gesuchiun gibt es zwei Optionen: Schlissel wird gefunden oder nicht.

3.4.1 Schlussel wird gefunden

Wenn wir den Schlussel gefunden, suchen wir im linken Teilbaum des Treffers weiter, bis wir auf ein Blatt stossen.
Dieses Blatt ist der Ort fiir den neuen Knoten. Der neue Knoten muss auch noch zu einem internen Knoten
expandiert werden. Beispiel insert(2):

find(2): insert(2):

3.4.2 Schlussel wird nicht gefunden
Wird der Schlussel nicht gefunden, ist die Suche ja bei einem Blatt gelandet. Dieses Blatt ist der Ort fiir den neuen
Knoten.Der neue Knoten muss auch noch zu einem internen Knoten expandiert werden. Beispiel insert(5):

find(5): insert(5):

3.5 LOSCHEN

Beim Loschen suchen wir zuerst den Schliissel. Danach gibt es drei Falle

3.5.1 Knoten hat zwei Blainder
Das Dreierpaket linkes Blatt, zu I6schender Knatiesh rechtes Blatt wird durch nur noch das rechte Blatt ersetzt.
Beispiel remove(4):




3.5.2 Knoten hat ein Blatind
Das Dreierpaket linkes Blatt, zu I6schender Knoten und rechtes Blatt wird durch den einzigen Nachkommen des zu
I6schendenden Knotens ersetzt. Beispiel remove(4):

3.5.3 Knoten hat kein Blatind
Dies ist der komplizierteste Feleispiel remove(3):

1. DenNachfolgerdes zu I6schenden Knotens in der Inordeaversierung finden (hies)

2. DenNachfolger (w) an die Position des zu I6schendeatens (v) kopieren
3. Den Nachfolger (w) und sein linkes Kind (z, welches ein Blatt sein muss) I6schen

3.6 PERFORMANCE
n = Anzahl KeyalueEntries, h = Hohe des Baes

1 Bendtigter Speicher: O(n)

1 Find, Insert & Remove: Q(h

T h=0(n) im schi#htesten Fal—
1 h=0(log(n)) im besten Fal




3.7 AVLBAUM \
Ein AViBaum ist ein bindrer Suchbaum, bei dem fir jeden internen
Knoten v gilt: die Hohe der Kinder von v unterscheiden sich héchste
um 1. Sie sind also immer balanciert. Im Beispiel unten sind die Hot
neben den Knoten notiert.

9 Fur die Hohe eines ANBaums gilt: O(log(n))

9 Balance eines Knotens: b(k) = Hohe(limkddphe(rechts)

1 B(k) immer gleichl, O oder 1

1 Nach dem Einfligen eines neuen Knotens kann b(k) auch nocn
gleich-2 oder 2 sein

3.7.1 Einfigen

Das Einfligen funktioniert grundsatzlich gleich wie beim bindren Suchbaum, der Schlussel wird gesucht und dann
externe Knoten expandierEs kann jedoch passieren, dassAlié-Balancenicht mehr erflllt isf dann muss rotiert
werden.

3.7.2 Trinode Umstrukturierung
9 Fdl 1: EinfacheLinksRotation um a
1 Fall 2: EinfaclhRechtsRotationum a
9 Fall 3: Einfache RecHRotation um ¢, dann eine Linrkotation um a
9 Fall 4: Einfache Lind&otation uma, dann eine RechiRotation umc

3.7.2.1 Einfache Rotation
1. Ablaufgilt fur Fall 1Den Knoten bestimmen, wo b(k) = 2 od2rist
2. Die beiden IrROrder Nachfolgemit Kindernbestimmen, den Knoten in i@rder Reihenfolge a, b, ¢ zuweisen

"@Z\‘Z /@
N AA\/@\@
& £

3. Einfache Rotation durchfiihren mit diesem Ziel

_® o,
557 6% &

Es kdnnteauch so aussehg(frall 2)

single rotation




3.7.2.2 Doppelte Rotation
1. Ablauf gilt fir Fall 3Den Knoten bestimmen, wo b(k) = 2 od2rist
2. Die beiden IfOrder Nachfolgemit Kindernbestimmen, den Knoten in 1@rder Reihenfolge a, b, ¢ zuweisen

— - / //’ 4 4
“/ Ha y I \\‘ \
N, \ /
v ——T1 ] 4
o /, I\ lhoiro] —
GHngles — ﬂ \

\

—

3. Erste Rotatiorurchfiihren

@ @
A/ \/@ AN = (bonded)  (aber)
[ e -
A

A Mihod

Eld) )
)

4. Zweite Rotation durchfiihren mit diesem Ziel @
®
/
A@ i - G (tidasd,

Es kdnnte auch so ausseh@rall 4)




3.7.3 Ldschen
Das Ldschen beginnt wie im binaren Suchbadie Balance kann daher danach nicht mehr gegeben sein.

Beispiel Léschen v@e:

unbalanciert

balanciert

unbalanciert

balanciert




3.7.4 Cut/Link Restrukturierungslgorithmus
Input: Ein Knoterx eines binaren Suchbaumes T, welcher einen EK&xoten y und einen GrosselteKnoten z

besitzt.

Output: restrukturierter Baum T, mitotierten Knoten (entweder Single oder Double) x, y und z.

Vorteile gegeniiber den vier Rotationen von vorhéeine Fallunterscheidung, eleganter, gleiche Zeitkomplexitat

Nachteile gegenluber den vier Rotationen von vorh&omplexerer Programmcode

1.

3.7.5

= =4 =4

Jeden Baum, den man ausbalancieren muss, kann man in 7 Teile aufteilen: x, y, z und die 4 Bd&ume, mit
Wurzeln direkt unterhalb X, y und z{Ts). Danach missen die 7 Teile gemas®tder nummeriert und x,y,z
gemass IrOrder a,b, ¢ zugewiesen werdehbekommt der KnotergdesserBalance<-1 bzw. >Jist.

Danach werden die sieben Teil in ein Array eingeflgt.

1 2 3 - 5 6 7

Dann wird der Baum wieder aufgebaut: 4 als Root, 2 als linkes Kind, 6 als rechtes Kind, 1/3/5/7 als Kinder
von 2 und 6

Laufzeianalyse

Einzelne Restrukturierung unter Benutzung eines verlinkten bindren Baumes: O(1)
Find: O(log(n))

Insert: O(log(n))

Delete: O(log(n))



3.8 SPLABAUM

Splay Baume sind bindre Suchb&uinesinem normalen bindren Suchbaum ist es moglich, dass gi8atiigssel

weit auseinander gespeichert sinBleim Splay Baum ist das Ziel, dass der zuletzt verwendete Knoten die Wurzel ist.
Beim Einfligen, Loschen und Suchen wird der Kngéendss Tabelleu Root beweginit der Operationsplay. Der

tiefste zugegriffene Knotewird somit Root.

Methode Welcher Knoten wird splayed nach der Operation?
find(k) Schlussel gefunden: Treffer benutzen

Schlussel nicht gefunden: Eltekmoten des Blattes am Ende
insert(k,v) Der neue Knotenbei welchem der Entrgingefligt/ersetzt wurde
remove(k) ElternKnoten des internen Knotens, der geléscht wurde

1 RechtsRotationum y(Struktur oberhalb von y wird nicht modifiziert):

AR A 5
A A

9 LinksRotationum x(Struktur oberhalb von y wird nicht modifiziert):

§ os1> S / Y| m = xistdas links-rechts Grosskind™: x ist das linke Kind
p a y I”g o von seinem Eltern-Knoten, welcher selber ein rechtes

——— Kind ist von seinem Eltern-Knoten.
m y ist x's Eltern-Knoten; z ist y’s Eltern-Knoten

ist x links-links

. y S T
ist x Root? A Grosskind? ZIg ZIg
Rechtsrotation um z,
el Rechtsrotation um y
.
ist x rechts-rechts
Grosskind? zag-zag

ist x Kind von
Root?

Linksrotation um z,
Linksrotation um y

ist x rechts-links

Grosskind? zag'Zig

Linksrotation um y,
Rechtsrotation um z

ist x linkes
Kind von
Root?

nein

ist x links-rechts
Grosskind?

zag zig-zag

Rechtsrotation Linksrotation Rechtsrotation um y, | |
um Root um Root Linksrotation um z




3.8.1 Beispiel
1. Ausgangslage 3. Zweite RotationRechtsrotation um z

4. Dritte Rotation Rechtsrotation um Root (X ist
linkes Kind von Root)

X

2. Erste RotationLinksrotation umy (x ist nicht
Root, x ist nicht Kind von Root, x ist reehts
links Grosskind, daher zuerst Linksrotation um
y, dann Rechtsrotation um z)

3.8.2 Ldschen
Das Ldschen beginnt wie beim bindren Suchbaum. Siéhg Knoten hat kein BlaKindfur dieses BeispieDer
tiefste zugegriffene Knoten ist der Elternknoten des geléschten Knotens, er wird somit zu Root rotiert.

remove(3): tiefster interner
. Ersetze vdurch zugegriffene Knoten: «

Inorder-Nachfolger. 7y = Zig-2ag (lwks-reohls Gosskind)
Losche z.




3.8.3 Laufzeianalyse
1 Splaying Cost: O(h)
h ist die HohelesBaumesis zum gesuchten Knoten
0 Durchschnittlich O(log(n))
Fur oft besuchte Knoten sogar wesentlich schneller, weil diese immer ndher an Root riicken.
0 WorstCase: O(n)
Wenn dieHohe des Baumeasist. Dann braucht es O(n) = O(h) Rotationen.
1 EinzelneRotationunter Benutzung eines verlinkten bin&ren Baumes: O(1)

4 SORTIERALGORITHMEN

Algorithmus Zeitverhalten Bemerkungen

Selection Sort 0](13) langsam

in-place

fur kleine Datasets (< 1K)
langsam

in-place

fur kleine Datasets (< 1K)
schnellster

in-place

fur grosse Datasetd K¢ 1M)
schnell

in-place

fur grosseDatasets (1K 1M)
schnell

sequenzieller Datenzugriff
fur riesige Datsets (> 1M)

Insertion Sort Oo(rP)

Quick Sort O(n * log(n)erwartet

Heap Sort O(n * log(n))

Merge Sort O(n * log(n))

=4 =4 A =8 —f 8|8 a8 8 -8 -a —a

4.1 MERGEORT

4.1.1 DivideandConquer

Auf Deutsch Teilend-Herrsche. Generelles Paradigma beim Design von Algorithmen:
9 Divide (Teilen)input-Daten S in zwajetrennte Teilmengen:$ind S aufteilen
1 Recur (Wiederholen)Die TeilproblemeSund S rekursiv 16sen
1 Conquer (Herrschen)nischen der Losungen von$d S in die Loésung von S

Der Base Case (Verankerung) der Rekursion sind Teilprobleme der Grosse 0 oder 1.

4.1.2 Merge Sort

Merge Sort verwendet das Dividad-Conquer Paradigm&uerst wird die Sequenz in schlussendlich Teilsequenzen
mit der Grosse 1 aufgeteilt. Danach werden die Teilsequenzen wieder zusammengefiigt. Das schéne ist, dass wir
jeweils nur das vorderste Element der beiden Teilsequenzen beim Mergen betrachten mis#eie w

Teilsequenzen bereits sortiert sindie Ausfiihrung kann als binarer Baum dargestellt werden.

Algorithm mergeSort(S, C) Algorithm merge(d, B) _
i Input sequences A and B with
Input sequence S with n n/2 clements each
elements, comparator C Output sorted sequence of 4 U B
Output sequence § sorted S « empty sequence
HCCOI'(“I]}:’ to ( while —A.isEmpty() A —B.isEmpty()

if A.first().element() < B.first().element()

if S.size() > 1
0 S.insertLast(A.remove(A.first()))

(S, S,) < partition(S, n/2) else

S‘ <« IIIL’I'(L,’('S()I'I(S]_ (0 ) .S‘.il.nu_rtl_(m{B.rwuuru{B.ﬁnn )
S: e II)L’I‘(’,’(’S()I'I(S:. 0) Whl.l‘:iIs.:’.tft\f::'\:ﬁ,{;‘.‘r)emnvm_.i.ﬁ:ﬁsf(_i)l
o= Illt’l‘gt’(S‘. S_‘) while —B.isEmpiy()

) S.insertLast(B.remove(B.first()))
return S return §
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4.1.3 Laufzeitanalyse
Aufteilen:
T O(1) furs Aufteilen selber
1 Passiert log(n) mgH6he des Merg&ortBaumes)

Zusammenflgen und sortieren:
1 Jede<lement muss von der Teilsequenz in die neue Riickgabesequenz eingefugt werden, also O(n)

91 Das erste EIment ansehen und vergleichen in O(1)
1 Passiertog(n) mal

log(n) * O(1) + log(n) *@) * O(1) =
log(n) * (O(1) + O(n) + O(H)
O(n * log(n))
depth #seqs size
0 1 n ( J

1 2 n/2 ( ) ( )

20 a2t | ] ) ] )

A4S

4.2 QUICKORT
Quick Sort basiert ebenfalls auf dehi.1 Divideand-CongquerParadigma:

9 Divide (Teilen)Auswahl eines zufalligen Elements x (genannt Pivot) und Aufteilung von S in:
0 L=Elemente kleiner als x
o0 E= Elemente gleich x |:| U H
0 G= Elemente grosser als x D O I [l

1 Recur (Wiederholen)L und G sortieren

9 Conquer (Herrschen):, E und G vereinen H |:| |:|
4.2.1 Partitionierung (Divide) |:|
Algexithn faifldion(s. 9) Ein Element y wird aus S entfernt und in L, E oder G !

Input sequence S, position p of pivot

Output subsequences L, E, G of the  €INQefligt,abhéngig vom Vergleich mit dem Pivot (x).

elements of § less than, equal to,
or greater than the pivot, resp.
L, E, G « empty sequences |:| D |:|

X < S.remove(p)
E.insertLast(x)
while —S.isEmpty()
y « S.remove(S.first())
ify<x
L.insertLast(y)
elseif y = x
E.insertLast(y)
else { y>x |
G.insertLast(y)
return L, E, G



4.2.2 Ausfiihrung Beispiel
Die Ausfiihrung kann als binarer Baum dargestellt wergeter Knoten repréasentiert einen rekursiven AufiDie
Wurzel entspricht dem initialen Aufruf und die Blatter sind Aufrufe Veilsequenzen der Grésse 0 oder 1.

1 Links vom Pfeil ist die unsortierte Sequenz vor der Ausfiihrung
Pivot ist schwarz und unterstrichen

Rechts ist die sortierte Sequenz nach der Ausfiihrung

Das linke Kind entspricht jeweils L

Das rechte Kind entspricht jeweils G

= =4 =4 =4

(72943761 5123467709 |

- At

(243151234 (797 > 279 |

u 959

151

4.2.3 In-Place Implementierung
Bei der Partitionierung startet man links von der Sequenz mit der Variable h und recht®meitdeiden Indexe
wandern Richtungndere Seitesolange h und k sich nicht gekreuzt haben

1 H stoppt, wenn ein Element grésser als das Pivot kommt
1 K stoppt, bis ein Element kleiner als das Pivot kommt
f Wenn sich h und k noch nicht gekreuzt haben, werden die beiden Elemente ver@usdt- yy I SK G Q2

h k Sobald h und k sich gekreuzt habest die Partitionierung
[ 3251 OF 35 9i_2 7989769 ] abgeschlosserMan hat nundie Teilsequenzen
| | = L(Obis h1 bzw.)und G(k+1 bis Ende Array bzw). r
"

Algorithm inPlaceQuickSort(S, I, r)
Input sequence S, ranks / and r

Output sequence § with the
elements of rank between / and r
rearranged in increasing order

ifl=r

return
i ¢« a random integer between / and r
X < S.elemAtRank(i)
(h, k) < inPlacePartition(x)
inPlaceQuickSort(S, I, h — 1)
inPlaceQuickSort(S, k+ 1, r)

4.2.4 Laufzeitanalyse

4.2.4.1 Worst Case
Der WorstCase des QuieRort tritt dann auf, wenn das Pivot das Minimueder MaximumElement ist. Entweder L
oder G hadann die Lange-@, das andere Qwennalle Elementaingleich)

. n’+n
o , _ n+(n-1)+...+2+1: D=
Dann ist die Laufzeit proportional zu der Sumi__. i=0 2

Die Laufzeit ist also G{im Worst Case.



4.2.4.2 Erwartete Laufzeit
Rekursiver Aufruf von QuieBort auf einer Sequenz der Lange s

9 Good call: Langen von L und G sind beide kleiner als 3s/4
1 Bad call: Lange von entweder L oder G ist grosser als 3s/4

Ein Good call hat eine Wahrscheinlichkeit von 508 Halfte der moglichen Pivots bewirken Good calls.

(12345678910111213141516 |
\ J\, ~ A\ J

Y
Bad pivots Good pivots Bad pivots

Bei einem Knoten in der Tiefe i wiedwartet, dass die Lange der Inp8equenz des aktuellen Calls héchstens
(3/4)"2 * n ist. Somit ist flr einen Knoten der Tiefe 2 *4de@) die erwartete InpuLange 1Und somit ist die
erwartete Hohe des QuieBortBaumes log(n)

4.2.4.3 Gesamte Laufzeit
9 Partitionierung
o Entfernen eines Elements aus der Sequenz und Einfligen am Ende von L/E/G: O(1)
o0 Das Ganze muss O(n) mal gemacht werden
1 Anzahl erwartete Rekursionen: O(log(n))

Gesamt: O(n*log(n))

4.3 LOWERBOUND

Jeder vergleichsbasiertortierAlgorithmus hat eine minimale Laufzeit von O(log(n!))

minimum height (time)
)

EY el end)(men?)

Y

™ n!

n % n n
] N> 1 — | [==1log| =
og (n!) > log [J 5 og(z)

n!>+/2nn (2) —  O(nlogn)
e

StirlingAnn&herung

Somit ist die untere Grenz¥:(n*log(n))



4.4 BUCKEBORT

Wir haben eine Sequenz S mit n KdgmentEntriesmit Keys im Bereich von 0 bisINDie Keys werden als Index im
HilfsArray B verwendet und kénnen somit nicht beliebige Objekte &nst kein externen Comparator notider
Algorithmus ist stabil, das heisst die relative Ordnung von zwei Entries mit dem selben Key wird durch den
Algorithmus nicht verandert.

In der Phase 1 wird jeder Entry (k, 0) in seinen Bucket B[K] verschoben.

a1 3 a7 g3 67 ]
ﬂPhasel
) Ga3s) GaTgH
' o|o

B|o|'|o o|lo|a|!
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

In der Phase 2 wird das Hilfsray Bvon links nach rechts (die Sequenzen innerhalb der Buckets in B ebenfalls von
links nach rechts) zuriick in S geschrieben.

@ Phase 2
T Yy ey N ) B o R gy

Algorithm bucketSort(S, N) 441 Erweiterungen
Input Ss‘qucn_clcf\s'of(l\'c?k element) [ q Wenn im Wertebereich [a, b] a nicht gleich 0 ist, macht es Simm, de
entries with KCYS 1IN the range -
0.N—1] Entry (k, 0) in der'l Bucket B zu stecken. .
Output sequence S sorted by 1 Wenn Strings als Keys verwendet werden, kann ein Set D von
increasing keys konstanter Grosse mit moglichen Strings verwendet werden (beispielsweise
B < array of N empty sequences 26 Kantone). D wird dann sortiert und jedem String ein Index r(k)

while —S.isEmpty()
f< S.first()
(k, 0) < S.remove(f)
B[k).insertLast((k, 0))
fori<—OtoN-—1
while —B[i|.isEmpty()
f <« Blil.first()
(k, 0) < Bli].remove(f)
S.insertLast((k, 0))

zugeordnet. Der Bucket des Strings ist dann B[r(k)]

4.4.2 Lexikographische Ordnung

Ein dTupel ist eine Sequenz von d Keyskk ki~  ¥),2vobki Key ilals die ite Dimension des Tupels bezeichnet
wird. Beispielsweise ist eine dreidimensionale Koordinate elugel.

Die lexikographische Ordnung von zw€liupels ist rekursiv definiert als:
(X1 X5 cees X)) < (V15 Voo o0 V)
=

X\ <PV X =N (X 00y X)) < (P 000 V)

Das heisst, die Tupel werden der Dimension nach verglichen (zuerst die erste Dimension, dann die Zweite, usw.).



G ist der Comparator, der zwei Tupel nach ihregn Dimension
vergleicht.StableSortst ein stabiler SortieAlgorithmus, welcher
Input sequence S of d-tuples _ _ ) _
Output sequence S sorted in G verwendet.Es wird zuerst nach Dimension d sortiert und dann
lexicographic order die restlichen Dimensionevon rechts nach links bis 1.

Algorithm lexicographicSort(S)

for i < d downto 1
stableSort(S, C))

Beispiel:

(7,4,6) (5,1,5) (2,4,6) (2, 1,4) (3,2, 4)
i=3 (2, 1,4) (3,2, 4) (5,1,5) (7.4,6) (2,4,6)
i=2 (2, 1,4) (5,1,5) (3, 2, 4) (7,4,6) (2,4,6)
i=1(2,1,4) (2,4,6) (3,2, 4) (5,1,5) (7.4,6)

4.4.3 Radix Sort
Algorithm radixSort(S, N) Radix Sorist eine Spezialisierung der lexikographischen Sortierung,
Input sequence S of d-tuples such welcher Bucket Sort als stabilen Sortieralgorithmus verwerigast
that (0, ..., 0) < (X}, ..., X,) and anwendbar fur Tupel mit Integdfeys, die in allen Dimensionen im
(X3 wsia X ) AN =1, izl =1} Bereich O bis N liegen.

for each tuple (x, ..., x,) In § . . . - , o
Output sequence S sorted in Es ist gut geeignet zur Sortierung von binaren Tupels. Die Keys sind im

lexicographic order Bereich von 0 bis 1, also ist N=2.

for i < d downto |
bucketSort(S, N, i)

Algorithm binaryRadixSort(S)
Input sequence S of b-bit
integers
Output sequence S sorted
replace each element x
of § with the entry(0, x)
fori<—Otob -1

replace the key k of
each entry(k, x) of §
with bit x; of x

bucketSort(S, 2, i)

4.4.4 Laufzeitanalyse

4.44.1 Bucket Sort
Phase 1. O(n)
Phase 2: O(N+n)
Gesamt: O(N+n)

4.4.4.2 Lexikographische Sortierung
Gesamt: O(d * T(n))
T(n) ist die Laufzeit von stableSort

4.4.4.3 Radix Sort

Gesamt: O(d (N+n))

Bei binaren Zahlen: O(b*n)

b ist die Anzahl Bits pro Tupel



5 PATTERMATCHING

Ein String ist eine Sequenz von Characters Alphabet ist ein Set von méglichen Zeichen fur eine Familie von
Strings. Beispiele fur Alphabete: ASCII, Unicode, {0, 1}, {A, C, G, ‘Gr{ibibBausteine)

P ist ein String der Lange m. Ein Substring P[i..j] ist eine Subsequenz von P bestehend aus den Zeichen mit Index
zwischen und inklugei und j.

Prafix: P[O..1]
Suffix: P[i..rL]

Beim PatteraMatching Problem geht es darum, einen Substring im Text T zu finden, der mit dem Pattern P
Ubereinstimmt.

5.1 BRUTHORCE

Bei der Brute Force Methode vergleicht der Algorithmus das Pattern P mit dem Text T fir jede mdgliche Position vc
P relativ zu T, bis eine Ubereinstimmung gefunden wurde oder alle moglichen Platzierungen ausprobiert wurden.

Algorithm BruteForceMatch(T, P) i ist der aktuelle Index innerhalb von T und j der aktuelle Index innerhalb von
Input Text T der Lange n P. Wenn die Zeichen an i+j und j Gbereinstimmen, wird j um 1 erkéénn |
und Pattern P der Linge m qiaich der Lange von P ist, haben wir einen Match und i wird returned,

Oufpus Startindes eres welches der Startindex des Matches ist.

Substrings von 7, welcher mit
P iibereinstimmt, oder —1 . . Co .
falls kain solehier Stbatiias Sobald aber ein Mismatch vorkommt, wird j wieder auf O ges&¥ann wir
existiert. am Ende von T angekommen sind und es keinen Match gab;MWiedurned.
for i< Oton—m
{ testen der i 'ten
Verschiebung des Patterns }
j<0
while j < m A T(i +j] = P[j]
Je gl
if j=m
return i { match bei i }
return —1{ kein match !}

Laufzeit: O(n*m)

5.2 BOoYERMOORE

5.2.1 Last Occurence Funktion

BoyerMoore analysiert zuerst das Pattern und das Alphabetm die Last Occurence Funktion L aufzubaDexs.
Ziel ist, den hochsten Index jedes Charactls Alphabets in P zu speichern, bZiwenn der Character nicht in P
vorkommt.

s X={a,b,c d} c a b c d
m P = abacab L(e) 4 5 3 -1
Pos: 012345 r

}




5.2.2 Algorithmus
Der Algorithmus basiert auf zwei Heuristiken:

1 LookingGlass Heuristil? wird miteiner Subsequenz von T verglichen, dabei wird am Ende des Patterns
gestartet
f CharacterJump Heuristik: falls bdi[i] = ¢ keine Ubereinstimmung:
o falls P das Zeichen c enthélt, verschiebe P bis das letzte Auftreten von c in P mit T[i] Gbereinstimmt
0 sonst verschiebe P bis P[0] mit T[i+1] Ubereinstimmt

Man vergleicht jeweils deletzten Character von P mit dem zugehdrigen Character in T. Ist es ein Match, geht man
einen Character zurick, usist es jedoch ein Mismatch, richtet man das Patteuh die Last Occuren@isoder
schiebt einfach 1 nach vorne, wenn die Ausrichtung das Pattern zurtickschieben wiirde

Aln|n|a Klujrfn|i|k|o|w|a wla|r e|i|n|e Tle|n|n|i|s|s|p]|i
e n <- Spezialfall: statt einer negativen Verschiebung nach links: eine Stelle nach rechts (siehe Folie 10 und 16: "Case;1")
el i <- optimaler Fall: mismatched Character 'a' kommt im Pattern Uiberhaupt nicht vor: Shift um das ganze Pattern

el . <- optimaler Fall ‘ | | |
e <- Ausrichtung auf mismatched Character 'i'
el <- optimaler Fall | | ‘
e| i <- optimaler Fall

e| i . <- optimaler Fall
el . <- Ausrichtung auf mismatched Character ‘e’
e|i|n : 12 Vergleiche

etc. ...

Algorithm BoyerMooreMatch(T, P, ) | Case1i j<1+1

L <« lastOccurenceFunction(P, X') HEENEE |a IHNEEN
i< m-1 {actual T-index} ! I
jem—1 {actual P-index} LT[ ] [e]a] 1
repeat jle |
if 77i] = P[j] lm
R : BEBEEOE
return / { match at i/
else j '
i—i—1

S Case 2: 1 +/<j
jej-1
else 7 LT Tal ]

{ character-jump } / '

[ LTI Tal-T-18] ]
i< i+m—min(j, 1 +1) I j
jem—1 lm —(1+1)

until i>n-1 >

return —1 { no match }

5.2.3 Laufzeitanalyse
Laufzeit: O(n*m + s)
n = Langdext m = Lang®attern s =Anzahl Zeichen im Alphabet



5.3 KNUTHMORRKPRATT

5.3.1 Preprocessin@~ehtFunktion)
In der Vorlaufsphassucht der Algorithmus Ubereinstimmungeam Préafixdes Musters im Muster selbst.

Berechnung FeHfunktion:
1. Bestimmen aller Rander aller PatteBubstrings

(Rand: langstes Préfix, der gleichzeitig auch Suffix ist)
2. Bestimmen der maximalen Lange dieser Rénder
3. F(j) entspricht der Lange des langsten Randes des Substrings PJO0..]

J o1 (2|3 |4|5|]6|7)|S8 Algorithm failure Function(P)
|(llbm(l|bmﬂ|bm Pjlla | b |a|al|b|a|al|b)|a _F|O|I<_0
Fiylolo[ i1 2]s]4a]s]6 ico
while i < m
Rinder-Ldnge: 0 1 2 3 4 5 6 max.Lange if P[i] = P[j]
] 7 -d 7+ .
P[0]=a o 0 }F\TIT h(_a\f}:-:_n?lchcdj 1 chars}
P[1]=ab { 0 i i+]
P[2]=aba {3} a 1 .,
= jej+1
P[3]=abaa {3 a 1 else if j> 0 then
P[4]=abaab { ab 2 {use failure function to shift P}
P[5]=abaaba { a aba 3 j« Flj-1]
P[6]=abaabaa {} a abaa 4 else
P[7]=abaabaab {3 ab abaab 5 F[i] < 0 { no match }
P[8]=abaabaaba {} a aba abaaba 6 i«i+]1
5.3.2 Algorithmus
Algorithm KMPMatch(T, P) Das Muster wird von links nach rechts mit dem Text verglichen, jedoch schiebt
f :Of“‘""”’F unction(P) der Algorithmus das Muster intelligenter als Brute FoReim Preprocessing
je<0 haben wir berechnet, um wie viel das Muster bei einem Mismatch geschoben
e werden kann.
if j=m-1
return i-m + 1 { match }
else
Pe—i+1
Je—j+1
else
if j>0
Je Fj-1]
else
i—i+]1
return —I| { no match }

d ‘ 3 | d|la|d|ale|d|[d|a|e|a|d|a|e|d|d|fa|d| a|e
ol1|z2]s]afs|e]7|[sfalofa1]z]s|[a]s]6[7]6]of0
d e|d|a Ubereingestimmt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a" ist 1, 1-0=+1,  kriegt den Wert vom Rand =0
a le |d |a Erstes Zeichen hat nicht ibereingestimmt, direkt +1
d |a d |a Ub gestimmt hat "da", der Rand davon ist 0, der Index j von "e" ist 2, 2-0=+2, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a|e |d Ubereingestimmt hat "daed", der Rand davon ist 1, der Index j von "a" ist 4, 4-1=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=1
d e |d |a Ubereingestimmt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a"ist 1, 1-0=+1, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a |e a Ubereingestimmt hat "dae”, der Rand davon ist 0, der Index j von "d" ist 3, 3-0=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=0
e |d [a Erstes Zeichen hat nicht ibereingestimmt, direkt +1
d |a |e |d Ubereingestimmt hat "daed", der Rand daven ist 1, der Index j von "a" ist 4, 4-1=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=1
d e [d |a Ubereingestimmt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a"ist 1, 1-0=+1, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a d |a Uby gestimmt hat "da", der Rand davon ist 0, der Index j von "e" ist 2, 2-0=+2, j kriegt den Wert vom Rand j=0

no match, 29 Vergleiche

5.3.3 Laufzeitanalyse
9 Preprocessing: Maxd(2m)
m = Lange desaterns
1 Algorithmus: Max. O(2n)
n = Lange des Texts

Gesamt: O(2m + 2n) =1@¢n)

Nach Vorverarbeitung des Musters erzielt der KMP Algorithmus eine Geschwindigkeit, die proportional-zur Text
Grosse ist



5.4 TRIES

Wenn ein Text gross, unveranderlichduoft durchsucht wird, kann man anstelle des Musters (wie b€
Algorithmug auch den Text vorverarbeiteRin Trie ist eine kompakte Datenstruktur fiir die Repréasentation einer
Menge von Strings, wie z.B. alle Wdrter eines TeXtass erlauben Pattern Matching mit einer Geschwindigkeit
welche proportional zur Grosse des Patterns ist

Ein StandardTrie ist ein geordneter Baum mit diesen Eigenschaften:

1 Alle Knoten ausser der Wurzghoten haben genau eifeichen.
1 Die Pfade von den externen Knoten zur Wurzel beinhalten die Strings aus der Menge von Strings S.

S = { bear, bell, bid, bull, buy, sell, stock, stop }

Speicherbedarf: O(n)
Suchen, Einfligen und Léschen: O(d*m)
n = totale Lange der Strings in S, m = Lange des-Puairagneters deOperation, d = Grosse des Alphabets

5.4.1 Suche in einem Trie
[slefe] [a] [blefar[?] [s[e[I[I] [s]tfofc[k[!] ]
0123456 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23
[slefe[ [a] [bJult[r]?] [bJufy[ [s|[t[o]c|k[!] |
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
[b]i]d][ [s[tf[o]c|k[!] [b[i[d] [s[t]ofc[k][!] |
47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68
(hlela[r] [t[h]e[ [bfe[r]I[?] [s[t[o][p[!]
69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88




5.4.2 Kompakte Représentation

012 3 4 012 3 012 3
S[0] = si1= [BJull[l]  si= [hle[a]r]

si1= [blelalr] Si5]= [bJuly] si81= [ble[T]T]
si21= [s[e[l]T] S[6] = sio1= [s[t]o]p]

si31= |s|[to]c[k]

1,2, 3 8,2, 3 4,2, 3 5,2,2 0,2,2 2,.2,3 B.3,4 9,3, 3
1 Knoten speichert Indizes anstelle von Substrings
1 Bendtigt O(s) Speicher, wobei s die Anzahl Strings im Array ist
i Dient alsHilfsIndex Struktur
9 Bedeutung Zahlen in den Knoten

o Erste Zahl: Index in S, also Wort

0 Zweite Zahl: Index des Zeichens, wo der Substring beginnt innerhalb des Worts, das wir von der
ersten Zahl wissen

o Diritte Zahl: Index des Zeichens, wo der Substring aufhort

5.4.3 Suffix Trie

n{i|m
2 3 4

i
1

>
NP
7@/
NE
pd
S

/
é R QEQ
G
@)
@-O-2Q3)
3
®_
206

Z
Speicherbedarf: O(n) Id4 |
Pattern Matching: O(d*m) (o
Zeit zum Erstellen: Ofn Z

n = Lange des Strings, d = Grosse des Alphabets, m = Lange des Patterns



6 DYNAMISCHEROGRAMMIERUNG

Dynamische Programmierung ist anwendbar Rrdbleme, welche anfanglich eine sehr grosse Laufzeit zu bendétigen
scheinen (mdglicherweise sogar exponentiell). Voraussetzungen:

1 Einfache SubproblemeDie Subprobleme kénnen durch wenige Variablen ausgedriickt werden.

1 SubproblemOptimierung Das globale Optimum kann durch optimale Subprobleme ausgedrtickt werden.

1 Subprobleme tberlappenDie Subprobleme sirabhangig voneinandarmd der Algorithmussollte somit
bottom-up konstruiert werden.

6.1 RUCKSAGRROBLEM

Gegeben:
1 n Gegenstande mit einem bestimmten Gewicht und Wert
1 Ein Rucksack mit einer bestimmten Gewidktgpazitat

Gesucht:
9 Fuallung des Rucksacks, so dass der Wert der Gegenstdnde maximal ist

DasBrute Force Verfahrenum das Problem zu I6sen, wére alle méglichen Varianten zu probiereiN.afiaten,
die das maximale Gewicht nicht Gberschreiten, werden betrachtet und dann die beste Variante gewahlt. Der
Aufwand daftir ist jedoch riesig, namlich Q(2

EinGreedy Algorithmuswirde jeweils den Gegenstand mit dem grossten Gewicht, der noch reinpasst, in den
Rucksack packen. Das gibt immer schnell eine Lésung, jedoch ist das mdglicherweise nicht die optimale Losung.

Bei der dynamischen Programmierung erstellen wir optimale Subprobleme, die einfacher zu I6sen sind. Bei diesem
Beispiel haben wir:

1 Rucksack mit 7kg Kapazitat
1 Gegenstande:

o 3kg mit 2% Wert

o 1kg mit 2$ Wert

o 3kg mit 4% Wert

o 4kg mit 5% Wert

o 2kg mit 3% Wert

Wir arbeiten Zeile fiir Zeile von links nach rechts ab.

1. Schauen, ob das Gewicht des Itetles Reihegleich oder kleiner als die Kapazitat der Spalte ist.
a. Wenn nein, Wert von Feld direkt obendran kopieren.
b. Wenn ja, wahlt man das gréssere der beiden nachfolgenden Optionen aus:
i. Wert des Felds direkt obendran (Item wird nicht hinzugeflgt)
ii. Wert des Items der Reihe +
Wert des Felds obendran nach links verschoben um das Gewicht des Items der Reihe
(Item wird hinzugefigt)

1kg 2kg 3kg 4kg 5kg 6kg 7Kg

0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

0% 0% 2% 2% 2% 2% 2%
1kg/2$ 0% 2% 2% 43 4% 4% 43
3kg/4$ 0% $ 4% 6% 6% 6$ 8%
4kg/ 5% 0« | 2% 2% 43 7% 9%
2kg/ 3% 0% 2% 3% 5% 6% 7$ 9%

Die L6sung sind die Items, bei denen der Wert nicht von oben kopiert wurde: 2kg/3$, 4kg/5%, 1kg/2$




6.2 LONGESGOMMONSUBSEQUENCECS)

6.2.1 Subsequenzen
Eine Subsequenz eines Strings ist eine Sequenz, die durch Léschen einiger oder keiner Elemente aus dem
urspriinglichen String ohne Anderung der Reihenfolge der verbleibenden Zeichen erhalten wird.

Zum Beispiel, wenn witen String "ABC" haben, dann sind "A", "B", "C", "AB", "AC", "BC", und "ABC" Subsequenzen
des Strings. Beachten Sie, dass auch der leere String und der urspringliche String selbst als Subsequenzen betrac
werden.

Es ist wichtig zu beachten, dass eine Subsequenz nicht dasselbe ist wie ein Substring. Ein Substring ist eine
zusammenhangende Folge von Zeichen innerhalb eines Strings. Im Gegensatz dazu muss eine Subsequenz nicht
zusammenhangenden Zeichen bestehammBeispiel, in dem String "ABC", "AC" ist eine Subsequenz, aber kein
Substring.

6.2.2 Algorithmus
Das Ziel von LCS ist es, die langste Subsequenz zu finden, die sowohl im String X als auch im String Y dfithalten is
bekannter Anwendungsfall dafir ist Git.

Beispiel: ABCDEFG und XZACKDFWGH haben ACDFG als langste gemeinsame.Subsequenz

Die Brute Force Losung ware, alle Subsequenzen von X aufzulisten und zu testen, welche davon in Y vorhanden si
Die langste Subsequenz, welche in Y enthalten ist, ist dann das Re3idtathlechte Laufzeit davon ware (2

Beispiel: X=abcde, Y=ace

Die Felder stellen die Subprobleme daas Felda/a] beispielsweise stellt das Vergleichen von abcde und ace dar,
wohingegernd/c] nur das Vergleichen von de und ce darstellt.

1. Wirflllen die Zeile und Spalbei Index-1 mit O auf
2. Wir beginnemobenlinksmit dem Ausftillen, gehen die Zeile naelchtsdurch und gehen dann eine Zeile
runter, wo wir wiederinksbeginnen
3. Pro Feld gibt es zwei Optionen:
91 Die Characterstimmen Uberein: Wir addieren 1 zum Wert eistsenund einslinks(diagona€ ) und
notieren diesen Wert
9 Die Characters stimmen nicht GbereWir nehmen den héheren Wert von entweder emisen
oder einglinks
4. Wenn die Tabelle fertig ausgefullt ist, kbnnen wir die LCS ausMBebeginnen dazu ganz unten rechts.
Wenn die beiden Zeichen des Felds tbereinstimmen, figen wintgen in die LCS ein und wechseln wir in
das Feld oben links (diago@d). Sonst folgen wir einfach d&eileoder Spaltenach linksoder oben, wo die

Zahlgleichbleibt

XY a c e
L -1 0 1 2
-1 0 0 0 0

a 0 0 1 1

b 1 0 1 1

C 2 0 1 2

d 3 0 1 2

e 4 0 1 2

LCY.ange3, LCSace



Algorithm LCS(.x, Y):

Input: Strings Xand Ywith nand m elements, respectively

Output:For i=0,..,n-1, j=0,...,m-1, the length L[/ j] of a longest string
that is a subsequence of both the string X[0../] = XX %...x; and the
string ¥[0.. /1 = yohiho-- ¥

for /=1to n-1do

i1]1=0
for j=0to m-1 do
4-1,1=0

for /=0to n-1 do
for j=0to m-1 do
if x,= y; then
LHi=1L/MA1,j1]+1
else
L[, 1 = max{Z[F1, /1, L[} J-11}
return array £

6.2.3 Laufzeitanalyse
1 Ausserer Fotoop iteriert n mal
91 Innerer ForLoop iteriert m mal

Gesamt: O(n*m)

7 GRAPHS

7.1 DEFINITIONESI TERMINOLOGIE

Ein Graph ist ein Paar (V, E):
1 Vistein Set von Vertizes (Knoten)
i E st eine Collection von VertizBaaren (Kanten oder englisch Edges)
1 Vund E sind Positionen, die Elemente speichern

Beispiel:

Kanten koénnen gerichtet oder ungerichtet sein:
1 Gerichtet: die beiden Vertizes sind geordnet (u, v)
der erste Vertex u entspricht dem Ursprung und der zweite Vertex v dem Ziel

flight
(ORD) 2 1206~ PVD

1 Ungerichtet: die beiden Vertizes sind ungeordnet (u, v)

D — VD>

Auch Graphen kénnen gerichtet oder ungerichtet sein:
1 Gerichtet: alle Kanten sind gerichtet
1 Ungerichtet: alle Kanten sind ungerichtet




9 Kantensind inzident (enden) an einem Vertex
a, d, b sind inzident in V

1 Adjazente (benachbarte) Vertizes
Vund Xsind adjazent

91 Der Grad (Degree) eines Vertex ist die Anzahl inzidenter Kar
V hat Grad 3

9 hundisind parallele Kanten

91 jisteine Schleife

Ein Pfad hat folgende Eigenschaften:
1 Sequenz von alternierenden Vertizes und Kanten
1 Beginnt mit einem Vertex
i Endet mit einem Vertex
1 Jede Kante beginnt und endet an einem ihrer Endpunkte

Ein einfacher Pfad ist ein Pfad, bei dem alle Vertizes und Kanterschiedlich sind.

Ein Zyklus in der Graphentheorie ist ein Kantenzug mit unterschiedlichen Kanten in einem Graphen, bei dem Start
und Endknoten gleich sind. Ein zyklischer Graph ist ein Graph mit mindestens einemBajldireem einfachen
Zyklus sind alle Vertizes und Kanten unterschiedlich.

7_.2 BEGENSCHAFTEN o N n Anzahl Vertizes
Die Summe der Degrees aller Vertizes ist @il jede Kante m Anzahl Kanten

zweimal gezahlt wird.
' d Grad von Verte
X deg(v) =2m eg(v) Grad von X v

In einemeinfachen (das heisst ohne Schleifen und ohne

MehrfachKanten (parallele Kanten))ngerichteten Graphenpilt Beispiel

folgendes, weil jeder Vertex hdchstens einen Grad vdrbesitzt

m<n(n-1)/2 = n=4
mm=6

m deg(v) =3




7.3 METHODEN

Update-Methoden
= insertVertex(o): insert a
vertex storing element o;
return the new vertex
= insertEdge(v, w, 0): insert
an edge (v,w) storing

= Zugriffs-Methoden element o;
= endVertices(e): an array of return the new edge
the two endvertices of e = removeVertex(v): remove
= opposite(v, e): the vertex vertex v (and its incident
opposite of v on e edges)
= areAdjacent(v, w): true = removeEdge(e): remove
iff(*) v and w are adjacent edge e
= replace(v, x): replace ® Iterator-Methoden
element at vertex v with x = incidentEdges(v): all edges
= replace(e, x): replace incident to v
element at edge e with x " vertifies(): all vertices in the
grap
(*) "“iff": “if and only if” = edges(): all edges in the
graph

7.4 KANTENUSTENSIRUKTURADJAZENEISTENBIRUKTUR
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7.5 ADIAZENMATRISIRUKTUR
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7.6 PERFORMANCE

= n Vertizes, m Kanten

sl prabon kaen | (27| MU gy
Space n+m n+m n’
incidentEdges(») m deg(v) n
areAdjacent (v, w) m | min(deg(v), deg(w)) 1
insertVertex(o) 1 1 n?
insertEdge(v, w, o) 1 1 1
removeVertex(v) m deg(v) n?
removeEdge(e) 1 1 1

7.7 SUBGRAPHEN
Ein Subgraph eingSraphen ist ein Graph, stass gilt:

1 die Kantenvom Subgraph sind eine Teilmenge der Kanten des Graphen
1 die Vertizesvom Subgraph sinéine Teilmenge der Vertizetes Graphen

En spanning(aufspannender) Subgrapiines Graphen ist ein Subgraph, der alle Vertizes des Graphen enthalt.

7.8 CONNECTIVITY

Verbunden (connectedks existiert ein Pfad zwischen jedem Paar von Vertizes (mu~~

nicht direkt sein) ; i g
Eine verbunden&omponente eines&raphenist einverbundener Subgrapties

Graphen

Forest



7.9 BAUME UNMWALDER

Ein(freier) Baumist einungerichteterGraph T, so dassverbundenist undkeine
Zyklenaufweist.

EinWurzelbaum (auch gewurzelter Baurist in der Graphentheorie ein Baum, der
einen ausgezeichneten Knoten, die Wurzel, entHaike. Definitionunterscheidet
sichvon jener des (freien) Baumeégon dieser Wurzel aus sind samtliche anderen
Knoten erreichbafOut-Tree)oder sie kann ihrerseits von jedem anderen Knoten
aus erreicht werderfin-Tree)

Einaufspannender Baum (Spanning Treshes verbundenen Graphen &in
aufspannender Subgraptvelcher auch ein Baum istr muss also alle Vertizes des
Graphen enthalten, verbunden sein und keine Zyklen haBeanaufspannender
Baum isticht eindeutig, ausser der Graph, vatem ausgegangen wird, ist ein
Baum

EinWaldist ein ungerichteter Graph ohne Zyklddie verbundenefKomponenten
eines Waldes sind Baumé&inaufspannender WalainesGraphen ist ein
aufspannendeSubgraph, welcher auch ein Wald ist

7.10 DEPTHARSTEARCKDFS) TIEFENSUCHE

DFS ist eine allgemeine Technik Zraversierung eineSraphenEs entspricht in etwa der Eul@our bei bindren
BaumenDer Algorithmus benutzt einelechanismus, um "Labels" akianten und Vertizes zu setzétineDFS
Traversierungeines Graphen G:
















































