Algorithmen und Datenstrukturen

Zusammenfassung

1 CONTENTS
D Y 101 140 o - ' R PP 4
2.1 GEOrdNEtE IMUIIMAP .oviiieiiiiiiiee et e e e e et tr e e e e e st taeeeeeseabtaeeeeesassraaeeaeeannstaneaessannsrseeaessannes 4
2.2 SUCKHEADEIIE ..ttt sttt e st e sa bt e sab e e st e e sat e e smbeesabeesateeeabeesabeesanees 4
221 BINAIE SUCKE ...t st e st e e s st e s s b e e s m b e e e s sar e e e samreeesanreeesanreeeeanreneeans 4
3 BINAIEr SUCK-BAUM ..ottt ettt et a et e sa e s a bt e s ab e e sht e e sab e e sabeesheeesabeesabeesabeesmbeesabeesabeesabeesabeesanees 5
3.1 T o< a1l F=1 i =1 o U 5
3.2 2 T=T 1 o1 P PRPPR 5
33 SUCRIE ettt ettt et s et e et s e et s et s a bt e s bt e st e e s bt e s b e e sar e s b e e sreenanees 5
3.4 10N (0= =T o TSR RPP 6
34.1 SChlUssel Wird GEUNAEN..........eeeeeee e e e e e e e eeeaaaaaaaaaeeesesssasasannnsnnsnnes 6
3.4.2 Schllissel Wird NICht EfUNTEN.......oii i e e e e sbre e e e s s ssbraeeeeeeenns 6
35 (o 2ol 1T o (T T TP PO P PO PR UPPOPPROPRTOPPON 6
351 Knoten hat zwei BIatt-KiNAEr .........coiiiiiiie e s e s e e ee e 6
3.5.2 Knoten hat @in Blatt-Kind ........coooiieeie ettt et e e st e e s b e e s sbaeesamreeeeas 7
3.5.3 Knoten hat Kein BIatt-Kingd ........couiiiiiiiieeee e s s s 7
3.6 PITOMMANCE ...ttt ettt ettt ettt e st e e sttt e e s bttt e s bt e e e s nbeeesabbeeesabeeeesanbeeesanbeeesasbeeesanbeeesanreens 7
3.7 LN = T o o PP 8
3.7.1 T oYU T=C=T o ISP 8
3.7.2 TriNOAE UMSEIUKLUNIEIUNG c.cceeeeeeeeee et e e e e e e e e e e e e e e e s e e b et e e e e e e e reeeeeaaaaaaaeeeaenan 8
3.73 (o 1ol o 1= o O OO PO PP PP PPPTTPPI 10
3.7.4 Cut/Link Restrukturierungs-AlZOrIthIMUS .........coiviiiiiiiiie ettt et e tae et eetre e eave e reeees 11
3.75 YUY 2T = o T Y] DU PUU 11
3.8 Y o 121V = 7= 10T 1 PR 12
3.8.1 2T o 1= PR PPRR 13
3.8.2 [0 RTol T o H OO TP PRSP TOTSRPPPRTN 13
3.8.3 I T0) 72T = o F= 1 Y DU 14
R Yo =T =1 o T 1 o1 =T o TSRS PPPR 14
4.1 YT =T Yo T o PPNt 14
41.1 DY e LT Y g Lo B @ oo [ U1 PP PP 14
4.1.2 IMIEBIEE SO ..ttt e ettt ettt e e s e e e e e et etebe st e s e seeeeeaeeaaessananaaeeseeeeesenessnsnnnnnsnseeeeenens 14
4.1.3 YUY 2T = o T Y] DTSR 15
4.2 10 [U ] ol Y o o PP PU P PPRPOPRR 15
4.2.1 PartitionNiE@ruNG (DIVIAE) ....cccccuieee e ceee ettt e e et e e et e e st e e e et e e e sateeesntaeeesteeeeansaeeennseeenn 15

4.2.2 AUSTUNIUNG BEISPIE coeeiieeiiieiee ettt e e et e e e e st e e e e e e s s abbeeeeeeesnsbaeeeeeesnnnseeeas 16



4.2.3 IN-Place IMPleMENTIEIUNG ..oceeieeeeee e e e e e e e e e e e e e e e s e e e e s e e aeaee e s beebaearrrreeeeeeeaeaes 16
4.2.4 YU} T = T g T LY A TP 16
4.3 o1V T o = 7o TU ] o ISP UPRPR 17
4.4 210l =] Y o o S PO PSP P PP PRTOPPPOPI 18
44.1 e V=T =T U] == o 1S URRRRN 18
4.4.2 LexikographisChe OFANUNG.........oicuiiiiie ettt e e e e et e e e s e ssbb e e e e e e sssbeaeeeeessnnreeeas 18
443 2T 1) Yo ] o PP P PSPPI 19
44.4 LU ZEIEANAIYSE. e e e e e s e e e e e e e e e e e eaabraeeeeeeaabraaeeeeeanraaes 19
YA L= g oI 1Y/ o1 ol Y [ V- TSP 20
5.1 BIUTE FOPCE ettt et e e e e s e e e e s s s e e e e e s s a e e e e s s nrae s 20
5.2 2T A=Y 1V o Yo USSPt 20
5.21 Last OCCUrENCE FUNKEION ...coouiiiiiiiiiee ittt ettt ettt e sttt e s bt e e st e e sabe e e sabeeesareeesnbeeesnreeens 20
5.2.2 A F=do T 14 o s o U F- USSR 21
5.2.3 YUY 72T = o T Y] DU PP 21
5.3 T8 B Y o T 4 T o o | o PSPPI PUPOPRRRN 22
5.3.1 Preprocessing (FENI-FUNKLION) .....uuiiiiiie ettt e ettt e e e rate e e st e e e ette e e entaeeenraee s 22
5.3.2 F F=do T 14 a1 s o U E- USSP 22
5.3.3 LAUTZEITANAIYSE. et e e e e e e e e e e e e e e e b e e e e e e e e abraaeeeeanaataaaeeeannnraees 22
5.4 LI LSOO P PP PP TP PP PP 23
541 SUCNE TN BINEM THIE ettt et e e st e e s e e s be e e e s b et e e aare e e e sare e e s sabeeesanreeeesarenessanees 23
5.4.2 KOompakte REPIASENTATION ..uviiiiiiiiiiiiee et e et e e e e e s bee e e e e e sabeaeeesesnnnreeeas 24
5.4.3 SUTTIX TIE 1ttt ettt ettt e bt st s b e e b et e bt e st e e e b e e e b e e sabeesabeesneeereeeanes 24
DYNaMISCHE PrOSramMUBIUNE ...cccciiiiiieeeeeeciiteee e e e ettt e e e e e e ettt e e e e e e eeatteeeeeeseataaeeaeesassteaaeaeeeaasbaaeaeeesassaaeeeeesnnnssnnas 25
6.1 (0o T 1ol S o ] o] (=T o TP PSP PP PRPOPRPN 25
6.2 Longest CommON SUDSEQUENCE (LCS) ..eeiuriiiiiiiie et e ettt e ettt e e et e e e et e e e sataeeestaeeeentaeeeansaeeesnsaeeesnsseeesssneannes 26
6.2.1 Y] o =T [0 T=] 4= o TSRS 26
6.2.2 F F=do T 11 o s o U E- U RURR 26
6.2.3 LAUTZEITANAIYSE. it e e e e e e e e e e e e e e e et e e e e aeataaaeeeeaaaataeaeeeeanraees 27
LG =T o 13 27
7.1 Definitionen & TerMINOIOGIEN. .. ..uiiii ittt e e e e e e e st e e e e e e ssbbeeeeesessasreeaeeeessnsreeeas 27
7.2 Toq =Y a ol o F=1 i =Y o DO PR PRPR 28
7.3 Y =1 Yoo [T o W T PO PRSP P PSSO PRTOPPOPI 29
7.4 Kanten-Listen Struktur / Adjazenz-Listen STrUKEUT ........c.oeiiiiuiie ettt ettt eetre e et e e eetve e e eearee e eevreeeeans 29
7.5 AdJazZENZ-IMAtriX STTUKEUT cceeiiecee e e e e e st e e e s s s b bt e e e e e s s abbeeeeeeesasbeaeaeeesnnsreenas 30
7.6 =T o] 4 o =T ool OO TTOP PO PSTOPSOPRPOPI 30
7.7 Y] o T=q = o] a 1= PP 30
7.8 100 o1 01Tl 1 1Y/ 1 07 PPN 30
7.9 BAUME UNA WAL ..ttt ettt et e et e e s ettt e s abe e e s sabeeessabbeeesabeeeesabaeessnbeeesaneeeesans 31

7.10

Depth-First Search (DFS) / TIEF@NSUCKE........cooveii ettt e et e e e e e eearee e eeareeeenns 31



2% B R P11 s LYl o = i T DS UU RPNt 32

0 O A - =Y Y o 1= U 32
2 O T - 10 2= | =Yg - | YT PSPPIt 32
7.10.4  Erweiterung: Pfad zwischen zwei Vertices fiNden ..........ccoooiciiiiiii i 32
7.10.5  Erweiterung: Einfache ZyKIEn fINEN.........coeuiiiiii it e e e sara e e e e e eanes 33
7.11 Breadth-First Search (BFS) / Breit@NSUCNE .....ccuviciii ettt ettt et este e et a e ebe e e taeeaees 33
70 A Y T = =Y o Yol P o =T o R 33
2% N Y o T ] |1 & 4 To T T=1 o P UPPUUPRRNE 33
2 O T - 1 1Yo Y1 O SUPUPRRNE 34
2 - T <Y | = Yo ¥ | YA T S U SRRt 34
7. 02 DS VS, BES ettt ettt ettt et et e e e b ettt ettt e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e nanbanbenbbebeeetaeeeeeeeaeeas 35
7.13 Directed Graphs / Digraphs / Gerichtete Graphen........ccueecuiiiiiiiiiiie ettt ettt e e eare e rae s 35
2% T0 R 1111 s LY o - i T o TSP PRt 35
2 T A Y o T o [1 & 1 o 1 =Y o FA USRSt 35
8 S T 1 0 €= (ol o1 o - [ = S PP P PRSPPI 35
7.13.4  TranSitiver ADSCRIUSS.....co..iiiiiii ettt e et e e e s e e s b e e e s s abee e s sbbeessabeeeesabaeeesanees 36
7.13.5  Floyd-Warshall AlGOrtNmMUS.......ccoii it e e e e e e e e e et ae e e e s eeaataeeeeesesantaseeaesennnes 36
7.13.6  Directed Acyclic Graph (DAG) / topologische OrdnNUNG........cceieeuiieiiieeiteieciee ettt et et 38
7.13.7  Topologische Sortierung Mt DFS ........oooiiiiiiiiiiie ettt e e e e e e brae e e e e e enbtaeeeeesesastaeeeaeseannes 39
7.14  Shortest Paths Trees / KUrzeste Plade BAUME ..ottt ettt e et et e e e e e et e e e e e e s e e s e e aeeereeeeeeereeeeeees 40
2% S R 0 11 < o - PP UUPRRNE 40
7.14.2  Bellman-Ford AIGOITRMUS .......uiiiiiiieiee ettt e se e e e e e e tta e e e e e s eabraeeeeesenbtaeeeeesennssaneeaesannnes 42
7.14.3  DAG-basierter AlGOTItNMUS .......coiii i e e e e e e e e e e e bt ae e e e e seabtaeeeeesesnsraeeeaesannnes 42
7.15  Minimum Spanning Trees / Minimale Aufspannende BAUME..........cccuiieiiueeeieieeeeecreeeecteeeeeeeeeeeeveeeeeaaee e 42
7.15.1  Kruskals AlGOTthMUS.....cciiiiiiiiiiie ettt e e s s et ta e e e e e s st eaeeeessennbtaeeeeesesnsraeeaeessnnses 43
7.15.2  Prim-Jarniks AIGOIIERMUS .....eviiiiii e e e e e et e e e e e s et aeeeeseeabtaeeeeesesasraeeeaesannnes 45

7.15.3  BOrUVKAS AIGOITNMUS ..eeiiiiiiiiiiee ettt et e e e e e et e e e e e e e e et e e e e e e s e abtaeeeeesenstaeeeeesensssaneeaesannnes 46



2 MULTIMAP

Eine Multimap ist eine Erweiterung einer Map, bei der mehrere Values einem bestimmten Key zugeordnet und fir
diesen zuriickgegeben werden kdnnen.

Methoden:
o find(k): liefert den ersten Value-Entry zum Schlissel k
o findAll(k): liefert eine iterierbare Collection mit allen Value-Entries zum Schlissel k
e insert(k,0): neuen Entry zum Schlissel k mit Value o einfligen
¢ remove(e): entfernt den Entry e von seinem Schliissel (und Riickgabe von e)

2.1 GEORDNETE MULTIMAP
Bei dieser Art von Multimap sind die Key-Value Paare nach Key aufsteigend sortiert. (km<= kx)

Sie verflgt zusatzlich zu den Multimap Methoden folgende Methoden:
o first(): liefert den ersten Key-Value-Entry in der Multimap-Ordnung
o last(): liefert den letzten Key-Value-Entry in der Multimap-Ordnung
e successors(k): liefert einen Iterator Gber die Key-Value-Entries mit einem Schlissel, der grésser oder gleich k
ist (nicht abnehmende Ordnung)
e predecessors(k): liefert einen Iterator tiber die Key-Value-Entries mit einem Schliissel, der kleiner oder gleich
k ist (nicht zunehmende Ordnung)

2.2 SUCHTABELLE

Eine Suchtabelle ist eine Multimap, welche mithilfe einer sortierten Sequenz implementiert wird. Die Key-Value-
Entries werden in einer Array-basierten Sequenz abgespeichert, sortiert nach Schliissel. Sie ist dann effektiv, wenn
die Multimap klein ist und vor allem Such-Operationen ausgefiihrt werden.

Laufzeiten:
e insert(k,0): O(n)
Im schlimmsten Fall wird an Position 0 des Arrays eingefligt, dann missen alle Entries eins nach hinten
gschoben werden.
e remove(e): O(n)
Im schlimmsten Fall wird an Position O des Arrays geldscht, dann missen alle Entries eins nach vorne
geschoben werden.

2.2.1 Bindre Suche
Beispiel fir die Operation find(50) in einer Suchtabelle:

) 1 2 3 4 5 6
search 50 |11 |17 |18 45 50 |71 95
1 2 B 5
~ae~tu N N B § B §
%) 1 2
iy § B B B R B
0 1 2 B

50 found at 11 17 18 45 50 71 95

position 4

Bei jedem Schritt wird die Anzahl Kandidaten halbiert.
Laufzeit find(k): O(log(n))



3 BINARER SUCH-BAUM

3.1 EIGENSCHAFTEN
e Ist ein bindrer Baum, das heisst Knoten haben héchstens zwei direkte Nachkommen, die sich eindeutig in ein
linkes und ein rechtes Kind einteilen lassen.
e Speichert Key-Value-Entries in seinen internen Knoten
e uistim linken Teilbaum und w im rechten Teilbaum von v
key(u) < key(v) < key(w)

e Inorder-Traversierung (linker Teilbaum — Wurzel — rechter Teilbaum) besucht die Schlissel in nicht

absteigender Reihenfolge
e Externe Knoten (Blatt-Knoten) speichern keine Daten

3.2 BEISPIEL

3.3 SUCHE

Man beginnt bei der Wurzel (6), vergleicht den Schlissel mit dem gesuchten Schliissel und macht je nach Ergebnis
links (Wurzel-Schlissel zu gross) oder rechts (Wurzel-Schlissel zu klein) weiter. Wenn ein Blatt erreicht wurde,
wurde der Schliissel nicht gefunden. Beispiel fur find(4):




3.4 EINFUGEN
Zuerst wird nach dem Schliissel gesucht. Nun gibt es zwei Optionen: Schllssel wird gefunden oder nicht.

3.4.1 Schlissel wird gefunden

Wenn wir den Schlissel gefunden, suchen wir im linken Teilbaum des Treffers weiter, bis wir auf ein Blatt stossen.
Dieses Blatt ist der Ort fiir den neuen Knoten. Der neue Knoten muss auch noch zu einem internen Knoten
expandiert werden. Beispiel insert(2):

find(2): insert(2):

3.4.2  Schlissel wird nicht gefunden
Wird der Schlissel nicht gefunden, ist die Suche ja bei einem Blatt gelandet. Dieses Blatt ist der Ort fiir den neuen
Knoten. Der neue Knoten muss auch noch zu einem internen Knoten expandiert werden. Beispiel insert(5):

find(5): insert(5):

3.5 LOSCHEN
Beim Loschen suchen wir zuerst den Schlissel. Danach gibt es drei Falle

3.5.1 Knoten hat zwei Blatt-Kinder
Das Dreierpaket linkes Blatt, zu I6schender Knoten und rechtes Blatt wird durch nur noch das rechte Blatt ersetzt.
Beispiel remove(4):




3.5.2 Knoten hat ein Blatt-Kind

Das Dreierpaket linkes Blatt, zu I6schender Knoten und rechtes Blatt wird durch den einzigen Nachkommen des zu
I6schendenden Knotens ersetzt. Beispiel remove(4):

3.5.3 Knoten hat kein Blatt-Kind
Dies ist der komplizierteste Fall. Beispiel remove(3):

1. Den Nachfolger des zu I6schenden Knotens in der Inorder-Traversierung finden (hier 5)

2. Den Nachfolger (w) an die Position des zu I6schenden Knotens (v) kopieren
3. Den Nachfolger (w) und sein linkes Kind (z, welches ein Blatt sein muss) |6schen

3.6 PERFORMANCE
n = Anzahl Key-Value-Entries, h = H6he des Baumes

e Bendtigter Speicher: O(n)
e Find, Insert & Remove: O(h)
e h=0(n)im schlechtesten Fall

e h=0(log(n)) im besten Fall \




3.7 AVLBAuM

Ein AVL-Baum ist ein binarer Suchbaum, bei dem fiir jeden internen
Knoten v gilt: die Hohe der Kinder von v unterscheiden sich héchstens
um 1. Sie sind also immer balanciert. Im Beispiel unten sind die Héhen
neben den Knoten notiert.

e Fiir die Hohe eines AVL-Baums gilt: O(log(n))

e Balance eines Knotens: b(k) = Hohe(links) — Hohe(rechts)

e B(k) immer gleich -1, 0 oder 1

e Nach dem Einfligen eines neuen Knotens kann b(k) auch noch
gleich -2 oder 2 sein

3.7.1 Einflgen

Das Einfligen funktioniert grundsatzlich gleich wie beim bindren Suchbaum, der Schliissel wird gesucht und dann
externe Knoten expandiert. Es kann jedoch passieren, dass die AVL-Balance nicht mehr erfillt ist, dann muss rotiert
werden.

3.7.2 Trinode Umstrukturierung
e Fall 1: Einfache Links-Rotation um a
e Fall 2: Einfache Rechts-Rotation um a
e Fall 3: Einfache Rechts-Rotation um c, dann eine Links-Rotation um a
e Fall 4: Einfache Links-Rotation um a, dann eine Rechts-Rotation um c

3.7.2.1 Einfache Rotation
1. Ablauf gilt fur Fall 1. Den Knoten bestimmen, wo b(k) = 2 oder -2 ist
2. Die beiden In-Order Nachfolger mit Kindern bestimmen, den Knoten in In-Order Reihenfolge a, b, c zuweisen

@
= 5 O
8

3. Einfache Rotation durchfiihren mit diesem Ziel

_® o,
557 6% &

Es konnte auch so aussehen (Fall 2):

single rotation




3.7.2.2 Doppelte Rotation
1. Ablauf gilt fur Fall 3. Den Knoten bestimmen, wo b(k) = 2 oder -2 ist
2. Die beiden In-Order Nachfolger mit Kindern bestimmen, den Knoten in In-Order Reihenfolge a, b, c zuweisen

| ol = /] bk
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3. Erste Rotation durchfiihren

@
A/ \A/@ \/@ = Hawe (Vaber) —
4 ) ) D
a. Zweitfta@tion durchfiihren mit diesem Ziel @
& B - G (Hihaodl)
o) Gortdschn) Yk

Es kdnnte auch so aussehen (Fall 4):




3.7.3 Loéschen
Das Loschen beginnt wie im bindren Suchbaum, die Balance kann daher danach nicht mehr gegeben sein.

Beispiel Loschen von 32:

unbalanciert

balanciert

unbalanciert

balanciert




3.74

Cut/Link Restrukturierungs-Algorithmus

Input: Ein Knoten x eines bindren Suchbaumes T, welcher einen Eltern-Knoten y und einen Grosseltern-Knoten z

besitzt.

Output: restrukturierter Baum T, mit rotierten Knoten (entweder Single oder Double) x, y und z.

Vorteile gegeniiber den vier Rotationen von vorher: keine Fallunterscheidung, eleganter, gleiche Zeitkomplexitat

Nachteile gegeniiber den vier Rotationen von vorher: komplexerer Programmcode

1.

3.75

Jeden Baum, den man ausbalancieren muss, kann man in 7 Teile aufteilen: x, y, z und die 4 Bdume, mit
Wurzeln direkt unterhalb x, y und z (To-T3). Danach missen die 7 Teile gemass In-Order nummeriert und x,y,z
gemass In-Order a,b, c zugewiesen werden. Z bekommt der Knoten, dessen Balance <-1 bzw. >1 ist.

Danach werden die sieben Teil in ein Array eingefligt.

ITij)a IT1 @b ITz @C IT3

1 2 3 - 5 6 7

Dann wird der Baum wieder aufgebaut: 4 als Root, 2 als linkes Kind, 6 als rechtes Kind, 1/3/5/7 als Kinder
von 2 und 6

Laufzeitanalyse

Einzelne Restrukturierung unter Benutzung eines verlinkten bindren Baumes: O(1)
Find: O(log(n))

Insert: O(log(n))

Delete: O(log(n))



3.8 SpLAY BAUM

Splay Baume sind bindre Suchbdume. In einem normalen bindren Suchbaum ist es moglich, dass gleiche Schlissel
weit auseinander gespeichert sind. Beim Splay Baum ist das Ziel, dass der zuletzt verwendete Knoten die Wurzel ist.
Beim Einfligen, Loschen und Suchen wird der Knoten gemass Tabelle zu Root bewegt mit der Operation splay. Der
tiefste zugegriffene Knoten wird somit Root.

Methode Welcher Knoten wird splayed nach der Operation?
find(k) Schlissel gefunden: Treffer benutzen

Schlissel nicht gefunden: Eltern-Knoten des Blattes am Ende
insert(k,v) Der neue Knoten, bei welchem der Entry eingeflgt/ersetzt wurde
remove(k) Eltern-Knoten des internen Knotens, der geléscht wurde

e Rechts-Rotation um y (Struktur oberhalb von y wird nicht modifiziert):

i,

e Links-Rotation um x (Struktur oberhalb von y wird nicht modifiziert):

o  Splaying :

starte mit
Node x

m “x ist das links-rechts Grosskind”: x ist das linke Kind
von seinem Eltern-Knoten, welcher selber ein rechtes
Kind ist von seinem Eltern-Knoten.

m y ist x's Eltern-Knoten; z ist y’s Eltern-Knoten

ist x Root?

nein

.

ist x Kind von
Root?

ist x linkes
Kind von
Root?

.

zag

ist x links-links
Grosskind?

zig-zig
Rechtsrotation um z, | |
Rechtsrotation um y

ist x rechts-rechts

Grosskind? zag-zag

Linksrotation um z,
Linksrotation um y

ist x rechts-links
Grosskind?

zag-zig

Linksrotation um y,
Rechtsrotation um z

ist x links-rechts

Grosskind? Zig'zag

Rechtsrotation
um Root

Linksrotation

um Root

Rechtsrotation um y,
Linksrotation um z




3.8.1 Beispiel

1. Ausgangslage 3. Zweite Rotation: Rechtsrotation um z

linkes Kind von Root)

X

2. Erste Rotation: Linksrotation umy (x ist nicht
Root, x ist nicht Kind von Root, x ist rechts-
links Grosskind, daher zuerst Linksrotation um
y, dann Rechtsrotation um z)

3.8.2 Loschen

4. Dritte Rotation: Rechtsrotation um Root (x ist

Das Loschen beginnt wie beim binaren Suchbaum. Siehe 3.5.3 Knoten hat kein Blatt-Kind fiir dieses Beispiel. Der

tiefste zugegriffene Knoten ist der Elternknoten des geldschten Knotens, er wird somit zu Root rotiert.

remove(3): tiefster interner
. Ersetze vdurch zugegriffene Knoten: «

Inorder-Nachfolger. 7y = Zig-2ag (lwks-reohls Gosskind)
Losche z.




3.8.3 Laufzeitanalyse
e Splaying Cost: O(h)
h ist die Hohe des Baumes bis zum gesuchten Knoten
o Durchschnittlich O(log(n))
Fir oft besuchte Knoten sogar wesentlich schneller, weil diese immer naher an Root riicken.
o Worst Case: O(n)
Wenn die Hohe des Baumes n ist. Dann braucht es O(n) = O(h) Rotationen.
e Einzelne Rotation unter Benutzung eines verlinkten bindren Baumes: O(1)

4 SORTIERALGORITHMEN

Algorithmus Zeitverhalten Bemerkungen

Selection Sort 0o(n?) e langsam
e in-place
e fir kleine Datasets (< 1K)

Insertion Sort 0(n?) e langsam
e in-place
e filr kleine Datasets (< 1K)

Quick Sort O(n * log(n)) erwartet e schnellster
e in-place
e fiir grosse Datasets (1K — 1M)

Heap Sort O(n * log(n)) e schnell
e in-place
e fiir grosse Datasets (1K — 1M)

Merge Sort O(n * log(n)) e schnell
e sequenzieller Datenzugriff
o flr riesige Datasets (> 1M)

4.1 MERGE SORT

4.1.1 Divide-and-Conquer

Auf Deutsch Teile-und-Herrsche. Generelles Paradigma beim Design von Algorithmen:
o Divide (Teilen): Input-Daten S in zwei getrennte Teilmengen S; und S aufteilen
e Recur (Wiederholen): Die Teilprobleme S; und S, rekursiv [6sen
e Conquer (Herrschen): mischen der Losungen von S; und S; in die Lésung von S

Der Base Case (Verankerung) der Rekursion sind Teilprobleme der Grésse 0 oder 1.

41.2 Merge Sort

Merge Sort verwendet das Divide-and-Conquer Paradigma. Zuerst wird die Sequenz in schlussendlich Teilsequenzen
mit der Grosse 1 aufgeteilt. Danach werden die Teilsequenzen wieder zusammengefiigt. Das schone ist, dass wir
jeweils nur das vorderste Element der beiden Teilsequenzen beim Mergen betrachten mussen, weil die
Teilsequenzen bereits sortiert sind. Die Ausfiihrung kann als binarer Baum dargestellt werden.

Algorithm mergeSort(S, C) Algorithm merge(A, B) _
i Input sequences A and B with
Input sequence S with n n/2 clements each
elements, comparator C Output sorted sequence of A U B
Output sequence § sorted S « empty sequence
ﬂCCOl'(HI]g to C while —A.isEmpty() A —B.isEmpty()

if A.first().element() < B.first().element()

if S.size() > 1
0 S.insertLast(A.remove(A.firsK()))

(S, S,) < partition(S, n/2) else

S‘ <« mel'(g'eS()l't(S] .O) ) .S‘.il.m.tr)‘l_m({B.J'L‘muw:{ B.first()))
S: <« II)(’I“;'L’S()I‘I(S:. 0) WhI.I‘Ei;::’.ift\fr:'\?:,{;‘.‘f-)emm'm_.i.ﬁ:ﬁsr( )
o= merge(&. Sl) while —B.isEmpiy()

) S.insertLast(B.remove(B.first()))
return S return §




[7294/38615123467809]
— ~

(7219452479 (386151368

712527 94 5409 38->38 (6116

757 (252] (959 [4>4] [353] 88 (66 (11

4.1.3 Laufzeitanalyse
Aufteilen:
e O(1) furs Aufteilen selber
e Passiert log(n) mal (Hohe des Merge-Sort-Baumes)

Zusammenfiigen und sortieren:
e Jedes Element muss von der Teilsequenz in die neue Riickgabesequenz eingefligt werden, also O(n)

e Das erste Elment ansehen und vergleichen in O(1)
e Passiert log(n) mal

log(n) * O(1) + log(n) * O(n) * O(1) =
log(n) * (O(1) + O(n) + O(1)) =
O(n * log(n))

depth #seqs size

0 1 n ( ]
| 2 n/2 ( ) ( )
20 p2i ] ) ) )

A4S

4.2 QUICK SORT
Quick Sort basiert ebenfalls auf dem 4.1.1 Divide-and-Congquer Paradigma:
e Divide (Teilen): Auswahl eines zufalligen Elements x (genannt Pivot) und Aufteilung von S in:
o L=Elemente kleiner als x
o E=Elemente gleich x D H
o G = Elemente grosser als x D O D

e Recur (Wiederholen): L und G sortieren

e Conquer (Herrschen): L, E und G vereinen
il |
4.2.1 Partitionierung (Divide) O

Algorithm pastldion(S, p) ~ Ein Elementy wird aus S entfernt und in L, E oder G
Input sequence S, position p of pivot L E G

Output subsequences L, E, G of the  €ingefligt, abhdngig vom Vergleich mit dem Pivot (x).

elements of § less than, equal to,

or greater than the pivot, resp.
L, E, G « empty sequences |:| D |:|
X < S.remove(p)
E.insertLast(x)
while —S.isEmpty()
y « S.remove(S.first())
ify<x
L.insertLast(y)
elseif y = x
E.insertLast(y)
else { y>x |
G.insertLast(y)
return L, E, G



4.2.2 Ausfihrung Beispiel
Die Ausfiihrung kann als bindrer Baum dargestellt werden, jeder Knoten reprasentiert einen rekursiven Aufruf. Die
Wurzel entspricht dem initialen Aufruf und die Blatter sind Aufrufe von Teilsequenzen der Grosse 0 oder 1.

e Links vom Pfeil ist die unsortierte Sequenz vor der Ausfiihrung
e Pivot ist schwarz und unterstrichen

e Rechts ist die sortierte Sequenz nach der Ausfiihrung

e Das linke Kind entspricht jeweils L

e Das rechte Kind entspricht jeweils G

(72943761 5123467709 |

- At

(243151234 (797 > 279 |

u 959

151

4.2.3 In-Place Implementierung
Bei der Partitionierung startet man links von der Sequenz mit der Variable h und rechts mit k. Die beiden Indexe
wandern Richtung andere Seite, solange h und k sich nicht gekreuzt haben.

e Hstoppt, wenn ein Element grdsser als das Pivot kommt
e K stoppt, bis ein Element kleiner als das Pivot kommt
e Wenn sich h und k noch nicht gekreuzt haben, werden die beiden Elemente vertauscht, dann geht’s weiter.

h k Sobald h und k sich gekreuzt haben, ist die Partitionierung
abgeschlossen. Man hat nun die Teilsequenzen
L (0 bis h-1 bzw. I) und G (k+1 bis Ende Array bzw. r).

| — | —
(32510[7[359[2[7989769]
I—\/l—

Algorithm inPlaceQuickSort(S, I, r)
Input sequence S, ranks / and r

Output sequence § with the
elements of rank between / and r
rearranged in increasing order

ifl=r

return
i ¢« a random integer between / and r
x « S.elemAtRank(i)
(h, k) < inPlacePartition(x)
inPlaceQuickSort(S, I, h — 1)
inPlaceQuickSor((S, k+ 1, r)

4.2.4 laufzeitanalyse

4.2.4.1 Worst Case
Der Worst-Case des Quick-Sort tritt dann auf, wenn das Pivot das Minimum- oder Maximum-Element ist. Entweder L
oder G hat dann die Lange n-1, das andere 0 (wenn alle Elemente ungleich).
n*+n
2

ntm-1D+...+2+1: 2i=
Dann ist die Laufzeit proportional zu der Summe: i=0

Die Laufzeit ist also O(n?) im Worst Case.



4.2.4.2 Erwartete Laufzeit
Rekursiver Aufruf von Quick-Sort auf einer Sequenz der Lange s:

e Good call: Léngen von L und G sind beide kleiner als 3s/4
e Bad call: Linge von entweder L oder G ist grésser als 3s/4

Ein Good call hat eine Wahrscheinlichkeit von 50%, die Halfte der moglichen Pivots bewirken Good calls.

(12345678910111213141516 |
\ J\, ~ A\ J

Y
Bad pivots Good pivots Bad pivots

Bei einem Knoten in der Tiefe i wird erwartet, dass die Lange der Input-Sequenz des aktuellen Calls hochstens
(3/4)7? * n ist. Somit ist fiir einen Knoten der Tiefe 2 * loga/s(n) die erwartete Input-Linge 1. Und somit ist die
erwartete Hohe des Quick-Sort-Baumes log(n).

4.2.4.3 Gesamte Laufzeit
e Partitionierung
o Entfernen eines Elements aus der Sequenz und Einfligen am Ende von L/E/G: O(1)
o Das Ganze muss O(n) mal gemacht werden
e Anzahl erwartete Rekursionen: O(log(n))

Gesamt: O(n*log(n))

4.3 LOWER BOUND
Jeder vergleichsbasierte Sortier-Algorithmus hat eine minimale Laufzeit von O(log(n!)).

minimum height (time)
3

log (n!)

A J

™ n!

n % n n
] N> 1 — | [==1log| =
og (n!) > log [J 5 og(z)

n!>+/2nn (2) —  O(nlogn)
e

Stirling-Annaherung:

Somit ist die untere Grenze: (n*log(n))



4.4 BUCKET SORT

Wir haben eine Sequenz S mit n Key-Element-Entries mit Keys im Bereich von 0 bis N-1. Die Keys werden als Index im
Hilfs-Array B verwendet und konnen somit nicht beliebige Objekte sein. Es ist kein externen Comparator noétig. Der
Algorithmus ist stabil, das heisst die relative Ordnung von zwei Entries mit dem selben Key wird durch den
Algorithmus nicht verandert.

In der Phase 1 wird jeder Entry (k, o) in seinen Bucket B[k] verschoben.

a1 3 a7 g3 67 ]
ﬂPhasel
) Ga3s) GaTgH
!

B|o|'|o ACIEIMEIE
01 2 3 4 5 6 7 8 9

In der Phase 2 wird das Hilfs-Array B von links nach rechts (die Sequenzen innerhalb der Buckets in B ebenfalls von
links nach rechts) zurlick in S geschrieben.

@ Phase 2
Lel—3,a3,6{7,d—7.¢

Algorithm bucketSort(S, N) 4.4.1 Erweiterungen
Input sequence S of (key, element) | o Wenn im Wertebereich [a, b] a nicht gleich 0 ist, macht es Sinn, den
E‘(';[R?i‘}i[h keys in the range Entry (k, o) in den Bucket B[k-a] zu stecken.
Output sequence S sorted by . Wenn Strings als Keys verwendet werden, kann ein Set D von

increasing keys konstanter Grosse mit moglichen Strings verwendet werden (beispielsweise

26 Kantone). D wird dann sortiert und jedem String ein Index r(k)
zugeordnet. Der Bucket des Strings ist dann B[r(k)].

B < array of N empty sequences
while —S.isEmpty()
[« S.first()
(k, 0) « S.remove(f)
B[k].insertLast((k, 0))
fori<—OtoN-—1
while —B[il.isEmpty()
f < Blil.first()
(k, 0) < Bli].remove(f)
S.insertLast((k, 0))

4.4.2 Lexikographische Ordnung

Ein d-Tupel ist eine Sequenz von d Keys (ki, kz, k3, ..., kq), wobei Key k; als die i-te Dimension des Tupels bezeichnet
wird. Beispielsweise ist eine dreidimensionale Koordinate ein 3-Tupel.

Die lexikographische Ordnung von zwei d-Tupels ist rekursiv definiert als:
(X1 X5 cees X)) < (V15 Voo o0 V)
=

X\ <PV X =N (X 00y X)) < (P 000 V)

Das heisst, die Tupel werden der Dimension nach verglichen (zuerst die erste Dimension, dann die Zweite, usw.).



Algorithm lexicographicSort(S)

Input sequence § of d-tuples
Output sequence S sorted in
lexicographic order

for i < d downto 1
stableSort(S, C))

Beispiel:

Ci ist der Comparator, der zwei Tupel nach ihrer i-ten Dimension
vergleicht. StableSort ist ein stabiler Sortier-Algorithmus, welcher
Ci verwendet. Es wird zuerst nach Dimension d sortiert und dann
die restlichen Dimensionen von rechts nach links bis 1.

(74,6) (5,1,5) (2,4,6) (2, 1, 4) (3, 2, 4)
i=3 (2, 1,4) (3, 2, 4) (5,1,5) (7,4,6) (2,4,6)
i=2 (2, 1,4) (5,1,5) (3, 2, 4) (7,4,6) (2,4,6)
i=1 (2, 1, 4) (2,4,6) (3, 2, 4) (5,1,5) (7,4,6)

4.4.3 Radix Sort

Algorithm radixSort(S, N)

Input sequence § of d-tuples such
that {0y vees 0) ()5 oo0n %) and
kb v N = I iz d¥—1)
for each tuple (x,, ..., x,) In .S

Output sequence S sorted in
lexicographic order

for i < d downto |
bucketSort(S, N, i)

Algorithm binaryRadixSort(S)
Input sequence S of b-bit
integers
Output sequence § sorted
replace each element x
of § with the entry(0, x)

fori<0Otob—1

replace the key k of
each entry(k, x) of §
with bit x; of x

bucketSort(S, 2, i)

4.4.4 Llaufzeitanalyse

4.4.4.1 Bucket Sort
Phase 1: O(n)

Phase 2: O(N+n)
Gesamt: O(N+n)

4.4.4.2 Lexikographische Sortierung
Gesamt: O(d * T(n))
T(n) ist die Laufzeit von stableSort

4.4.4.3 Radix Sort

Gesamt: O(d * (N+n))

Bei bindren Zahlen: O(b*n)

b ist die Anzahl Bits pro Tupel

Radix Sort ist eine Spezialisierung der lexikographischen Sortierung,
welcher Bucket Sort als stabilen Sortieralgorithmus verwendet. Es ist
anwendbar fiir Tupel mit Integer-Keys, die in allen Dimensionen im
Bereich 0 bis N-1 liegen.

Es ist gut geeignet zur Sortierung von binaren Tupels. Die Keys sind im
Bereich von 0 bis 1, also ist N=2.




5 PATTERN MATCHING

Ein String ist eine Sequenz von Characters. Ein Alphabet % ist ein Set von moglichen Zeichen fiir eine Familie von
Strings. Beispiele fiir Alphabete: ASCII, Unicode, {0, 1}, {A, C, G, T} (DNA-Grundbausteine)

P ist ein String der Lange m. Ein Substring P[i..j] ist eine Subsequenz von P bestehend aus den Zeichen mit Index
zwischen und inklusive i und j.

Prafix: P[O..i]
Suffix: P[i..m-1]

Beim Pattern-Matching Problem geht es darum, einen Substring im Text T zu finden, der mit dem Pattern P
Ubereinstimmt.

5.1 BRUTE FORCE

Bei der Brute Force Methode vergleicht der Algorithmus das Pattern P mit dem Text T fiir jede mogliche Position von
P relativ zu T, bis eine Ubereinstimmung gefunden wurde oder alle méglichen Platzierungen ausprobiert wurden.

Algorithm BruteForceMatch(T, P)  iist der aktuelle Index innerhalb von T und j der aktuelle Index innerhalb von
Input Text T der Linge n P. Wenn die Zeichen an i+j und j iibereinstimmen, wird j um 1 erhéht. Wenn j
und Pattern P der Liange m . .. . . o
< gleich der Lange von P ist, haben wir einen Match und i wird returned,

Output Startindex eines . .
S‘memu\‘ von T. welcher mit ~ Welches der Startindex des Matches ist.

P iibereinstimmt, oder —1 . . . .
falls keif solcher Substting Sobald aber ein Mismatch vorkommt, wird j wieder auf 0 gesetzt. Wenn wir

existiert. am Ende von T angekommen sind und es keinen Match gab, wird -1 returned.
for i< Oton—m
{ testen der i 'ten
Verschiebung des Patterns }
j<0
while j < m A T[i + j] = P[j]
Fefi1
if j=m
return i { match bei i }
return —1{ kein match !}

Laufzeit: O(n*m)

5.2 BOYER-MOORE

5.2.1 Last Occurence Funktion

Boyer-Moore analysiert zuerst das Pattern und das Alphabet %, um die Last Occurence Funktion L aufzubauen. Das
Ziel ist, den hochsten Index jedes Characters des Alphabets in P zu speichern, bzw. -1 wenn der Character nicht in P
vorkommt.

s X={a,b,c d} c a b c d
= P = abacab L(c) 4 5 3 -1
Pos: 012345 y

}




5.2.2  Algorithmus

Der Algorithmus basiert auf zwei Heuristiken:

e Looking-Glass Heuristik: P wird mit einer Subsequenz von T verglichen, dabei wird am Ende des Patterns

gestartet

e Character-Jump Heuristik: falls bei T[i] = ¢ keine Ubereinstimmung:
o falls P das Zeichen c enthilt, verschiebe P bis das letzte Auftreten von c in P mit T[i] Gbereinstimmt

o sonst verschiebe P bis P[0]

mit T[i+1] Gbereinstimmt

Man vergleicht jeweils den letzten Character von P mit dem zugehorigen Character in T. Ist es ein Match, geht man
einen Character zurtick, usw. Ist es jedoch ein Mismatch, richtet man das Pattern auf die Last Occurence aus oder

schiebt einfach 1 nach vorne, wenn die Ausrichtung das Pattern zuriickschieben wiirde.

Aln|n|a Klujrfn|i|k|o|w|a w|a

r e|i|n|e Tle|n|n|i

s|s|pli

<- Spezialfall: statt einer negativen Verschiebung nach links: eine Stelle nach rechts (siehe

Folie 10

und 16: "Case;1")

el i <- optima

er Fall: mismatched Character 'a' kommt im Pattern Uberhaupt nicht vor: Shift um

das

ganze Pattern

el <- optimaler Fall ‘

el

<- Ausrichtung auf mismatched Character 'i'

el <- optimaler Fall |

e i

<- optimaler Fall

e

<- optimaler Fall

Character 'e’

e i. <- Ausrichtung auf mismatched
]

i|n : 12 Vergleiche

etc. ...

Algorithm BoyerMooreMatch(T, P, 2)

L <« lastOccurenceFunction(P, X')
i< m-1 {actual T-index}
jem—1 {actual P-index}
repeat
if 7i] = P[]
if j=0
return / { match at i/
else
i—i—1
Jej-1
else
{ character-jump } /
[« L[T[i]]
i« i+m—min(j, 1 +1)
jem—1
until i>n—1
return —1 { no match }

Casel: j<1+!/

Ll [ ] ]a

i
|
LL[[-[bla] |
J
[

HENE

«—
)
Case 2: 1 +/<j

7 LI ]

i

L fal -]
I

5.2.3 Laufzeitanalyse
Laufzeit: O(n*m +s)

n = Ladnge Text, m = Ldnge Pattern, s = Anzahl Zeichen im Alphabet



5.3 KNUTH-MORRIS-PRATT

5.3.1 Preprocessing (Fehl-Funktion)
In der Vorlaufsphase sucht der Algorithmus Ubereinstimmungen vom Prifix des Musters im Muster selbst.

Berechnung Fehl-Funktion:
1. Bestimmen aller Rander aller Pattern-Substrings

(Rand: langstes Prafix, der gleichzeitig auch Suffix ist)
2. Bestimmen der maximalen Lange dieser Rander
3. F(j) entspricht der Lange des langsten Randes des Substrings P[0..j]

J 0 1 2131415 6 |7 8 Algorithm failure Function(P)
|(l‘b|(l|ﬂ|b|(llﬂ|bl(l| Pjlla | b |a|al|b|a|al|b)|a 'FIOII<_0
- i«
Fi)lofjo| 1|1 [2|34]|5]6 je0
while i < m
Rinder-Ldnge: 0 1 2 3 4 5 6 max.Lange if P[i] = P[j]
: , . .
P[0]=a o 0 ,{v\?ﬁ E\f}:ln?lchcdj 1 chars}
P[1]=ab { 0 i+l
P[2]=aba {3} a 1 .,
" jej+1
P[3]=abaa {3 a 1 else if j> 0 then
P[4]=abaab { ab 2 {use failure function to shift P}
P[5]=abaaba { a aba 3 j« Flj-1]
P[6]=abaabaa {} a abaa 4 else
P[7]=abaabaab {} ab abaab 5 F[i] < 0 { no match }
P[8]=abaabaaba {} a aba abaaba 6 i«i+]1
5.3.2  Algorithmus
Algorithm KMPMatch(T, P) Das Muster wird von links nach rechts mit dem Text verglichen, jedoch schiebt
f:of“i”‘r”F””"f”"(P) der Algorithmus das Muster intelligenter als Brute Force. Beim Preprocessing
je0 haben wir berechnet, um wie viel das Muster bei einem Mismatch geschoben
while i < n d k
if 771 = Pj] werden kann.
if j=m-1
return i-m + 1 { match }
else
i—i+l
Jjej+1
else
if j>0
Je Fj-1]
else
ie—i+]1
return —!| { no match }

d‘cldadaeddaeadaeddadae
0 1 2|3 |afs|6 Tjelalo 1 2 |3[4([5]8 Tle|o]o
d e|d|a Uberei immt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a"ist 1, 1-0=+1, j kriegt den Wert vom Rand j=0
a le |d |a Erstes Zeichen hat nicht ibereingestimmt, direkt +1
d |a d |a Ubereingestimmt hat "da”, der Rand davon ist 0, der Index j von "e" ist 2, 2-0=+2, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a|e |d Ubereingestimmt hat "daed", der Rand davon ist 1, der Index j von "a" ist 4, 4-1=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=1
d e |d |a Uberei immt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a" ist 1, 1-0=+1, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a |e a Ubereingestimmt hat "dae”, der Rand davon ist 0, der Index j von "d" ist 3, 3-0=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=0
a |e |d |a Erstes Zeichen hat nicht ibereingestimmt, direkt +1
d |a |e |d Ubereingestimmt hat "daed", der Rand daven ist 1, der Index j von "a" ist 4, 4-1=+3, j kriegt den Wert vom Rand j=1
d e |d |a Uberei immt hat "d", der Rand davon ist 0, der Index j von "a"ist 1, 1-0=+1, j kriegt den Wert vom Rand j=0
d |a d |a Uby gestimmt hat "da", der Rand davon ist 0, der Index j von "e" ist 2, 2-0=+2, j kriegt den Wert vom Rand j=0
| d |a |e no match, 29 Vergleiche
L —

5.3.3 Laufzeitanalyse
e Preprocessing: Max. O(2m)
m = Lange des Patterns
e Algorithmus: Max. O(2n)
n = Lange des Texts

Gesamt: O(2m + 2n) = O(m+n)

Nach Vorverarbeitung des Musters erzielt der KMP Algorithmus eine Geschwindigkeit, die proportional zur Text-

Grosse ist.



5.4 TRIES

Wenn ein Text gross, unveranderlich und oft durchsucht wird, kann man anstelle des Musters (wie beim KMP-
Algorithmus) auch den Text vorverarbeiten. Ein Trie ist eine kompakte Datenstruktur fir die Reprdsentation einer
Menge von Strings, wie z.B. alle Worter eines Textes. Tries erlauben Pattern Matching mit einer Geschwindigkeit,
welche proportional zur Grosse des Patterns ist.

Ein Standard-Trie ist ein geordneter Baum mit diesen Eigenschaften:

o Alle Knoten ausser der Wurzel-Knoten haben genau ein Zeichen.
e Die Pfade von den externen Knoten zur Wurzel beinhalten die Strings aus der Menge von Strings S.

S = { bear, bell, bid, bull, buy, sell, stock, stop }

Speicherbedarf: O(n)
Suchen, Einfiigen und Léschen: O(d*m)
n = totale Ladnge der Strings in S, m = Ldnge des String-Parameters der Operation, d = Grésse des Alphabets

5.4.1 Suchein einem Trie
[slefe] [a] [blefar[?] [s[e[I[I] [s]tfofc[k[!] ]
0123456 7 8 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23
[slefe| [a [bJuft]1[?] [bJuly[ [s]t]ofc|k[!] ]
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
[b]i]d] [s[toJe[k[![ [b]i]d] [s[t]o[c[k[!] |
47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68
(hlela[r] [t[h]e[ [bfe[r]I[?] [s[t[o][p[!]
69 70 71 7273 74 7576 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88




5.4.2 Kompakte Reprasentation
01234

012 3 012 3
S[0] = si1= [BJull[l]  si= [hle[a]r]
si1= [blelalr] Si5]= [bJuly] si81= [ble[T]T]
si21= [s[e[l]T] S[6] = sio1= [s[t]o]p]

si31= |s|[to]c[k]

1,2,3 8,2, 3 4,2, 3 5,2,2 0,22 2,2,3 3,3, 4 9, 3, 3
e Knoten speichert Indizes anstelle von Substrings
e Bendtigt O(s) Speicher, wobei s die Anzahl Strings im Array ist
e Dient als Hilfs-Index Struktur
e Bedeutung Zahlen in den Knoten

o Erste Zahl: Index in S, also Wort

o Zweite Zahl: Index des Zeichens, wo der Substring beginnt innerhalb des Worts, das wir von der
ersten Zahl wissen

o Dritte Zahl: Index des Zeichens, wo der Substring aufhort

5.4.3 Suffix Trie

I {m
3 4

n
2

i
1

>
NP
7@/
NE
pd
S

/
é R QEQ
G
@)
@-O-2Q3)
3
®_
206

Z
Speicherbedarf: O(n) Id4 |
Pattern Matching: O(d*m) 6
Zeit zum Erstellen: O(n) Z

n = Lange des Strings, d = Grosse des Alphabets, m = Lange des Patterns



6 DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG

Dynamische Programmierung ist anwendbar auf Probleme, welche anfanglich eine sehr grosse Laufzeit zu bendtigen
scheinen (moglicherweise sogar exponentiell). Voraussetzungen:

e Einfache Subprobleme: Die Subprobleme kénnen durch wenige Variablen ausgedriickt werden.

e Subproblem-Optimierung: Das globale Optimum kann durch optimale Subprobleme ausgedriickt werden.

e Subprobleme iiberlappen: Die Subprobleme sind abhadngig voneinander und der Algorithmus sollte somit
bottom-up konstruiert werden.

6.1 RUCKSACK-PROBLEM

Gegeben:
e n Gegenstdnde mit einem bestimmten Gewicht und Wert
e Ein Rucksack mit einer bestimmten Gewichts-Kapazitat

Gesucht:
e Fillung des Rucksacks, so dass der Wert der Gegenstande maximal ist

Das Brute Force Verfahren, um das Problem zu I6sen, ware alle méglichen Varianten zu probieren. Alle Varianten,
die das maximale Gewicht nicht Gberschreiten, werden betrachtet und dann die beste Variante gewahlt. Der
Aufwand dafir ist jedoch riesig, ndmlich O(2").

Ein Greedy Algorithmus wirde jeweils den Gegenstand mit dem gréssten Gewicht, der noch reinpasst, in den
Rucksack packen. Das gibt immer schnell eine L6sung, jedoch ist das moglicherweise nicht die optimale Lésung.

Bei der dynamischen Programmierung erstellen wir optimale Subprobleme, die einfacher zu l6sen sind. Bei diesem
Beispiel haben wir:

e Rucksack mit 7kg Kapazitat
e Gegenstande:

o 3kg mit 2S Wert
1kg mit 25 Wert
3kg mit 4S5 Wert
4kg mit 55 Wert
2kg mit 3S Wert

O O O O

Wir arbeiten Zeile fiir Zeile von links nach rechts ab.

1. Schauen, ob das Gewicht des Items der Reihe gleich oder kleiner als die Kapazitat der Spalte ist.
a. Wenn nein, Wert von Feld direkt obendran kopieren.
b. Wenn ja, wahlt man das grossere der beiden nachfolgenden Optionen aus:
i. Wert des Felds direkt obendran (Item wird nicht hinzugefiigt)
ii. Wert des Items der Reihe +
Wert des Felds obendran nach links verschoben um das Gewicht des Items der Reihe
(Item wird hinzugefigt)

2kg 3kg 4kg 5kg 6kg 7kg

0$ 0$ 0$ 0$ 0% 05

0$ 2$ 28 25 25 25
1kg/25 05 25 45 45 4 4
3kg/45 05 45 65 65 65 85
4kg/55 0S<+— |25 2$ 45 6 75 9$
2kg/35 0S 25 —3$ 55 65 75 9s

Die Losung sind die Items, bei denen der Wert nicht von oben kopiert wurde: 2kg/3S, 4kg/5S, 1kg/2$




6.2 LONGEST COMMON SUBSEQUENCE (LCS)

6.2.1 Subsequenzen
Eine Subsequenz eines Strings ist eine Sequenz, die durch Loschen einiger oder keiner Elemente aus dem
urspriinglichen String ohne Anderung der Reihenfolge der verbleibenden Zeichen erhalten wird.

Zum Beispiel, wenn wir den String "ABC" haben, dann sind "A", "B", "C", "AB", "AC", "BC", und "ABC" Subsequenzen
des Strings. Beachten Sie, dass auch der leere String und der urspriingliche String selbst als Subsequenzen betrachtet
werden.

Es ist wichtig zu beachten, dass eine Subsequenz nicht dasselbe ist wie ein Substring. Ein Substring ist eine
zusammenhangende Folge von Zeichen innerhalb eines Strings. Im Gegensatz dazu muss eine Subsequenz nicht aus
zusammenhangenden Zeichen bestehen. Zum Beispiel, in dem String "ABC", "AC" ist eine Subsequenz, aber kein
Substring.

6.2.2  Algorithmus
Das Ziel von LCS ist es, die langste Subsequenz zu finden, die sowohl im String X als auch im String Y enthalten ist. Ein
bekannter Anwendungsfall dafiir ist Git.

Beispiel: ABCDEFG und XZACKDFWGH haben ACDFG als langste gemeinsame Subsequenz.

Die Brute Force Losung ware, alle Subsequenzen von X aufzulisten und zu testen, welche davon in Y vorhanden sind.
Die langste Subsequenz, welche in Y enthalten ist, ist dann das Resultat. Die schlechte Laufzeit davon ware O(2").

Beispiel: X=abcde, Y=ace

Die Felder stellen die Subprobleme dar. Das Feld [a/a] beispielsweise stellt das Vergleichen von abcde und ace dar,
wohingegen [d/c] nur das Vergleichen von de und ce darstellt.

1. Wirfillen die Zeile und Spalte bei Index -1 mit 0 auf
2.  Wir beginnen oben links mit dem Ausfiillen, gehen die Zeile nach rechts durch und gehen dann eine Zeile
runter, wo wir wieder links beginnen
3. Pro Feld gibt es zwei Optionen:
e Die Characters stimmen {iberein: Wir addieren 1 zum Wert eins oben und eins links (diagonal ) und
notieren diesen Wert
e Die Characters stimmen nicht tiberein: Wir nehmen den héheren Wert von entweder eins obent
oder eins links+=
4. Wenn die Tabelle fertig ausgefiillt ist, kdnnen wir die LCS auslesen. Wir beginnen dazu ganz unten rechts.
Wenn die beiden Zeichen des Felds tbereinstimmen, fligen wir es hinten in die LCS ein und wechseln wir in
das Feld oben links (diagonal ). Sonst folgen wir einfach der Zeile oder Spalte nach links oder oben, wo die
Zahl gleichbleibt.

X/Y a c e

L -1 0 1 2

-1 0 0 0 0
a 0 0 1 1
b 1 0 1 1
c 2 0 1 2
d 3 0 1 2
e 4 0 1 2

LCS-Lange=3, LCS=ace




Algorithm LCS(.x, Y):

Input: Strings Xand Ywith nand m elements, respectively

Output:For i=0,..,n-1, j=0,...,m-1, the length L[/ j] of a longest string
that is a subsequence of both the string X[0../] = XX %...x; and the
string ¥[0.. /1 = yohiho-- ¥

for /=1to n-1do

i1]1=0
for j=0to m-1 do
4-1,1=0

for /=0to n-1 do
for j=0to m-1 do
if x,= y; then
g g=14m, 1] +1
else
L[, 1 = max{Z[F1, /1, L[} J-11}
return array £

6.2.3 Laufzeitanalyse
e Ausserer For-Loop iteriert n mal
e Innerer For-Loop iteriert m mal

Gesamt: O(n*m)

7 GRAPHS

7.1 DEFINITIONEN & TERMINOLOGIEN

Ein Graph ist ein Paar (V, E):
e Vst ein Set von Vertizes (Knoten)
e Eist eine Collection von Vertizes-Paaren (Kanten oder englisch Edges)
e Vund E sind Positionen, die Elemente speichern

Beispiel:

Kanten kdnnen gerichtet oder ungerichtet sein:
e Gerichtet: die beiden Vertizes sind geordnet (u, v)
der erste Vertex u entspricht dem Ursprung und der zweite Vertex v dem Ziel

flight
(ORD) 2 1206~ PVD

e Ungerichtet: die beiden Vertizes sind ungeordnet (u, v)

D — VD>

Auch Graphen kénnen gerichtet oder ungerichtet sein:
e Gerichtet: alle Kanten sind gerichtet
e Ungerichtet: alle Kanten sind ungerichtet




e Kanten sind inzident (enden) an einem Vertex
a, d, b sind inzident in V

e Adjazente (benachbarte) Vertizes
V und X sind adjazent

e Der Grad (Degree) eines Vertex ist die Anzahl inzidenter Kanten
V hat Grad 3

e hundisind parallele Kanten

e jist eine Schleife

Ein Pfad hat folgende Eigenschaften:
e Sequenz von alternierenden Vertizes und Kanten
e Beginnt mit einem Vertex
e Endet mit einem Vertex
e Jede Kante beginnt und endet an einem ihrer Endpunkte

Ein einfacher Pfad ist ein Pfad, bei dem alle Vertizes und Kanten unterschiedlich sind.

Ein Zyklus in der Graphentheorie ist ein Kantenzug mit unterschiedlichen Kanten in einem Graphen, bei dem Start-
und Endknoten gleich sind. Ein zyklischer Graph ist ein Graph mit mindestens einem Zyklus. Bei einem einfachen
Zyklus sind alle Vertizes und Kanten unterschiedlich.

7‘.2 EIGENSCHAFTEN o N n Anzahl Vertizes
Die Summe der Degrees aller Vertizes ist 2m, weil jede Kante m Anzahl Kanten

zweimal gezahlt wird.
X deg(v) =2m deg(v) Grad von Vertex v

In einem einfachen (das heisst ohne Schleifen und ohne

Mehrfach-Kanten (parallele Kanten)), ungerichteten Graphen gilt Beispie|

folgendes, weil jeder Vertex hochstens einen Grad von n-1 besitzt: 4

m<n(n-1)/2 " n=
mm=06

m deg(v) =3




7.3 METHODEN

= Update-Methoden
= insertVertex(o): insert a
vertex storing element o;
return the new vertex
= insertEdge(v, w, 0): insert
an edge (v,w) storing

= Zugriffs-Methoden element o;
= endVertices(e): an array of return the new edge
the two endvertices of e = removeVertex(v): remove
= opposite(v, e): the vertex vertex v (and its incident
opposite of v on e edges)
= areAdjacent(v, w): true = removeEdge(e): remove
iff(*) v and w are adjacent edge e
= replace(v, x): replace " Iterator-Methoden
element at vertex v with x = incidentEdges(v): all edges
= replace(e, x): replace incident to v
element at edge e with x " vertifies(): all vertices in the
grap
(*) "“iff": “if and only if” = edges(): all edges in the
graph

7.4 KANTEN-LISTEN STRUKTUR / ADJAZENZ-LISTEN STRUKTUR
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7.5 ADIAZENZ-MATRIX STRUKTUR
a b

e

0l/é|u 1[4 (v 2 W
o0\ 1 2
0|a|* |@

1 oA\

Y G e

7.6 PERFORMANCE

i poralon Kamen | arten | Adiazenz Adjazens
= keine Schleifen

Space n+m n+m n’
incidentEdges(») m deg(v) n
areAdjacent (v, w) m | min(deg(v), deg(w)) 1
insertVertex(o) 1 1 n?
insertEdge(v, w, o) 1 1 1
removeVertex(v) m deg(v) n?
removeEdge(e) 1 1 1

7.7 SUBGRAPHEN
Ein Subgraph eines Graphen ist ein Graph, so dass gilt:

e die Kanten vom Subgraph sind eine Teilmenge der Kanten des Graphen
e die Vertizes vom Subgraph sind eine Teilmenge der Vertizes des Graphen

Ein spanning (aufspannender) Subgraph eines Graphen ist ein Subgraph, der alle Vertizes des Graphen enthilt.

7.8 CONNECTIVITY

Verbunden (connected): es existiert ein Pfad zwischen jedem Paar von Vertizes (muss

nicht direkt sein)

Eine verbundene Komponente eines Graphen ist ein verbundener Subgraph des T
ree

Graphen

Forest



7.9 BAUME UND WALDER

Ein (freier) Baum ist ein ungerichteter Graph T, so dass T verbunden ist und keine

Zyklen aufweist.

Ein Wurzelbaum (auch gewurzelter Baum) ist in der Graphentheorie ein Baum, der

einen ausgezeichneten Knoten, die Wurzel, enthélt. Die Definition unterscheidet

sich von jener des (freien) Baumes. Von dieser Wurzel aus sind samtliche anderen
Knoten erreichbar (Out-Tree) oder sie kann ihrerseits von jedem anderen Knoten

aus erreicht werden (In-Tree).

Ein aufspannender Baum (Spanning Tree) eines verbundenen Graphen ist ein
aufspannender Subgraph, welcher auch ein Baum ist, er muss also alle Vertizes des

Graphen enthalten, verbunden sein und keine Zyklen haben. Ein aufspannender
Baum ist nicht eindeutig, ausser der Graph, von dem ausgegangen wird, ist ein

Baum.

connected

Ein Wald ist ein ungerichteter Graph ohne Zyklen. Die verbundenen Komponenten
eines Waldes sind Baume. Ein aufspannender Wald eines Graphen ist ein
aufspannender Subgraph, welcher auch ein Wald ist

Connected Graph

o—=0O

Non connected graph with two

components

Spanning Tree

7.10 DEPTH-FIRST SEARCH (DFS) / TIEFENSUCHE
DFS ist eine allgemeine Technik zur Traversierung eines Graphen. Es entspricht in etwa der Euler-Tour bei binadren
Baumen. Der Algorithmus benutzt einen Mechanismus, um "Labels" auf Kanten und Vertizes zu setzen. Eine DFS-

Traversierung eines Graphen G:

Algorithm DFS(G)
Input graph G
Output labeling of the edges of G

as discovery edges and
back edges

for all u € G.vertices()
setLabel(u, UNEXPLORED)
for all ¢ € G.edges()
setLabel(e, UNEXPLORED)
for all v € G.vertices()
if getLabel(v) = UNEXPLORED
DFS(G, v)

Algorithm DFS(G, v)

Input graph G and a start vertex v of G

Output labeling of the edges of G
in the connected component of v
as discovery edges and back edges

setLabel(v, VISITED)
for all e € G.incidentEdges(v)
if getLabel(e) = UNEXPLORED
w <« opposite(v,e)
if getLabel(w) = UNEXPLORED
setLabel(e, DISCOVERY)
DFS(G, w)
else
setLabel(e, BACK)




7.10.1

Eigenschaften

DFS (G, v) besucht alle Vertizes und Kanten in der verbundenen Komponente von G beginnend bei v
die von DFS (G, v) markierten, besuchten Kanten bilden einen aufspannenden Baum fiir die verbundene
Komponente von G beginnend bei v

7.10.2 Beispiel
@ unexplored vertex o Man sieht, dass das Vorgehen der Strategie
@ vishid vertex zum Losen eines Labyrinths dhnelt. Wir
o 0 G arkieren jede besuchte Kreuzung, Ecke und
—— unexplored edge Sackgasse (Vertex).Wir markieren jeden
—— discovery edge besuchten Korridor (Kante). Wir notieren
- - —» back edge den Riickweg zum Eingang (Start Vertex) (>

7.10.3

7.10.4 Erweiterung: Pfad zwischen zwei Vertices finden Algorithm pathDFS(G, v, 2)
Pfad zwischen u und z finden in G: DFS(G, u) aufrufen (DFS in G mit Start- setLabel(v, VISITED)
Vertex u ausfuhren), mithilfe eines Stacks merken wir uns den Pfad zwischen u :s;;”“s”(")

if v=z
und dem aktuellen Vertex, sobald wir z gefunden haben, geben wir den Pfad finish: result is S.elements()
mithilfe des Stacks aus for all ¢ € G.incidentEdges(v)

Rekursion auf dem Stack).

Laufzeitanalyse

Graphen hat n Vertizes und m Kanten

Setzen/Lesen eines Vertex-/Kanten-Labels benétigt O (1) Zeit

Jeder Vertex wird zweimal markiert: zuerst UNEXPLORED, dann VISITED - O(2n)

Jede Kante wird zweimal markiert: zuerst UNEXPLORED, dann DISCOVERY oder BACK > 0(2m)

Die Methode incidentEdges() wird pro Vertex einmal aufgerufen. O(deg(v)) bei Adjazenzlisten-Strukturen,

also )}, deg(v) = 2m > 0(2m)
O0(2n+2m+2m) = 0(2n+4m)=0(n+m)

if getLabel(e) = UNEXPLORED
w < opposite(v,e)
if getLabel(w) = UNEXPLORED
setLabel(e, DISCOVERY)
S.push(e)
pathDFS(G, w, 7)
S.pop()
else
setLabel(e, BACK)
S.pop()




7.10.5 Erweiterung: Einfache Zyklen finden Algorithm cycleDFS(G, v)

Mithilfe eines Stacks merken wir uns den Pfad zwischen dem Startvertex setLabel(v, VISITED)
und dem aktuellen Vertex. Sobald wir auf eine Back-Kante (v, w) treffen, S.push(v)

. . for all ¢ € G.incidentEdges(v)
geben wir den Zyklus als Teil des Stacks aus: vom obersten Stackelement if getLabel(e)= UNEXPLORED
bis zum Vertex w. w < opposite(v,e)

S.push(e)

if getLabel(w) = UNEXPLORED
setLabel(e, DISCOVERY)
cycleDFS(G, w)
S.pop()
else
T < new empty stack
repeat
0« S.pop()
T.push(o)
until o =w
finish: result is 7.elements()
S.pop()

7.11 BREADTH-FIRST SEARCH (BFS) / BREITENSUCHE

BFS ist eine generelle Technik fir die Traversierung eines Graphen. Der Algorithmus benutzt einen Mechanismus, um
"Labels" auf Kanten und Vertizes zu setzen. Eine BFS-Traversierung eines Graphen G:

Algorithm BFS(G, s)
L, « new empty sequence
L .insertLast(s)
setLabel(s, VISITED)
i«0
while — L.isEmpty()

Algorithm BFS(G)

Input graph G L; ., < new empty sequence
OQutput labeling of the edges for all v € L,elements()
and partition of the for all e € G.incidentEdges(v)
vertices of G if getLabel(¢) = UNEXPLORED
for all u € G.vertices() w < opposite(v,e)
setLabel(u, UNEXPLORED) if getLabel(w) = UNEXPLORED

setLabel(e, DISCOVERY)
setLabel(w, VISITED)
L, .insertLast(w)

for all ¢ € G.edges()
setLabel(e, UNEXPLORED)

for all v € G.vertices() else
if getLabel(v) = UNEXPLORED setLabel(e, CROSS)
BFS(G, v) i+l

7.11.1 Eigenschaften
e BFS (G,s) besucht alle Vertizes und Kanten in G, (verbundene Komponente vom Start-Vertex s)
e Die Discovery-Kanten von BFS (G, s) bilden einen aufspannenden Baum T von G
e Firjeden Vertexvin L; gilt:
o der Pfad in T; von s nach v besitzt i Kanten
o jeder Pfad von s nach v in G besitzt mindestens i Kanten

7.11.2 Applikationen
Wir kénnen die BFS-Traversierung eines Graphen G benutzen, um folgende Probleme in O(n 4+ m) Zeit zu l6sen:

e bestimmen der verbundenen Komponenten von G

e bestimmen eines aufspannenden Waldes von G

e bestimmen eines einfachen Zyklus in G oder bestimmen, ob G ein Wald ist

e beizwei gegebenen Vertizes von G: finden eines Pfades in G zwischen den beiden Vertizes mit minimaler
Anzahl Kanten oder bestimmen, ob ein solcher Pfad existiert

BFS kann man auch erweitern, um andere Graphenprobleme zu I6sen:

e Finden und Ausgeben eines Pfades mit einer minimalen Anzahl Kanten zwischen zwei gegebenen Vertizes.
e Finden von einfachen Zyklen, falls es solche gibt



7.11.3 Beispiel

(™  unexplored vertex

@ visited vertex
—— unexplored edge
— discovery edge

- - —» cross edge /

7.11.4 Laufzeitanalyse
e Graph hat n Vertizes und m Kanten
e Setzen/Lesen eines Vertex-/Kanten-Labels benétigt 0(1) Zeit
e Jeder Vertex wird zweimal markiert: zuerst UNEXPLORED, dann VISITED = 0(2n)
e Jede Kante wird zweimal markiert: zuerst UNEXPLORED, dann DISCOVERY oder CROSS = 0(2m)
e Die Methode incidentEdges() wird pro Vertex einmal aufgerufen. O(deg(v)) bei Adjazenzlisten-Strukturen,
also Y., deg(v) =2m > 0(2m)
e O0(2n+2m+2m) = 0(2n+4m)=0(n+m)



7.12 DFSvs. BFS

Back edge (v,w) Cross edge (v,w)
(Riickwartskante) (Kreuzungskante)
= w ist ein Vorfahre von v = w ist auf der selben Stufe

im Baum der Suchkanten wie v oder auf dem

n?chsten Level im
Applikationen DFS | BFS D:scover?r-Kantenbaum

Aufspannender Wald, Verbundene N N
Komponenten, Pfade, Zyklen

B C
Kiirzester Pfad v N G)/« \
N

Biconnected Komponenten

7.13 DIRECTED GRAPHS / DIGRAPHS / GERICHTETE GRAPHEN
Graph, dessen Kanten alle gerichtet (jede Kante geht nur in eine Richtung) sind

7.13.1 Eigenschaften
e Graphen hat n Vertizes und m Kanten
e Wenn G einfach (das heisst ohne Schleifen und ohne Mehrfach-Kanten (parallele Kanten)) ist: m < n(n — 1)
e Wenn In-Kanten (Kanten, die auf diesen Vertex zeigen) und Out-Kanten (Kanten, die von diesem Vertex
ausgehen) in separaten Adjazenz-Listen sind: Laufzeit fir Zugriff auf In- und Out-Kanten proportional zur
Grosse der Listen

7.13.2 Applikationen
o Scheduling: Kante (a, b) bedeutet, dass Task a terminieren muss bevor Task b gestartet wird
e DFS: kann spezialisiert werden, indem Kanten nur entlang ihrer Richtung traversiert werden, neu gibt es 4
statt 2 Typen von Kanten: DISCOVERY (Kante des Waldes), BACK (Verbindung zu einem Vorgénger),
FORWARD (Verbindung zu einem Nachfolger im Baum), CROSS (Alle tibrigen Kanten)
e BFS: kann spezialisiert werden, indem Kanten nur entlang ihrer Richtung traversiert werden

7.13.3 Erreichbarkeit
Bei einem gerichteten Graphen kénnen moglicherweise nicht alle Vertices von allen Vertices erreicht werden, auch
wenn der Graph verbunden ist

Von B aussind A, C, D, E & F erreichbar:

Strong Connectivity: Jeder Vertex kann alle anderen Vertizes erreichen, Brute Force Ansatz zur Uberpriifung,
ausfihren fur jeden Vertex v im Graph G:

1. DFSvon v aus durchfiihren, wenn es einen nicht besuchten Vertex w gibt, return false
2. Die Richtungen aller Kanten in G umkehren



3. DFSvon v aus durchfiihren, wenn es einen nicht besuchten Vertex w gibt, return false
4. Sonstreturn true

Laufzeit wie bei DFS: O(n + m)

Eine streng verbundene Komponente ist ein maximaler Subgraph, sodass jeder Vertex alle anderen Vertizes im
Subgraph erreichen kann. Laufzeit: O(n 4+ m) mit Tiefensuche, ist aber komplizierter (dhnlich wie Biconnectivity)

©—9 {a,c,g}

{f,d,e,b}

7.13.4 Transitiver Abschluss
Gegeben ist ein Digraph G: der transitive Abschluss von G ist der Digraph G*, sodass:

e (" hat die gleichen Vertizes wie G
e wenn G einen gerichteten (direkten oder nicht-direkten) Pfad von u nach v hat (u # v), dann hat G * eine
gerichtete Kante von u nach v

Der transitive Abschluss stellt die gesamte Erreichbarkeitsinformation Gber einen Digraphen zur Verfiigung.

Laufzeit: DFS beginnend bei jedem Vertex, also O(n(n + m))

f\
9

7.13.5 Floyd-Warshall Algorithmus
Alternative zum transitiven Abschluss, dynamische Programmierung

Wir haben folgenden Graphen:
G = {(1'4)' (311)l (3'2)' (3'4)J (4'3)1 (Sll)l (5l3)' (6J2)I (6J3)I (6,5), (6,7), (7,5), (716)}1 Set V = {1I2I3l4l5I6l7}

Das Ganze grafisch & als Matrix (x aus (x, y) jeweils Reihennummer), 7 Schritte benétigt aufgrund der Set-Grosse

NN AR WIN =
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il/ Viil)

Schritt 1: 1. Spalte und 1. Reihe berticksichtigen, die Zahlen
in {} sind die Felder, wo eine 1 steht

51 ={3,5} Ry = {4} S X Ry ={(3,4),(54)}

Neue 1| 2| 3| 4|5 |6/ 7

Matrix: 1 110|010/ 0] o0
2 0 1 0 0 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0 0
4 0 0 1 1 0 0 0
5 1 0 1 1 1 0 0
6 0 1 1 0 1 1 1
7 0 0 0 0 1 1 1

Schritt 2: 2. Spalte und 2. Reihe berlicksichtigen

S, = {3,6} Ry, ={} S2 X Ry ={}

Neue 1| 2| 3| 4|5 |6/ 7

Matrix: 1 110|010/ 0]o0
2 0 1 0 0 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0 0
4 0 0 1 1 0 0 0
5 1 0 1 1 1 0 0
6 0 1 1 0 1 1 1
7 0 0 0 0 1 1 1

Schritt 3: 3. Spalte und 3. Reihe berticksichtigen

S; = {456} R;={1,2,4} S3 X Ry =

{(4'1)' (4'2)' (4'4)' (5J1)' (5J2)' (5'4)' (6J1)' (6J2)' (6’4)}

Neue 1|2 |3 | 4| 5|6/ 7

Matrix: 1 1 0 0 1 0 0 0
2| o0 1 o|lo0o|o|o0] O
3 1 1 1 1 ol 0| o0
4 1 1 1 1 ol 0| o0
5 1 1 1 1 1 0| o0
6 1 1 1 1 1 1 1
7|l ol o | o] o 1 1 1

Schritt 4: 4. Spalte und 4. Reihe berlicksichtigen
54, = {1,3,4,5,6} R4 - {1,2,3,4’} 54 X R4 == {(1,1),

(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(3,2),(3,3), (3,4), (4.1), (4,2), (4.3),
(44),(5,1),(5,2),(53),(54),(6,1),(6,2),(6,3), (6,4)}

Neue 1| 23|45 )| 6] 7
Matrix: 1 1 1 1 1 0 0 0
2|0 1 /0| 0] o0 /|01]oO
3 1 1 1 10|01 o0
4 1 1 1 10|01/ o0
5 [ 1 1 1 1 1] 010
6 | 1 1 1 1 1 1 1
7| olo]| oo 1 1 1




Ss = {5,6,7}

\vi/viii) Schritt 5: 5. Spalte und 5. Reihe beriicksichtigen

Rs ={1,2,3,4,5}
(5,2),(5,3),(54),(5,5),(6,1),(6,2),(6,3),
(6,4),(6,5),(7,1),(7,2),(7,3),(74),(7,5)}

Ss X Rs = {(5,1),

Neue

1 2 3 4 5 6 7

Matrix: 1|11 1]1]0]o0]0o0

2 0 1 0 0 0 0 0

3 1 1 1 1 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0

5 1 1 1 1 1 0 0

6 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1

\visjwaLs) Schritt 6: 6. Spalte und 6. Reihe beriicksichtigen

Se = {6,7} Re ={1,2,3,4,5,6,7} S¢ X Rg = {(6,1),

(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6),(6,7),(7,1),
(7,2),(7,3),(7,4),(7,5),(7,6),(7,7)}

Neue 1| 2| 3| 4|5]6] 7

Matrix: 1|1 ]1|1]1]0]0]0oO0

2 0 1 0 0 0 0 0

3 1 1 1 1 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0

5 1 1 1 1 1 0 0

6 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1

\viiijviii) Schritt 7: 7. Spalte und 7. Reihe berticksichtigen

S, ={6,7} R, ={1,2,3,4,56,7} S; xR, ={(61),

(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6),(6,7),(7,1),
(7,2),(7,3),(7,4),(7,5),(7,6),(7,7)}

Neue 1| 2| 3| 4|5]|6] 7

Matrix: 1|11 1]1|0]0]0o0

2 0 1 0 0 0 0 0

3 1 1 1 1 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0

5 1 1 1 1 1 0 0

6 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1

Das Ergebnis ist der transitive Abschluss des Graphen in Matrixform.

7.13.6 Directed Acyclic Graph (DAG) / topologische Ordnung
Ein DAG ist ein Digraph, der keine gerichteten Zyklen enthalt.

Eine topologische Ordnung eines Digraphs ist definiert durch die Nummerierung:

vy, ..., Uy der Vertizes, sodass fiir jede Kante (vi ,vj) gilt: i <j
In einem Task-Scheduling Digraphen bestimmt die Task-Sequenz mit
Prazedenzbedinung die topologische Ordnung

Ein Digraph erlaubt nur dann eine topologische Ordnung, wenn es sich um einen

DAG handelt

Topological
ordering of G




7.13.7 Topologische Sortierung mit DFS

Algorithm topological DFS(G)
Input dag G
Output topological ordering of G
n < G.numVertices()
for all u € G.vertices()
setLabel(u, UNEXPLORED)
for all ¢ € G.edges()
setLabel(e, UNEXPLORED)
for all v € G.vertices()
if getLabel(v)= UNEXPLORED
topologicalDFS(G, v)

= O(n+m) time.

Algorithm topological DFS(G, v)
Input graph G and a start vertex v of G
Output labeling of the vertices of G
in the connected component of v
setLabel(v, VISITED)
for all ¢ € G.outgoingEdges(v)
if getLabel(e) = UNEXPLORED
w <« opposite(v,e)
if getLabel(w) = UNEXPLORED
setLabel(e, DISCOVERY)
topological DFS(G, w)
else
{e is a forward or cross edge}
Label v with topological number n
n<«n-1

Start-Vertex v




7.14 SHORTEST PATHS TREES / KURZESTE PFADE BAUME

In einem gewichteten Graphen hat jede Kante einen assoziierten
nummerischen Wert, das sogenannte Gewicht der Kante.
Kanten-Gewichte kdnnen beispielsweise Distanzen oder Kosten
reprasentieren. Wir mochten den kiirzesten Pfad zwischen u und
v finden, also der Pfad mit der niedrigsten Summe von Gewichten.

Eigenschaften des kiirzesten Pfads:
1. Ein Teilweg eines kiirzesten Weges ist selbst auch ein klirzester Weg
2. Es existiert ein Baum von kiirzesten Wegen von einem Start-Vertex zu allen anderen Vertizes.

Beispiel: Baum der kiirzesten Wege (rot) von PVD:

7.14.1 Dijkstra
Die Distanz eines Vertex v zu einem Vertex s ist die Lange des kiirzesten
Pfades zwischen s und v. Dijkstras Algorithmus berechnet die Distanzen | Algorithm DijkstraDistances(G, s)

zu allen Vertizes von einem Start-Vertex s aus. Q <= new heap-based adaptable PQ
for all v € G.vertices()
. if v=s
Annahmen: . setDistance(v, 0)
e Der Graph ist verbunden e
e Die Kanten sind ungerichtet setDistance(v, )
e Die Kantengewichte sind nicht negativ (basiert auf Greedy s Qansextigeitlisaancelvl )
. o ) setLocator(v, 1)
Methode, wiirde die Distanzen der Vertices while —Q.isEmpty()
durcheinanderbringen, wenn ein Vertex mit einer Kante mit u < Q.removeMin().getValue()

for all e € G.incidentEdges(u)

{ relax edge e }
N . . . . .. z < G.opposite(u, e)
Wir bilden eine Wolke (Cloud) von Vertizes, beginnend mit s und fiigen r « getDistance(u) + weight(e)
nach und nach alle Vertizes ein. Mit jedem Vertex v speichern wir eine if r < getDistance(z)
Eigenschaft d(v), welche die Distanz von v zu s im Untergraph setDistance(z, r)

. . .replaceKey(getLocator(z), r)
(bestehend aus der Wolke und den Nachbar-Vertizes) angibt. Semailave S espeR oeatoR{ps )

einem negativen Gewicht spater der Wolke hinzugefiigt wird)

Bei jedem Schritt:
e Wir fligen der Wolke den Vertex u hinzu, welcher ausserhalb der Wolke ist und die kleinste Distanz d (u)
aufweist
e  Wir aktualisieren die Distanzen von allen Nachbar-Vertizes von u

Eine Adaptierbare Priority Queue speichert die Vertizes ausserhalb der Wolke (Key=Distanz, Element=Vertex).
Locator-basierte Methoden: insert(k, e) gibt einen Locator zuriick, replaceKey(l, k) andert den Schliissel eines
Eintrags. Wir speichern zwei Eigenschaften mit jedem Vertex: Distanz d(v), Locator der Priority Queue

Kanten Relaxation (Entspannung):
= Schauen wir eine Kante I )
e =(u,z) an, so dass T =30y i) =75

» u der soeben der Wolke .-~ O D
hinzugefiigte Vertex ist 0
= z nicht in der Wolke ist O+

= Die Relaxation einer
Kante ¢ aktualisiert die
Distanz d(z) wie folgt:

d(z) < min( d(z),
d(u) + weight(e) ) /




7.14.1.1 Beispiel

7.14.1.2 Laufzeitanalyse
e Graph hat n Vertizes und m Kanten

e Methode incidentEdges wird fir jeden Vertex einmal aufgerufen O(deg(v)) bei Adjazenzlisten-

Strukturen, also Y, deg(v) = 2m > 0(2m)

e Wir setzen/lesen das Distanz- und das Locator-Label eines Vertex z insgesamt O (deg(z)) mal

e Setzen/Lesen eines Labels bendtigt 0(1) Zeit

e Jeder Vertex wird einmal in die Priority Queue eingefiigt und einmal geldscht, wobei jedes Einfligen oder

Loschen O(log n) Zeit benotigt

e Der Schlissel eines Vertex w in der Priority Queue wird maximal deg(w) mal gedndert, wobei jede

Anderung O(log n) Zeit benétigt
* 0((n+m)-log(n))

7.14.1.3 Kiirzester Pfad Bdume

Dijkstra kann verwendet werden, um einen Baum von kiirzesten Wegen
vom Start-Vertex aus zu allen anderen Vertizes auszugeben. Mit jedem
Vertex speichern wir ein drittes Label: Eltern-Kante im klirzesten Weg, im
Relaxations-Schritt aktualisieren wir dieses Label

Algorithm DijkstraShortestPathsTree(G, s)

for all v € G.vertices()

setParent(v, &)

for all e € G.incidentEdges(u)

{relax edge e }

z < G.opposite(u, e)

r < getDistance(u) + weight(e)

if r < getDistance(z)
setDistance(z, r)
setParent(z,e)
Q.replaceKey(getLocator(z), r)




7.14.2 Bellman-Ford Algorithmus
Funktioniert auch mit negativ-gewichteten Kanten, Voraussetzung sind gerichtete Kanten und keine negativ-
gewichteten Schlaufen, Iteration i findet alle kiirzesten Pfade, welche i Kanten besitzen, Laufzeit O (nm)

Algorithm BellmanFord(G, s)
for all v € G.vertices()

if v=s
setDistance(v, 0)
else

setDistance(v, o)

for i< 1ton-1do

for each e € G.edges()
{ relax edge e }
u < G.origin(e)
z < G.opposite(u, e)
r < getDistance(u) + weight(e)
if r < getDistance(z)
setDistance(z, r)

7.14.3 DAG-basierter Algorithmus
Funktioniert mit negativ-gewichteten Kanten, benutzt eine topologische Reihenfolge, benutzt keine ausgefallenen
Datenstrukturen, ist viel schneller als Dijkstra, Laufzeit O (n + m)

Algorithm DagDistances(G, s)
for all v € G.vertices()

if v=s
setDistance(v, 0)
else

setDistance(v, o)
Perform a topological sort of the vertices
for u < 1 tondo
{in topologischer Reihenfolge}
for each e € G.outEdges(u)
{ relax edge e }
z < G.opposite(u, e)
r « getDistance(u) + weight(e)
if r < getDistance(z)
setDistance(z, r)

6

(two steps)

7.15 MINIMUM SPANNING TREES / MINIMALE AUFSPANNENDE BAUME
Aufspannender Subgraph: Subgraph eines Graphen G beinhaltend alle
Vertizes von G

Aufspannender Baum: Aufspannender Subgraph, der selbst ein (freier)
Baum ist

Minimal Aufspannender Baum (MST): Aufspannender Baum eines
gewichteten Graphen mit minimalem totalen Kantengewicht

Schlaufen-Eigenschaft: T sei ein minimal aufspannender Baum eines gewichteten Graphen G, e sei eine Kante von
G, welche nicht in T ist und C sei die Schlaufe, die durch e mit T entsteht, firr jede Kante f von C gilt: weight(f) <
weight(e), wenn die Bedingung nicht erfiillt ist, kdnnen wir einen besseren aufspannenden Baum erreichen, indem
wir e mit f ersetzen



7

Aufteilungs-Eigenschaft: Sei G aufgeteilt in zwei Vertex-Teilmengen U und V, sei e eine Kante mit dem kleinsten
Gewicht zwischen den Partitionen, es existiert ein minimal aufspannender Baum von G, der die Kante e beinhaltet,
wenn die Teilmengen bereits durch f verbunden sind, welches ein héheres Gewicht als e hat, erhalten wir einen
besseren MST, wenn wir f durch e ersetzen

7.15.1 Kruskals Algorithmus Alg()ri_tl:lm KruskalMST(G)
Eine Priority Queue speichert die Kanten ausserhalb der Wolke for je cn Veﬁex Vin G do 1

P - ) definiere eine Cloud(v) of < {v}
(Key=Gewicht, Element=Kante), zum Schluss des Algorithmus Q: eine Priority Queue
haben wir eine Wolke, welche den MST umfasst und einen Alle Kanten in Q einfiigen mit dem
Baum T, welcher unser MST ist Gewicht als Key

T< O
Der Algorithmus behélt einen Wald von Bdumen, eine Kante ist while 7 weniger als n-1 Kanten hat do
akzeptiert, wenn sie verschiedene Bdume verbindet, wir edge e = Q.removeMin()
brauchen eine Datenstruktur, welche eine Partition verwaltet, u, v. Endpukte von e
B. eine S | disiunkten Sets mit foleend if Cloud(v) # Cloud(u) then

z.B. eine Sammlung von disjunkten Sets mit folgenden Fiige Kante e T hinzu
Operationen: find(u) gibt ein Set U zurick enthaltend u, Merge Cloud(v) und Cloud(u)
union(u,v) ersetzt die Sets, welche u und v speichern mit deren return 7
Vereinigung

Reprdsentation einer Partition: jedes Set ist in einer Sequenz
gespeichert, jedes Element hat eine Referenz zuriick auf das Set, ®_®_®_®)
Operation find(u) bendtigt O(1) Zeit und gibt das Set zuriick, in dem v Y Y Y
u ist, in der Operation union(u, v) verschieben wir die Elemente des @ @

kleineren Sets in die Sequenz des grosseren Sets und aktualisieren
deren Referenzen, die Zeit fiir die Operation union(u, v) ist

min (n,,n,), wobei n, und n, die Gréssen der Sets sind, die u und v beinhalten, wenn ein Element verarbeitet
wird, geht es in ein Set mit mindestens doppelter Grosse, jedes Element wird héchstens log(n) mal verwendet




Partitions-Basierte Implementation:

Algorithm Kruskal(G):
Input: Ein gewichteter Graph G.
Output: Ein MST T fiir G.

P sei eine Partition der Vertizes von G, wobei jeder Vertex ein Set fiir sich bildet

0 sei eine Priority Queue, welche die Kanten von G nach Gewichtung sortiert
T sei ein urspriinglich leerer Baum
while O is nicht leer do

(u,v) < Q.removeMinElement().endVertices()

if P.find(u) 1= P.find(v) then Laufzeit:
Add (u,v)to T O(m |Og n)

P.union(u,v)

return 7

Beispiel: In jedem Schritt fiigen wir die Kante mit dem niedrigsten Gewicht ein, sofern sie keine Schlaufe generiert

{m) (n}




7.15.2 Prim-Jarniks Algorithmus

Wie Dijkstra (fiir verbundene Graphen), wir nehmen einen
beliebigen Vertex s und generieren den MST als eine Wolke
von Vertizes von s, wir speichern zu jedem Vertex ein Label
d(v) = die kleinste Gewichtung einer Kante, welche v mit
einem Vertex der Wolke verbindet

Bei jedem Schritt fligen wir der Wolke den Vertex u von
ausserhalb der Wolke mit dem kleinsten Distanz-Label hinzu

Eine Adaptierbare Priority Queue speichert die Vertizes
ausserhalb der Wolke (Key=Distanz, Element=Vertex),
Locator-basierte Methoden: insert(k, e) gibt einen Locator

zuriick,replaceKey(l, k) andert den Schlissel eines Eintrags,

wir speichern drei Eigenschaften zu jedem Vertex: Distanz
d(v), Elternkante MST, Locator der Priority Queue, ein Hash-
Set bildet die Wolke ab.

Algorithm PrimJarnikMST(G)
0 < new heap-based adaptable PQ
cloud < new Hash-Set
s < avertex of G
for all v € G.vertices()

if v=s
setDistance(v, 0)
else

setDistance(v, ©)
setParent(v, D)
| < Q.insert(getDistance(v), v)
setLocator(v, )
while —Q.isEmpty()
u < Q.removeMin().getValue()
cloud.add(u)
for all e € G.incidentEdges(u)
z < G.opposite(u, e)
if —cloud.contains(z)
r < weight(e)
if r <getDistance(z)
setDistance(z, r)
setParent(z, e)

QO.replaceKey(getLocator(z),

r)

Beispiel: Bei jedem Schritt wird der Vertex hinzugefiigt, welcher mit der niedrigsten Cost von irgendeinem Vertex,

das schon im MST ist, aus erreichbar ist, wir starten mit Vertex a

7.15.2.1 Laufzeitanalyse
e Graph hat n Vertizes und m Kanten

e Methode incidentEdges wird fir jeden Vertex einmal aufgerufen O(deg(v)) bei Adjazenzlisten-

Strukturen, also Y, deg(v) = 2m > 0(2m)

e Wir setzen/lesen das Distanz-, Parent- und das Locator-Label eines Vertex z insgesamt O (deg(z)) mal

e Setzen/Lesen eines Labels bendtigt 0(1) Zeit

e Jeder Vertex wird einmal in die Priority Queue eingefligt und einmal gel6scht, wobei jedes Einfligen oder

Léschen O(log n) Zeit bendtigt

e Der Schlissel eines Vertex w in der Priority Queue wird maximal deg(w) mal gedndert, wobei jede

Anderung 0(log n) Zeit benétigt

e O((n+m)-log(n)) (sofern Adjazenz-Listen Struktur)




7.15.3 Boruvkas Algorithmus
Wie Kruskals Algorithmus, bildet Boruvkas Algorithmus viele “Wolken” aufs Mal. Jede Iteration der while-Schlaufe
halbiert die Anzahl der verbundenen Komponenten in T. Laufzeit O (m - log (n))

Algorithm BoruvkaMST(G)
T & V {nur die Vertizes von G}
while 7" weniger Kanten hat als n-1 do
for each verbundene Komponente C'in 7 do
Kante e sei die kleinst gewichtete Kante von C zu einer anderen
Komponente in 7.
if e ist nicht schon in 7 then
Fiige e T hinzu
return 7

Beispiel:

1. Durch jeden Vertex loopen und jeweils die angrenzende Kante mit dem geringsten Gewicht auswahlen

2. Durch jede verbundene Komponente loopen und die Kante mit dem geringsten Gewicht auswahlen, um
jeweils zwei Komponenten zu verbinden
3. Wenn man noch keinen MST hat, Schritt 2 wiederholen




