Fiir die Geraden g: X=p+/ und /: X¥=q+sw gilt:

1)

]

)

g und A meiden sich, d. h. haben keinen gemeinsamen Punkt.

g

Das Gleichungssystem p +rv = g +sw hat keine Losung (r; s).
In diesem Fall gilt weiter:

¢ und A parallel <> v, w kollinear

gund # windschief < v, w nicht-kollinear

£ und A schneiden sich in einem Punkt.

g

Das Gleichungssystem p+rv = g + sw hat genau eine Losung (r; s).

2 und A fallen zusammen, d. h. sind die gleichen Geraden.
g o0
Das Gleichungssystem p+#v =g +sw hat beliebig viele Losungen

(75 5).

Vekfor zwischen zwe Punkten
Endpunkt - Anfongspuniat = Veldes
- -

¥* Glechnassygem hat Uene LBsung.

der Ebene

Parameteraoleichun 9

vV &
re

t = Parameter

Fiir zwei Ebenen E: ¥ = p+ri+sj und F: ¥=G+0+u gilt:

1) E und F sind parallel (und fallen nicht zusammen).

i

Das Gleichungssystem p+ri +sf =g+t +uw hat Keine Ldsung
(F 8005 u).

2) E und F schneiden sich in einer Geraden.

)

Das Gleichungssystem p + 7 +sf =g + v +uw hat beliebig viele L§-
sungen (73 53 £; u), wobei genau einer der Parameter r, s, t, u frei ge-
wihlt werden kann.

3) E und F fallen zusammen (d. h. stellen die gleiche Ebene dar).

i

Das Gleichungssystem p+r7 +sj =g + v +uw hat beliebig viele Lo-
sungen (r; s; £ u), wobei genau zwei der Parameter », s, #, u frei ge-
wihlt werden kénnen.

Fiir die Gerade g: x= p+ri und dic Ebene E: X =g +s5v+tw gilt:

1) gistparallel zu £ (und liegt nicht in £).

i

Das Gleichungssystem p+#i =g +sv + 6w hat keine Losungen (r; s; 1).

2) g und E schneiden sich in einem Punkt (dem Durchstosspunkt).

T

Das Gleichungssystem p+ri =q+sv+tw hat genau eine Lésung
(r; 8 0).

3) g liegtin E.
)

Das Gleichungssystem 5+ ri =g +sv +tw hat beliebig viele Lésun-
gen (r:s: 0.

Koordinatengleichung_

Grundform: 04X+ 0%, +a3%= b
Von der Parameker ~ zur Koordinq’renﬂleichuna

_(x -2 -1 3
Gegeben sei die Ebene E: x=|x, [=| 2[+r| 2|+5[-2].
x5 1 3 =2

Wir schreiben diese Vektorgleichung als Gleichungssystem und wenden
darauf das Gauss'sche Verfahren an:

r—3s+x ==2| (1)
< | =2r+2s + x5 = 2| (2)
—3r+2s +x3= 1| (3)
r=3 +x ==2| (19=(0)
| —ds+2xt+x, =-2| (29=2-()+(2)
—Ts+3x  +x,=-5 39=3-()+(3)
r=3s +x =2 (1M=(1"
o | —ds+2x +x —-2| (2=(2"
2% +7xy —dxy= 6| 3=7-(2)—4-(3)

Diskussion von Spezialfillen der Koordinatengleichung ax, +a,x, +ayx; = b:

a) @=0 (dh ax,+ax;=b) X3

<> Die Ebene ist parallel zur x -Achse.
[Da x; in der Gleichung nicht auftritt, ist mit
Jedem Punkt auch gleich eine ganze Parallele

zur x,-Achse durch diesen Punkt Losung der
Koordinatengleichung a,x, +ayx; = b ]

b) a=0 (dh. ax +ax;=5h) X3

<> Die Ebene ist parallel zur x,-Achse.

X2
X
¢) a;=0 (d.h. ax +ax,=b) Xﬂf
<« Die Ebene ist parallel zur x;-Achse.
genlrecht owt %wnkebau\.t X,
X4
d) a=a,=0 (d.h. ax;=5) X3

< Die Ebene ist parallel zur x,x,-Koordina-
tenebene,

|Die Ebene ist nimlich gemiiss a) und b) pa-
rallel zur x,-Achse und x,-Achse]

e) a;=a;=0 (d.h.ayx,=h)

< Die Ebene ist parallel zur x;x;-Koordina-
tenebene.

N a,=a;=0 (dh. ax =5h)

< Die Ebene ist parallel zur x,¥;-Koordina-
tenebene.

g) b=0 (d.h. gx +ax; +a;3=0)

<> Die Ebene enthilt den Ursprung O des
Koordinatensystems.

[a) 0+ay,-0+a,-0=0]

AchscnabSChn;HaaleichunS Ebene

X =(x;;%5; x3) liegt in der Ebene mit den drei nicht-verschwindenden

Achsenabschnitten p,, p,, p;.
L=

(X, X3 %) erfiillt die Gleichung el

Beispiel

3x4+ 6, + 4x =48

Achsenabschnitls gleichung:

BX4, 60, W A8 _y . KA, X
S8t aet aeca = B TrErized

6 3 8
z
Bedingungen: — Vorzeichen muss pesitv sein
—Es muss =4 stehen
— X4/ X, /X, mussen allgine Stehen

| angenmessungen:

Xz

,,,,,,,,,, ax

@1

Az

fal? = d* +|aif = af -

af* +[e =

=al +d5 +ai
Vektorlange:

a|=\ai +ai bz

| =\,af+u§+a§ i

Abstand zweier Punbbe :

Absiand |@ zweier Punkie P=(p; p2) bzw. (p; pa: p2) und O=(g,; g2)
brw. (g g2 g3) @

|P_Q‘ =g _Pl)Z gz = ) brw. ‘P_Q‘ =\|"(41 il ) +ig2 —I’z)! +{g3=ps ¥

Die 5 Platonsdnen Wérper

'y | i

Dedskneder Iknsaader

Telraeter Hessieder Oklascter

Bei cliesen Uorpern sind alle Setten gleich gross.
enen 6. Kerper gibt es nicht.

Vekjrorbejfraae erfallen folgende Gesetze.:

M lazo

(=0 nur fiir @=0)
() red=lrlal (reR)

(M Z+h] =3+ ( Dreiccksungleichung®)



Winkelhalbicrende

Um den Winkel zo besimmen mussen die Richfungsvektoren
gleich lang ecin (Einheitsvelioren)
Anleitung:
A) Schnittpunis} der beiden Geraden bestimmen
(erfar die Geraden gleichsetzen)

Beispiel:
a-hicl] e (esl)
r= -4 +3s

| 4 = s | —» s=

Octavekior zum Schniﬂpunuhk'éﬁ 1(3)
Sehwittpunkt: (-3)+ 4. (3) =(i)

2.) Enheitsvelioren avs den Richtungsvektoren
_ kreieren

Beuspiel :
g=@)r(d)  h=(d)ssB)
Richmng.svak‘roren

L. Einheitsveltoren: (3) ==
(8= /me-
also: - (&') = (3)

@)

Y%
3.) Winkelhabierende. Ureieren
—‘“ = _P‘ + Ki‘
Ortsvektor pl: Aus Scheitt 4 05 =(?q')

Richtungsveldor V: Einheitsveldoren ows 2. Adddieren
und Sublrahieren

=B340
w60~ %)- 2

-4
= ;(:u: (% +t('?|_
2ot

Winkel wird mit folgender Formel berechnet

<(a;b) :arccos(l‘f‘flg‘) mit aeb =ah +ab, bzw. ab +ab, +azh; .

Shkalarprodubd

O +b=0 bedewer Gund b sind senbirecht zudinander L
a) allb gleichgerichtet, d.h. 0°=-<x(a;5) P a+b =lal-|5|

b) «(a,b) spitz, dh. (°<x(a:h)<90° <

¢t alk, dh.

0<dsb <lal|5|

(@ 5)=90° & -5 =0 |

d.h.90° < x(a;5) < 180° & —l|al-Ipl < a-b <0

d) <«(a;b) stumpf,
e) allb gegengerichtet, d.h. <(a;5)=180° = —lal-|pl=a-p

mMan kann mit quadsieren von lekloren auf Zahlen springen
und Wieder zurbck

a’=d-a=|al-lal=|aP

Projektionen

P roj@kﬁdﬂ@'l Werden zB. dazu benutzt ym Abstande
von enem Punld Zu einer Geraden herauszufinden.

/”XC'.: vielfaches von @

P a
- R
-

M

by pelehar
Es sei a(=0) ein gegebener Vektor. Dann gilt fiir einen belicbigen
Vektor x die Zerlegung x = x; +x_; , wobei
X5 =(%-é3)-¢5 parallel zu & und
X p=%— (¥ed;)-¢; senkrechtzu a liegt.

Die Normolg leichung

Han braucht die Nermolgléichung um herauszu fnden
ob @n Punlt X ‘nder Ebene B bzw. avfder Gergden g heat
Hierfar wird der Nermalveltor benahigf, der Senbcednt zu E baw. g |ieﬂ+

-Geht die Glechung auf lieat W in der Elbene bzw. AUl dex Gieradien

-Durch die Morma\g,\elc'nunj Wennen Wit auch auf
die Moorclinm{eng\e]chunﬂ gelangen
Bespie| -

Die Ebene mit dem Normalenvektor 7 =

£ 9y
5

VT

dureh den Punkt P=(4; 1; 6)

hat die Normalengleichung

C 2V (x4
ﬁ-[ffﬁlzt 51« ,:3}7 ‘ =0 oder ausmultipliziert
[

-1) {lx

J

(2 () [ 2)(4
[ 5 .r:J: Sl 1 [odh 25455, —x =2 4451+ (-1)6=7.
1) L) 1) le

7

Fiir die Gerade ayx; +a,x; = b ist (:1) ein Normalenvektor
&

i

Fiir die Ebene ax; +ayx; +ayx; = b ist [(r;} ein Normalenvektor.
a.
3

Das Kreuzproduwk

- Gibt an, Welcher Veldor senkrecht auf & und b steht.
-lsknur far zwei 3-Dimensicnale Vektoren definiest

ayby— azby) _ (m [t
axby —arhy | VO @=| a2 | und 5:{172
by —axhy = g

S Fiscli 1)

Be_ispir?.l.'

Wir rechnen das Urewzprodot der bedien
Seann veldoren aRs,

Han kann auch die Koo:—diﬂa’r@%ldchUDg erérkern

>[4 0 g

ng=(—4 =(2)ichkame.eincn Rt awf E: (2
R 3

SE:; —Hxq+ 2x, +3x,=Db

(I) axb steht senkrecht auf & und 5

() |axBl=|al-IB|-sin[«(a@;5)] , das heisst:

Die Linge des Vektors axb ist gleich dem Fldcheninhalt des von
den Vekioren @ und b aufeespannien Parallelogramms. i

B

(1l1) Fiir nicht-kollineare Vektoren a, 5 gili: 3

d, b, axh bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

;-A;3) e &

a, b kollinear & axh=0 KFeiJZ.PrOduu*}-=o — Vel&‘\‘ofm S\ﬂd Parq“e.l



Beispielaufgabe far Regel (II)_

Berechnen Sie die Fliache des Dreiecks 4BC mit den Ecken 4=(1; 1),
B=(3:3), C=(2;5).

. Ae-(3), Ac-({)
J' 3. Dimension

C ) (]

ERHR

(D) axb=-(bxa)=-bxa
(I) (r-a)xb=r-(axb)=ax(-b) (relR) (gemischtes Assoziativgesetz)

(Anti-Kommutativgesetz)
(D) ax(b+c)=(axb)+(axc)=axb+axc (Distributivgesetz beziiglich
(a+b)xc=(axc)+(bxc)=axc+bxc Vektoraddition ,,+)

Schmbwinkel :
SchniHwinkel zweer Geraden

X X3

\t:z

Der spitze Schnittwinkel o zweier sich schneidenden Geraden

[

e g:xX=p+rv und h: ¥=g+sw betrigt a=aIccos(W),

=
=

& il
* gimx;+nyx, =b und A oax;+nyx, =c betriigt a= arccos(ﬁ_ﬁ).

= Zah|
- %

N

-2

Schuittwinkel zweier Ebenen:

Der Schnittwinkel liegt in der senkrecht auf der Schnittgeraden stehenden
Ebene.

Normalebene zur

£ PR Schnittgeraden

X

Der spitze Schnittwinkel & zweier Ebenen E: myxj +myx; +myx; =b

und F: mx; +1y%) +myxy =c  betrigt a = arccos(%ﬁ%) o

Schnittwinkel einer Geraden und einer Ebene:

X3

9 <— Ebene senkrecht
auf E durch g

X2

X4

Analog oben gilt fiir den spitzen Winkel =< (v;n)

]llgﬂ%‘[ =cos(f) = cos(90° — &) =ssin(a) .

Der spitze Schnittwinkel « einer Geraden g: Xx=p+rv und einer

Ebene E: mx; +nyx; +n3x3 = b betrigt o = arcsin (%'.I_’:"vl[) :

Das Spatprodukt
Volumen berechnung

b

V = Grundfliche G - Héhe h = I|E xb|- |E|-cos((o)| = |(5 xb)ec
——— S
laxb| cHeos(o)l

gemadss Satz . Man nennt deshalb (axb)+c¢ das Spatprodukt (oder
auch gemischte Produkt) der drei Vektoren a, b, ¢ , abgekiirzt [a, b, ¢].

Spatprodukt: [(@xB)C | oder [a,b,c]

/(I //b ‘\[ G
1 B2 | TS |+
«“a;) | b;) e3>

ay by ¢y \03/ \b3>'\63/
Determinante :2 Izz 22 . Merkregel: { /nl>-<b1><cl\ 3
2363

= aybyc3 + aybey + azbic, — aybscy — aybicz — azbacy,

[a,6,¢]=0 < a,b,c komplanar—s quf glacher Ebene.

2L Y (edaedd) © 5-V=0
R ey e s R e
2,82 kewplavac & (B, T, 2)=0
RS T Reddtogsten. & 6. %.a=0
a B,2 Lm\@s%m © [2:.%.2) <0



