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2 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

2.1 BEGRIFFE
e Mengen: Z (ganze Zahlen), Z={...,-2,-1,0,1, 2, ...}
e Rechenoperationen: +, -, *, /
e  Wertigkeit: entspricht der Basis hoch der Stelle der urspriinglichen Zahl, angefangen mit 0 beim Least
Significant Bit (LSB), z.B. bei Hexadezimal 161
Allgemein: N=d,R" +...+d; R' +dy R?

7N

Ziffer Zﬂ,‘b Wertigkeit
Des endsprechonde Zehlows, stom
e Algebraische Strukturen:
o Gruppe (werden Elemente aus der Menge verkniipft, so muss das Ergebnis wieder ein Element der
Menge ergeben): G(Z, +) a+b=c ,wobei a,b,ceZ

o Ring:R(Z, +,%)

o Korper: K(Z, +,*)

o ein Ring ist ein Koérper, wenn:
= jedes Element des Rings auBer der Null ein (multiplikatives) Inverses hat
= die Multiplikation kommutativ ist: ab = ba
= das Distributivgesetz gilt: a(1-b) =a - ab
= wenn er eine 1 hat (multiplikatives neutrales Element)

2.2 MobuLo
Wenn wir eine Multiplikation durchfiihren und die Abgeschlossenheit im Zs = {0,1,2,3,4} haben wollen, missen wir

mod 5 rechnen.

Beispiel: 3 x4 = 12 aber 3%4 mod5= 2
17 mod 7=z x=3
~f7=2 u//G) ole -12:3CV6% —17 mod —T=z X > <3 ode x-4
e 17 mod x =7 < = 40
N qx-2 = #- ‘4'@‘9‘; 17 mod z = -7 ¥=-12 oda x=-24
ods 2= -2-C1)~7 17 mod z = 17 x= AF Calles »17 atanbl)
r mod 17=7 xr- 7

2.3 DATENWORTER
Alle vier Darstellungsweise hier sind dasselbe:

e Zahl: 1001, = 94,

e Tupel: (1,0,0,1)

e Vektor: [1,0,0,1]7

e Polynom:ud+u®=u3+1



2.4 POLYNOME
Dezimalzahl 1205 als Polynom: u* + 2u3 +5

Beispiel eines Polynoms 5-ten Grades mit Koeffizienten aus Z, = {0,1}:
1w+ out+ 1 +0u?+0ut +1u® = wW+ud+1

2.4.1 Polynom-Multiplikation
(u5 + u2 + ud)(u2 + u0) mod 2 =

u+uwrut+ur+ub+udmod2 =
w+uS+utr+2u? +umod?2 =
u +ub+ut+1

2.4.2 Polynom-Division

x6
Aufgabe: ———
2° P +ar+l=24+2+1
- 2% a2t a8
N
- v +2? 2
x> 4zt 4z
-2 +x  +1
22 +1
z° (3 g (2
T (" + 2+ 1) Rest (z*+ 1)
6 x6
1. Dividieren: ———= x3 (wegen == x3)
2. Multiplizieren: x3(x3 +x +1) = x% + x* + x3
3. Subtrahieren: x®— (x®+x*+x3) = x* +x3
4. Nun geht es von vorne los
4-+x3 x4
5. Dividieren: S X (wegen == X)
6. Multiplizieren: x(x3+x+1)=x*+x2+x
7. Subtrahieren: (x* + x3) — (x*+x2+x) =x3 +x% +x
8. Usw.

2.4.3 Polynom-Division riickgangig machen

Als Resultat einer Polynomdivision haben Sie (z*+ 1) Rest (x+ 1) erhalten.
Was war vermutlich die urspriingliche Division?

r+1 (@ +1)?4ac+1 2P+
a1 rt 41 Coat ]

(" +1) +

Mod 2 nicht vergessen!



2.5 ZYKLISCHE GRUPPE / GALOIS
Primitives Polynom: x* + x + 1

2
2 -
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Die Zykluslange ist somit 15.
Folgende Elemente wurden erzeugt: ~ {0010,0100, 1000, 0011, 0110, 1100, 1011, 0101, 1010, 0111, 1110, 1111, 1101, 1001, 0001 }

Die bindren Zahlen sind aus der Polynomschreibweise oben abgeleitet.

3  WAHRSCHEINLICHKEIT

3.1 BEGRIFFE
e Ergebnismenge: Menge aller moglichen Ausgange, wird mit 2 bezeichnet
e Ein einzelnes Element aus der Ergebnismenge wird mit w bezeichnet



3.2  WAHRSCHEINLICHKEIT
Wahrscheinlichkeit heisst auf Englisch probability, daher sind die Formeln jeweils mit p

Anzahl der giinstigen Ereignisse A

e Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses: P(A4) = Anzahl aller Ereignisse 0]

e Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis nicht auftritt: P(4) = 1 — P(4)
e Wahrscheinlichkeit eines unmaoglichen Ereignisses: P(8) = 0
e Wertebereich der Wahrscheinlichkeit: 0 < P(A) < 1
e Seien E1 und E2 zwei Ereignisse.
o Formel, wenn Ereignis E2 nur eintreten kann, wenn E1 bereits eingetreten ist: P(E1E2) = P(E1) -
P(E2|E1)
P(E1E2)
o Formel, wenn die Ereignisse unabhangig sind: P(E1E2) = P(E1) - P(E2)

3.3 KOMBINATORIK
Buchstaben:

e Anzahl der Zahlenkugeln in der Kiste n
e Anzahl der Ziehungen k
e Anzahl Méglichkeiten N

Es gibt 4 Varianten:

e Geordnet, mit Wiederholung/Zuriicklegen (die Reihenfolge ist relevant und die gleiche Zahl kann mehrmals
vorkommen) N = nk
e Geordnet, ohne Wiederholung/Zuriicklegen (die Reihenfolge ist relevant und die gleiche Zahl kann nicht

mehrmals vorkommen) N = n
(n—k)!
e Ungeordnet, mit Wiederholung/Zuriicklegen (die Reihenfolge ist egal und die gleiche Zahl kann mehrmals
vorkommen) N = (ntk-1)!
k!-(n—1)!
e Ungeordnet, ohne Wiederholung/Zuriicklegen (die Reihenfolge ist egal und die gleiche Zahl kann nicht
n! n
mehrmals vorkommen) N = oo (k)
3.4 Lotro

Lotto ist ein Beispiel einer geordneten Stichprobe ohne Wiederholung.

(2)-(%)
(5)

Beispiel Formel fir 5 richtige aus 49 Zahlen: P(4T) =

3.5 BITFEHLER
Wabhrscheinlichkeit Bitfehler: 1073

Wahrscheinlichkeit, dass Datenblock mit 153600 Bits fehlerhaft ist: P = 1 — (1 — 1073)153600

Wahrscheinlichkeit, dass héchstens 3 Fehler auftreten: P = P(0F) + P(1F) + P(2F) + P(3F) =

(1530600) " 10_30 % (1 _ 10—3)153600 + (1531600) % 10—31 % (1 _ 10—3)153599 + (1532600) * 10—32

« (1 —1073)153598 4 (1533600) £ 10-33 (1 — 103153597



4

INFORMATIONSTHEOQRIE

4.1

4.2

4.3

In de

BEGRIFFE UND FORMELN
Zeichenvorrat: z.B. X = {a, b, ¢, d}
Anzahl der Zeichen im Zeichenvorrat: N = 4
Entscheidungsgehalt: Mass fiir den Aufwand, der zur Bildung einer Nachricht notwendig ist.
Hy = log,(N) = [bit]
Entscheidungsfluss

H
%=$=WW]

Informationsgehalt: sagt aus, wie viele Elementarentscheidungen zur Bestimmung dieses Zeichens zu treffen
sind (je kleiner die Wahrscheinlichkeit eines Zeichens, desto 1 grosser der
Informationsgehalt)

1
I(x;) =lo (—) = [bit
k 92 P(xx) [bit] 2,
Mittlerer Informationsgehalt / Entropie o
N
HX) = Z P(x) * I(xy) = [bit/Zeichen]
k=1 0
. . . 0 0.5 1
Tatsachliche Codewortlange PrX'=1)

L(xy) = Aufgerundet auf ganze Zahl (logz (ﬁ)) = [bit]
k

Entropie des Codes/Mittelwert der Codewortliange

N
H.(X)=L= Z P(xy) * L(xy) = [bit/Zeichen]
k=1

SHANNON’SCHES CODIERUNGSTHEOREM
HX) <L < HX) + 1
Redundanz der Quelle: Ry = Hy, — H(X) = [bit/Zeichen]
Redundanz des Codes: R, = L — H(X) = [bit/Zeichen]

BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN (MIT GEDACHTNIS)
r Sprache sind gewisse Zeichen nach gewissen Zeichen wahrscheinlicher als andere.

Wir haben folgendes Markov-Diagramm:

2



Daraus lasst sich folgendes ablesen:

y =
p(ylx) A 5 o
0 4/5 1/5
x = B 1/2 12 0
C 12 2/5 1/10

Daraus lasst sich p(x) mithilfe eines GLS berechnen:

P(A) = 0P(A) + 1/, P(B) + 1/, P(C)
P(B) =4/ P(4) + 1/, P(B) + /< P(C)
P(C) =1/ P(4) +0P(B) + 1/, P(C)
1=P(A) + P(B) + P(C)

P(A) = 9/57 = 0.333
P(B) =16/, =0.593
P(C) =2/y7 = 0.074

Xi= p(x)
A 9/27
B 16/27
C 2127

Daraus ldsst sich dann p(x,y) = p(x) * p(y|x) berechnen:

y = P(4,B) =P(A)+P(B|A) = 1/3+%/c =4/, <
p(x.y) A 5 c Usw.
0 4/15 1/15
x = B 8/27 8127 0
C 1/27 4/135 1/135

Verbundentropie:

1
H(X, Y) = £V=1 Zliv\c]=1 p(xin yk) ’ 10g2 (p(xi,yk)) -

N N . ) . 1
Ly SR PG POl - logy ()

Bedingte Entropie: /(Y| X)) = H(X,Y) — H(X)

HO 2 H(Y) 2 H(YIX) H, ist von der Sprache gegeben
RQ = HO — HO(;(X) < HO — HmG(X) = HO — (H(le))



5 KOMPRIMIERUNG

Das Ziel der Datenkomprimierung ist, den Aufwand der Datenspeicherung und Dateniibertragung zu reduzieren. Das
heisst Entfernen von Redundanz und Irrelevanz.

5.1 HUFFMAN-CODIERUNG

Bei dieser Codierung werden oft vorkommenden Zeichen kurze Codeworte zugewiesen und seltener vorkommenden
Zeichen langere Codeworte. Die Prafixeigenschaft (kein anderes CW beginnt mit einer Zeichenfolge, die ein anderes
CW definiert) wird erfllt.

1. Die Zeichen aufsteigend nach Wahrscheinlichkeit aufschrieben
PG DH BD BT B3 KAM DW L BS SB

Ysa Va4 a4 34 334 3/34 Y34 */34 % 34 %34

2. Die zwei Zeichen mit der niedrigsten Auftretenswahrscheinlichkeit auswahlen und zu einem Zeichen
verschmelzen. Die Auftretenswahrscheinlichkeit wird addiert und das Zeichen neu einsortiert. Diesen Schritt
wiederholen, bis es nur noch einen Knoten mit der Wahrscheinlichkeit 1 gibt.

BS SB DW BT BD PG DH L KAM B3
¢ 8 4 2 1 1 5 3
/34 /34 /34 /34 /34 /34 Y34 /34 334 /34

6
1472, P;Zs, DH -
/34 ﬁr_l
11
; /34
°/34
/34
%/34
20/34

34/,

34

3. Nun muss der Baum umgedreht werden, allen linken Kanten eine 0 und allen rechten Kanten eine 1
zugewiesen werden. Die Codeworter kdnnen dann von oben her abgelesen werden.




5.2 LAUFLANGENKOMPRIMIERUNG
Lauflangenkomprimierung wird auch Run Length Encoding (RLE) oder Run Length Coding (RLC) genannt. Sie wird von
Bildformaten wie BMP, PCX oder TIFF verwendet. Sie basiert auf der Verkiirzung von Wiederholungen

aufeinanderfolgender Elemente.
Beispiel bei einem Wort: Agggbbehfffgggg - A3g2beh3fag

Bei der Codierung von Bitfolgen ist es etwas einfacher, es existieren ja nur Folgen von 0 und 1. Der Codierer und
Decodierer miissen sich anfanglich darauf einigen, ob mit 0 oder 1 begonnen wird.

Beispiel: 1111 1110 0000 1000 0001 11111111 1110 0000 1000 0001 1111 = 751 6 5 (Start mit 1)
Da die grésste Zahl im Code 7 ist, werden 3 Bits benétigt pro Stelle (23 = 8).
Das Codewort ist also: 111 101 001 110 101

5.3 LEMPEL-ZIV
Dieses Verfahren ist gut geeignet, wenn der zu komprimierende Code wiederkehrende Muster oder Phrasen hat.

5.3.1 Codierung

Zechenkatle:  cbabcabac £ A253S.
letades L | akbeles L. é':m*ma A.,C.?-?:J.,LJ
('*-)af'l'er]ouala. : ’ — =y .. '
&= A (Ao b ob= 5 1
b =2 b A ba=6 2
¢ = 3 o b
d =4 ob C abe = > 5
ob =5 Cc Q cas 8 3
= A
:':" - f’ ab E oba =9 s
can = % o\ C ac =0 1
oba =9 c LoF 2
oc = 10
5.3.2 Decodierung
Wachne Nl Decodd)a / Elen 4
2510 1M 12 4 _
2510 71 12 5 10 - 7%
25 % 1 12 25 19— 52
25 )5 § 12 57 12 =55

25 7% 57 B B -

Decopled: #5755727255

10



6 VERSCHLUSSELUNG

6.1 SYMMETRISCHE VERFAHREN

6.1.1 Substitionsverfahren/Caesar Chiffre
Klartext: bald ist weihnachten

Schlussel k=4

™ o] o | o .—< L.l rf)
(o]

c d e £f g h i j k 1 m n s t u v w x

Chiffretext: feph mwx aimlreglxir

Zwar sieht der Chiffretext unlesbar aus, jedoch sind die statistischen Eigenschaften von Klar- und Chiffriertext
unverandert. Wenn wir die Sprache kennen und die Probe gross genug ist, kann der Schlissel leicht ermittelt
werden. Ausserdem ist die Schliisselanzahl recht Gbersichtlich, es braucht nicht mal einen Computer, um alle
auszuprobieren. Sowohl Sprache als auch Textlange kdnnen einen entscheidenden Einfluss haben auf den Erfolg der
Analyse.

6.1.2 Transpositionsverfahren

Erstellen einer Tabelle

. . I |E|W]|O|R
Klartext: zeilenweise
T E H (0] E R
DIE WORTE HOER ICH WOHL
ALLEIN MIR FEHLT DER | |[C/H|W)]O|H
GLAUBE Auslesen L{A|L|L]|E]
) spaltenweise N|{M|I|R|F]|E
Chiffretext: /
DTILNHGIECAMLLEHHLITAW HL PIE|R
OWLRDUOEOEFEBRRHIERE . . GlL{AJU|BIE
Hier sind
Permutationen
der Spalten
moglich!
6.1.3 Vigenére-Chiffre
In diesem Beispiel soll «beispielklartext» mit dem Schlissel «K APFELSTRUDEL» ABCDEFGHIIKLHNOPQRSTUVHXYZ
AABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY?Z
verschliisselt werden. Der Chiffretext ist «cBTNWAAXCEOECTTCX». Man sucht BBCDEFGHIIKLMHOPQRSTUVHXYZA
CCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAB
den Klartextbuchstaben links in der 1. Spalte und geht in dieser Zeile so weit B FeH IRLANOL G S STV NXTEAD D
nach rechts, bis man in der obersten Zeile den Buchstaben des Schlissels CCHTIKLNNOP QRS UV NNy T ABCDET
gefunden hat. Nun kann man dort den Chiffre-Buchstaben ablesen. TI3KLNNOPQRSTUVIXYZABCDOEFGH
JIJKLMNOPQRSTUVHW YZABCDEFGHTI
KKLMNOPQRSTUVWX ZABCDEFGHTII]
LLM OPQRSTUVUHWXY ABCDEFGHIIJK
MMN PQRSTUVWXY?Z BCDEFGHIIJKL
NNOPQRSTUVWXYZA CDEFGHIIJIKLM
OO0OPQRSTUVW YZAB DEFGHIIJKLM
PPQRSTUVWX ZABC EFGHIJKLM
QQRSTUVWXY ABCD FGHIJKLMN
RRSTUVWXYZ BCDE GHIJKLMNDO
SSTUVWXYZA CDEF HIJKLMNOP
TTUVWXYZAB DEFG IJKLMNOPRQ
UUVWXYZABC EFGH JKLMNOPQR
VVWXYZABCD FGHTI KLMNOPQRS
WWXYZABCDE GHTI?J LM OPQRST
XXYZABCDEF HIJK M N PQRSTU
YYZABCDEFG IJKL N O QRSTUV
ZZIABCDEFGH JKLM 0P RSTUVW

N<XE<CALN=DO DO ==
BN XEZ<SCAWNDO DO

O N @M <X
HIGTMMON®E N <X
ZECFARAAIOTMMOMN DB N <X
<cHdw=moTvO=Z
XZT<CHwWIOTO=
<xE<cHAwmOTDO=

©vo=

123456789 ...

beispielklartext
APFELSTRUDELAPFE
BTNWAAXCEOECTTCX

11



6.1.4 Data Encryption Standard (DES) / Advanced Encryption Standard (AES)

DES wurde als offizieller Standard fiir die US-Regierung im Jahr 1977
bestatigt und wird seither international vielfach eingesetzt. Die Beteiligung
der NSA am Design des Algorithmus hat immer wieder Anlass zu
Spekulationen Uber seine Sicherheit gegeben. Heute wird DES aufgrund der
verwendeten Schlissellange von nur 56 Bits fiir viele Anwendungen als nicht
ausreichend sicher erachtet.

k
(28 bit)

AES ist der Nachfolger von DES und gilt derzeit als sicher.
(4‘8:“!’)"

6.2 ASYMMETRISCHE VERFAHREN

6.2.1 RSA

6.2.1.1  Public und private Key bestimmen
1. Zwei beliebige Primzahlen, pund gbestimmen
n =p - q bestimmen
o) =((@—1) x(q — 1) bestimmen
Eine beliebige Zahl e bestimmen, 1 < e < ¢(n) &ggT(e,q)(n)) =1
Multiplikatives Inverses bvon abestimmen: d - e = 1 mod ¢(n)
Offentliche Schliissel eund nveréffentlichen
Der private Schlissel d bleibt geheim

tion
(32 bit)

Nouv ke wnN

6.2.1.2 Verschlisselung
1. (Buchstabe mit Buchstabentabelle in Zahl iibersetzt)® mod n

6.2.1.3 Entschlisselung
1. (Ergebnis der Verschliisselung)® modn
2. Ergebnis der Entschliisselung mithilfe der Buchstabentablle wieder in Text umwandeln

6.2.1.4 Multiplikatives Inverses
Wenn a - b = 1 mod q, dann ist b das multiplikative Inverse von a
Gibt es nur, wenn ggT(a,q) =1

6.2.1.5 Eulersche Phi-Funktion
Beispiel: Z, = {1,2,3}

Zn={x€Ly|1<x<n, ggT(n,x) =1 oder x hat multiplikatives Inverses in Z,, }
() = |Zy|

Liste:

p(1) =1 @(7) =6

p(2) =1 P(8) =4

»(3) =2 ¢(9) =6

@(4) =2 ¢(10) = 4

¢(5) =4 p(11) =10

@(6) =2 p(12) = 4

p(n*m) = pn) - p(m) gilt aber nur, wenn ggT(n,m) =1
(p(nk) — nk — pk-1
p(27) =933 =33-32=18
12



6.2.1.6  Erweiterter Euklidischer Algorithmus
Vorgabe:a,b € Nya+0,b #0,a+ b

Tabelle:

Ablauf X y q r u s v t

Initialisieren a b xdivy | x—qxy |1 0 0

Wiederholen | y_q4 | vy | xdivy | x—q*y | S_q | U1 —q_1*S_q | t_1 | v_1—q_1*t_4
Beispiel:

X y q r u s v t

99 79 1 20 1 0 0 1

79 20 3 19 0 1 1 -1

20 19 1 1 1 -3 -1 4

19 1 (ggT) 19 0 -3 |14 4 -5 (mod 99 = Multiplikat. Inverses)
6.2.2 Probleme Handhabung asymmetrisches Verfahren

6.2.3
Da eine

Performance: Wie Sie sich nach den bisher gelosten Aufgaben vorstellen kénnen, sind asymmetrische
Algorithmen sehr langsam (ca. 10’000x langsamer als symmetrische Verfahren).

Infrastruktur: Der offentliche Schllissel muss liber eine vertrauenswiirdige Stelle abrufbar sein. Die
Sicherstellung der Vertrauenswiirdigkeit und die Bestimmung der Herkunft des 6ffentlichen Schlissels sind
mit grossem Aufwand verbunden.

Mehrere Empfanger: Bei mehreren Empfangern muss die Nachricht mit dem o6ffentlichen Schlissel jedes
einzelnen Empfangers verschlisselt werden.

Man-In-The-Middle: Wenn es ein Angreifer schafft, seinen 6ffentlichen Schliissel als den des eigentlichen
Empfangers anzupreisen, kann er mit seinem privaten Schlissel die Nachricht entschliisseln. Um nicht
aufzufallen, kann er zudem die Nachricht weiter mit dem 6ffentlichen Schliissel des eigentlichen Empfangers
wieder verschlisseln und dann die Nachricht weiterschicken. Um das zu verhindern, muss die Authentizitat
des offentlichen Schllssels gewahrleistet sein.

Kombination Komprimierung/Verschlisselung
gute Verschliisselung ihre Daten pseudozufallig macht, hat eine anschliessende Datenkompression keine

Wirkung mehr - die Zeichen werden gleich wahrscheinlich. Sie miissen daher die Daten zuerst komprimieren und
erst anschliessend verschlisseln. Zudem maximiert die Komprimierung die Entropie der Nachricht und reduziert so
etwas die Angriffsflache flr statistische Angriffe auf die Verschliisselung.

7 KANALMODELL

_________________________________________________________________________________________________________________________

Ubertragungssystem

13



7.1 KANALMATRIX

Eingangssymbol Ausgangssymbol
px)05 xS >y
5 . e ! R () plxp) F()’1|x|)+ﬂ(x2)'P(}’lez)‘*'F(IJ)'P(,V||X3)
p(x;)=0.25 Xy \ ........... . 05, ) T Yo | p(ra) |=] pGa)e plyali )+ plxa)- pOnafxa) + plxs)- plyalxs)
‘ I P2 [ Pa) Pl + pay)- poafe) + plxy)- plyafxs)

p(x5)=025 %3 U “.‘ \/

_—

04875 0.5-0.95+0.25-0.025+0.25-0.025
0.25625 | = 0.5:0.025+0.25-0.95+0.25-0.025
0.25625 0.5-0.025+0.25-0.025+0.25-0.95

Kanal Symmetrisch
Fehlerwahrscheinlichkeit des Kanals.

Diese ist unabhéngig von der Auftritts-
wahrscheinlichkeit der Zeichen der Quelle.
T=Transinformation
1 1 1
1 0 0] / 3 / 3 / 3

Nicht gestort (Einheitsmatrix, T=1): [0 1 0| Vollstandig gestért (T=0): 1/3 1/3 1/3
0 0 1
1/3 1/3 1/3

7.2 MAXIMUM-LIKELIHOOD-VERFAHREN

Entscheider

Yy —— X4

Kanaleigenschaften A Yy — X
: 2 3

Ys— X

Pro Spalte den hochsten Wert einkreisen, wenn alle gleich sind das Zeichen nehmen, das noch nicht abgedeckt

wurde. Der Entscheider nimmt an, wenn er ein y; empfangen hat, dass das x; mit der hdchsten Wahrscheinlichkeit
gesendet wurde.

14



Berecl

men Sie die Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn die Eingangszeichen geméss

folgender Hiaufigkeitsanalyse auftreten:

Tolal

Xq=
>(2_’;

X3:

Xl 1 090
Xa : 1200
X3 : 3000

U - 1200 » 30§0= 4250 | PC freme Fth{a)-:

95 plx,) + G- pl,) + G6 plas ) <
G5-0Mc + 0T G2 + §6-GL32 =
”’f% - (253 075

& - 0632 Pllehla) = A-G 625 = G325

50
7 g6

Tt Trv

3. Kann ein anderer Entscheider zu einem besseren Ergebnis, d.h. zu einer
geringeren Fehlerwahrscheinlichkeit fiihren?

¥z

=X, Jo A1, J3 M

N=(0.5 G + §5-4632 + (6. 4632) = (31, jedwoh x, pihl abgekt

73 T

RANSINFORMATION

Wir kénnen feststellen, dass bei der Datenlbertragung liber einen gestoérten Kanal «Informationen» verloren gehen.

Das bedeutet, der mittlere Informationsgehalt (die Entropie) nimmt ab.
Eingangssymbol e
4 h . :
p(x,)=0.5 ' 005 0025 0025] : N 04875 0.5.0.9510.250.025:0.250.025
p(x,)=025 X, p[1'|-\')—:0035 0.95 0.025} : Y | 025625 | = | 050025:0.2509510.250.025
plx)=025 10025 0.025 0.5 | 025625

ﬁ

v 0.5-0.025-0.250.025+0.250.95

ﬂ

H(X) == p(x)-ld(px)) H{Y)= =3 p(e)-ld(p(y,)
= i=1

= 0.5
05+1

1ci(0.5) + 2+ 0.25d(0.25)) (0.48751d(0.4875) + 2- 0.256251d(0.25625)) HX) #H(Y)

5 — [HX)#H(Y)| —_,,
L3 < ) { ) =0.5053 + 1.0067 = 1.512 = H(X): Eingangsentropie, H(¥): Ausgangsentropie

Transinformation beschreibt den maximalen, fehlerfreien Informationsfluss Gber einen Kanal. (Es gibt noch
keine Aussage wie dies zu erreichen ist)

Verandert sich die Entropie der Quelle, verdndert sich auch die Transinformation.

Nimmt die Fehlerwahrscheinlichkeit zu, so verringert sich die Transinformation.

Transinformation wird durch die Quelle bestimmt

Sind alle Positionen der Kanalmatrix gleich besetzt, so wird die Transinformation T = 0d.h. H(Y) =
H(Y|X) = 1 und zwar unabhangig von der Entropie am Kanaleingang.

T = H(X) — H(X|Y) = [bit/Zeichen]

T = H(Y)—H(Y|X) = [bit/Zeichen]

Ryax =T - [Zeichen/s] Beispiel: Ryqx = 0.47 - 1kbit/s = 0.47 - 1000 = 470bit/s

15



7.4 VERBUNDENTROPIE
Das paarweise Auftreten aller Moglichkeiten am Kanaleingang und Kanalausgang.

N N
HX,Y) = —ZZP(XM’:‘) «log, (p (X ¥1))

k=1i=1

7.5 AQUIVOKATION/VERLUST/RUCKSCHLUSSENTROPIE
Beschreibt die Ungewissheit liber ein gesendetes Zeichen bei bekannten Empfangszeichen.

HOXY) == > p(3) * pCeely) *10ga(pCecl )

k=1i=1

H(X|Y) = 0 bei fehlerfreiem Kanal

7.6  IRRELEVANZ/RAUSCHEN/STREUENTROPIE
Beschreibt die Ungewissheit der empfangenen Zeichen bei bekanntem Sendezeichen.

Schriftart

N N
HIYIX) = = ) > p(x) (il * logs (p(vi1x0))

1 0 O
0 04 0.6

Die Summe der Zeilen muss 1 sein. Die Matrix ist asymmetrisch, weil x3 nicht existiert.

Beispiel eines verlustfreien und rauschbehafteten Kanals:

8 BLOCKCODES

8.1 BEGRIFFE UND FORMELN
e Anzahl Worte = 2 bei Binarcode
e n=Anzahl Codestellen
e m = Anzahl Nachrichtenstellen
e k= Anzahl Kontrollstellen, wenn man eine Prifmatrix hat, kann k aus der Einheitsmatrix am Ende der
Prifmatrix abgelesen werden, z.B. fir k = 4:

11 Slello

111101110 m
111011001120
1'10110101O01
101 1 1001011

Ausserdem ist kann k aus dem Generatorpolynom abgelesen werden, es ist die hochste Potenz.
e n=m+k
e n=2k-1
e Gultige Codeworte: 2™
e Mégliche CW: 2m+k

16



8.2 HAMMINGCODE Codewort,
e Hammingdistanz h: beschreibt den minimalen Abstand zwischen zwei giiltigen 00000000
Codeworten im gesamten Coderaum. Wenn man eine Liste von Codeworten hat, kann 11—

man auch schauen, in wie vielen Bits sich die Codeworte unterscheiden, z.B. bei h = 2: 000000

e hist die Anzahl Prifvektoren, die addiert werden miissen, um den Nullvektor zu erhalten 10001100

® meistensh =k 01010000

e Anzahl erkennbare Fehlere* = h-1

By | 01010101

nzahl korrigierbare Fehler bei geradem h: e = — - 10000110

* Anzahl korrigierbare Fehler bei ungeradem h: e = — 11111111

e Treten mehr Fehler auf als korrigierbar sind, so wird entweder falsch korrigiert oder der
Fehler wird nicht erkannt.

8.2.1 Kontrollstellen eines Codeworts berechnen

Es wird die Matrix aus 8.1 Begriffe und Formeln verwendet, CW = 10110000010 und h =4
Aus dem Codewort lesen wir ab, dass x;, X3, X4, X1 relevant sind (alle Einsen).

Aus der Matrix lesen wir folgende Formeln ab (alle Einsen der Zeilen von oben nach unten):

)(74 .___@ % F@l Xs- /\Y} ~ g .‘-,(M mea/ Z = O
Ko ’@‘@)‘@Lx’o‘ FYs W) Ay mod 2 = O

Die Kontrollstellen sind somit 1100 und das komplette Codewort 10110000010 1100

8.2.2 Fehlersyndrome

Fehlersyndrome kénnen aus der Priifmatrix abgelesen werden. Es sind jeweils die Spalten mit dem Fehler. Bei
mehreren Fehlern miissen die Spalten addiert und mod 2 gerechnet werden.
1

Beispiel aus der Matrix in 8.1 Begriffe und Formeln, Fehler bei x,:

=

oder bei x, und xq4: mod 2 =

O R R
— - oo
=)

8.2.3 Mehrfachaddition zur Bestimmung aller gliltigen Codeworte

Benotigt: Generatorpolynom binar & Anzahl Nachrichtenstellen m (siehe 8.1 Begriffe und Formeln)

Zuerst missen alle moglichen Nachrichten erstellt werden, es gibt 2™ Nachrichten. Bei m = 2 wiéren es z.B.
00,01,10 und 11.

Danach wird fiir jede mogliche Nachricht das Generatorpolynom mehrfach addiert, bis vor dem vertikalen Strich nur
noch Nullen stehen. Beispiel:

o110
104
d14
0 |11 ____
01 |04

014

4
5 lo01 —> ¢110(001
17

b

Das erste mogliche Codewort sind immer alles Nullen und das Letzte alle Einsen.




8.2.4 Mehrfachaddition zur Bestimmung der Priifmatrix
Bendtigt: Generatorpolynom binar & Anzahl Nachrichtenstellen m (siehe 8.1 Begriffe und Formeln)

Zuerst missen Codeworter erstellt werden, bei dem jeweils genau eine Nachrichtenstelle 1 ist, z.B.
0001,0010,0100 und 1000.

Danach wird fiir jedes Codewort das Generatorpolynom mehrfach addiert, bis vor dem vertikalen Strich nur noch
Nullen stehen. Beispiel:

Das Ergebnis ist dann eine Prifmatrix mit k Zeilen und n Spalten. Am Ende befindet sich die Einheitsmatrix. Die
Additionsbeispiel ist in der Matrix die zweite Spalte, weil das zweite Bit auf 1 gesetzt wurde:

8.2.5 Polynomdivision zur Ermittlung eines Fehlersyndroms an Stelle
Benétigt: Stelle (hier: x°) & Generatorpolynom (hier: x> + x3 + x2 + 1)

x> X+ +x2+1 = 1Restx®+x%2+1
X° +x° +x%2 +1
+x3 +x2 +1

8.3 KORRIGIERKUGEL

Das Zentrum der Korrigierkugel liegt auf jedem glltigen Codewort (weiss) und schliesst alle umliegenden, ungitiltigen
Codeworte (grau), die sicher korrigiert werden kénnen, ein. Die Anzahl der sicher korrigierbaren Fehler e kann
deshalb als Radius der Korrigierkugel betrachtet werden. Die Hammingdistanz h ist die klirzeste Distanz zwischen
zwei giiltigen Codeworten unter Betrachtung aller Paare von giiltigen Codeworten im gesamten Coderaum. Die
Anzahl der sicher erkennbaren Fehler e* ist deshalb h — 1.

®
O
Q)

18



8.4 DICHTGEPACKTER CODE

Der Coderaum ist dichtgepackt, wenn sich alle Codewdrter (gliltige und ungliltige) in einer Korrigierkugel befinden.

Der Coderaum ist dichtgepackt wenn: 2™ x .2 _

Beispiel furn = 15, m =10,k =5,e = 1:

210*(

15!

n!

— on
w!(n-w)!

15!

05 —0) 115 —1)!

)=215

210« (1 + 15) # 215, also nicht dichgepackt

8.5 ZvkLiscHE ABRAMSON CoDEes / CRC CODES

Hammingdistanz h = 4

Wird gebildet durch Multiplikation des primitiven Polynoms mit (1 + x)

n=2k1_1

Riickgekoppeltes Schiebregister fiir 1 + x2 + x* + x°:

7 ot 7

3

) T
NP N

A
\pJ

Um ein reduzibles Generatorpolynom zu reduzieren, teilt man es durch (1 + x)

9 FALTUNGSCODES

- r \ un] | so |51 |52 | waln] | valn] | vlng]
N — b “ - Jololo 1,
- — | 1 lo|o|o]| 1 1 "oz
‘ N S o [1]oo] o 1 | o1 ||E
=
R 9]¢ 1 0|1 0 0 0 00 g
ol ) ) = 0o |1|0]|1] 1 0 10 ||§
/) ‘.‘ o [of[1]0]| 1 1 11 g
: ; 0 |0]|0]1 1 1 11 |5
s A -~ - lolofo R
(g} ={1011}
\NICI'
Gi(x)=1 +L“"+ > o 4
R 1 D by
g g g g
vy[n]
S, 8; s, \$
Nachrichtenfolge u[n] Codefolge v[n,]
v,[n]
N D
NV L A\

(Gr={1111}
odet

G,(x)=1+g+g%+g°
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Beispiel flr Codierung von 101

Ausgabeist: 1101001011 11

In der Eingabe sind 3 Tailbits enthalten (6 in der Ausgabe).

Die Anzahl entspricht der héchsten Potenz des Generatorpolynoms.

Fiir die Impulsantwort gibt man dem Faltungscodierer eine 1 und dann nur noch Nullen. Die Impulsantwort ist dann
das, was rauskommt dabei.

Coderate = Eingangsbits/Ausgangsbits

9.1 ZUSTANDSDIAGRAMM

S.
0111 .
CloTof~ lo 7]
are0 A
T p \1_. 7 ‘( 4/ 44% 70/ 1

o= Lk

1/40 S
yan S4 3

L W 1/01

Die 4 Boxen im Zustandsdiagramm sind jeweils alle moglichen Kombinationen der x in der Encoder-Schaltung
Die Zahl vor dem / ist die Zahl, welche man vorne in die Schaltung reingibt

Die Zahl nach dem / ist die Zahl, welche hinten an der Schaltung herauskommt mit Einbezug der
reingegebenen Zahl und der aktuellen Belegung der x

9.2 DECODIERUNG MITHILFE DES NETZDIAGRAMMS

Verw. Encoder-Schaltung und Zustandsdiagramm:
Empfangene Bits: 11 10 10 10 00
Netzdiagramm:

14

10

04

11

Die orangen Zahlen sind jeweils die gemachten Fehler
Wenn zwei Pfeile auf eine Kugel zeigen, wird die tiefere Zahl gewahlt und der andere Weg geblockt
Es ist definiert, dass Start und Ende bei 00 liegen
Wenn alle orangen Eintrage gemacht sind, geht man vom Ende aus und sucht den Weg mit den geringsten
Kosten.
Das gesendete Codewort (Losung) sind dann die Zahlen vor dem / auf dem Weg abzliglich der Tailbits, in
diesem Fall also 110 oder 101
Talbots sind immer die Anzahl Quadrate im Schieberegister
20



10 BINARZAHLEN

Computer arbeiten mit dem Binadrsystem, weil technisch zwei Zustande einfach unterscheidbar sind.

Dezimalsystem:

a0

107000

e

1000

~

~

4*10000+9*1000°+0*100 +1*10 + 5™ 1

Binarsystem:

300 [

24

A

8000

ey

W a

16

‘ Most Significant Bit (MSB) ‘

‘ Least Significant Bit (LSB)‘

Notation einzelner Bits von 1010: by = 0, b3 = 1 oder b[0] = 0,b[3] =1
Notation von Unterbereichen von 1010: b; ; = 101 oder b[3..1] = 101

Nibble: 4 Bit
Byte: 8 Bit
Prafixe: Néherung Dezimalpréfix Binarprafix
210 | 1.024* 10 | K Kilo Ki Kibi
220 | 1.049* 1 | M Mega Mi Mebi
230 | 1.074* 1 | G Giga Gi Gibi
240 | 1.100* 102 | T Tera Ti Tebi
250 | 1.126* 10'S | p Ppeta Pi Pebi
260 | 1.153* 10'8 | E Exa Ei Exbi

10.1

HEXADEZIMALSYSTEM

Ein Nibble (4 Bit) kdnnen jeweils mit einer Hexadezimalstelle beschrieben werden. Daher ist es sehr gut geeignet, um
Binarzahlen zu verkiirzen.

0000
0001
0010
0011

Wh = o

W = o

0100
0101
0110
0111

10.1.1 Grosste darstellbare Zahl
Die grosste Hex-Zahl mit n Bit hat an der Most Significant Stelle eine F, 1, 3, oder 7.

8, Bit
9, Bit
10,4 Bit
11, Bit
12, Bit
Uusw.

11111111, = FF,

111111111, = 1FF,
1111111111, = 3FF,
11111111111, = 7FF,
11111111 1111, = FFF,

10.2 DARSTELLUNG VON ZAHLEN
1011, (binar) = 11,4 (dezimal) = By, (hexadezimal)

4 4 1000
5 5 1001
6 6 1010
7 7 1011

W > o o»

10
11

1100
1101
1110
1111

mmoOon

12
13
14
15
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10.3 BERECHNUNGEN

10.3.1 Umwandlung Dezimal — Binar

Man teilt jeweils durch 2. Wenn das Ergebnis eine ganze Zahl ist, wird eine 0 geschrieben. Wenn es eine .5 Zahl ist,
wird eine 1 geschrieben und mit der Abrundung weitergerechnet. Abgebrochen wird bei 0.5. Die Binarzahl wird dann
von unten nach oben abgelesen. Beispiel:

Dezimalzahl Operation Ergebnis Bit
22 /2 11 0
11 /2 5.5 1
5 /2 2.5 1
2 /2 1 0
1 /2 0.5 1

22 in bindr: 10110

10.3.2 Addition

Bei der Addition von Binarzahlen wird von rechts begonnen. Es wird jeweils das Bit des ersten Summanden, des
zweiten Summanden und das Carry Bit addiert und dann mod 2 gerechnet. Das Carry Bit wird auf 1 gesetzt, wenn
das vorherige Ergebnis mehr als 1 war vor mod 2. Beispiel:

Bindr Dezimal
1. Summand 1 1 0 13

2. Summand 1 0 0 9
Carry-Bit 1 0 0 1 =
Ergebnis 1 0 1 1 22

10.3.3 Subtraktion

Bei der Subtraktion von Binarzahlen wird von rechts begonnen. Es wird jeweils das Bit des Subtrahenden und Carry-
Bits vom Minuenden abgezogen und dann mod 2 gerechnet. Das Carry Bit wird auf 1 gesetzt, wenn das Ergebnis

kleiner als 0 war, vor mod 2. Beispiel:

Bindr Dezimal
Minuend 1 1 0 13
Subtrahend 1 0 0 9
Carry-Bit 0 0 0 =
Ergebnis 0 1 0 4

10.3.4 Multiplikation

Bei Prafixschreibweise: 128K % 64M = 27 x 210 5 26 4 220 — 27+10+6+20 _ 743 _ 73 4 740 — gT

Bei der bindren Multiplikation gelten die folgenden Regeln:

1181 - 1681
0x0=0
0%1=0 1101
1 * 0 — 0 + 5151505
1+x1=1 0008
1161
Danach wird jeweils der ganze erste Multiplikator mit einer Stelle (angefangen von -
. o s . . . . Ubertrag il

rechts) des zweiten Multiplikators multipliziert. Nach jeder Stelle wird eins nach links

Produkt 1118181

eingerlickt. Danach werden die Zahlen normal addiert.

10.3.5 Division

C g . . 2M  25x220
Bei Prafixschreibweise: — =
4K 26%210

=" =2%"16=29=512
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Bei der bindren Division gelten folgende Regeln (Division durch 0 nicht definiert):

0/1=0
1/1=1

Danach probiert man zuerst, die Stelle ganz links der zu teilenden Zahl durch den ganzen Teiler zu teilen. Solange es
nicht geht, nimmt man noch eine Stelle eins weiter rechts der zu teilenden Zahl dazu. Dann schreibt man beim
Ergebnis auf, wie oft der Teiler in die Stellen reinpasst (beim ersten Durchlauf immer 1).

Nun subtrahiert man den Teiler von den Stellen und schreibt noch die nachste Stelle vom Dividenden runter ganz
rechts vom Ergebnis. Nun gibt es zwei Moéglichkeiten:

e Der Teiler passt ins erweiterte Subtraktions-Ergebnis. Es kommt eine 1 ins Ergebnis und der Teiler wird
erneut subtrahiert.
e Der Teiler passt nicht ins erweiterte Subtraktions-Ergebnis. Es kommt eine 0 ins Ergebnis und 0 subtrahiert.

Das wird wiederholt, bis ganz unten eine Zahl kleiner als der Teiler befindet (Rest), es kann auch 0 sein.

T4 8 %596 48 A : =\000010

.
[} DL
aoc|e ©
OOOOOO
occ | Q]C©

1]

]
(=R =)

10.4 SIGNED INTEGERS

Dabei wird das MSB als Vorzeichen interpretiert, O ist positiv und 1 ist negativ.

Der Wertebereich reicht von —2"~1 bis 2"~ — 1, wobei n die Anzahl Bits ist.

Die negativen Zahlen werden dabei als Zweierkomplement gespeichert.

Der Wert einer vorzeichenbehafteten, negativen Binarzahl mit n Bit entspricht der Differenz aus vorzeichenlosem
Wert und 2™.

Schreibweise Zweierkomplement: N(b) = —b

10.4.1 Umwandlung negative Dezimalzahl ins Zweierkomplement (Inversionsverfahren)
Beispiel mit Zahl —5:

1. Indie positive Bindrzahl umwandeln (muss 0 als MSB haben): 0101
2. Alle Bits invertieren: 1010
3. Eins addieren: 1011

10.4.2 Umwandlung Zweierkomplement in negative Dezimalzahl (Inversionsverfahren)
Bespiel mit 1011:

1. Alle Bits invertieren: 0100
2. Eins addieren: 0101
3. Zahl ablesen und minus davorsetzen: —5

23



11 BOOLSCHE LOGIK

11.1 ARITAT VON FUNKTIONEN
Unare Funktion Funktion mit einem Parameter (einstellig, unary function)
Beispiel: f(x) = x
Binare Funktion Funktion mit zwei Parametern (zweistellig, binary function)
Beispiel: f(x,y)=xAy
Ternare Funktion Funktion mit drei Parametern (dreistellig, ternary function)
Beispiel: f(x,y,z)=xAyAz
n-are Funktion Funktion mit n Parametern n-stellig, n-ary function)
Beispiel: f(xo, ..., K1) = Ro\ RpMoces g

Nullare Funktion Funktion mit null Parametern (nullstellig, nullary function)
Beispiel: f() =1

11.2 UNARE FUNKTIONEN

Es gibt genau 4 unare Funktionen, wobei nur die Identitat (id) und Negation (not) von der Eingabe abhangen.

not(x) =-x=x

x | F(x) id(x) not(x) T(x)

(x
0| o 0 1 1 4\\
0

1 1 0 1 s N
4 N\
\9 b
11.3 BINARE FUNKTIONEN v ,\\ /
Es gibt genau 16 binadre Funktionen & % 4
| e &0 AN
W\ 70 Q A 7 ¥
ot S A ;&
‘RQ . B , %-L ,L:\ jf/‘\ A_‘L B A‘\ o N .i\‘
x v|l0 xx¥ xy x Xy y * Y 2y ¥+ x A Xy 1
o o0 o o o o o0 o0 01 1 1 1 1 1 1 1
o1/{0 0 0 0o 1 1 1 110 O OO T1T 1 11
1 0o0(fO0 0O 1.1 0 0 1 1/0 O 1 1 O 0 1 1
1 1,0 1 0 1 0 1 O 1/j0 1 0 1 O 1 o0 1

NAND sind die Grundbausteine der Computertechnik, da sie technisch leicht als Transistoren zu realisieren sind. Alle

Basisoperationen kénnen damit dargestellt werden.

De Morganlaw:x Vy = X Ay
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11.4 TERME
Literal Variable ode{r Negation einer Variablen,
bspw. x3 (positives Literal)
oder X7 (negatives Literal)

Konjunktionsterm Konjunktion von Literalen, bspw. Xyx3xs = X7 A X3 A X
Disjunktionsterm Disjunktion von Literalen, bspw. X7 V x3 V x4

Minterm Konjunktionsterm, der alle Parameter der Funktion enthalt, z.B.
XoX1X2X3X4

Maxterm Disjunktionsterm, der alle Parameter der Funktion enthilt, z.B.
Xo VXLV V X3V Xa

11.5 DISJIUNKTIVE NORMALFORMEN

Disjunktive Normalform (DNF): Disjunktion von Konjunktionstermen, z.8. A VB V C
Kanonische disjunktive Normalform (KDNF): Disjunktion von Mintermen, z.B. ABC \V ABC

Die KDNF kann schnell aus einer Wahrheitstabelle abgeleitet werden:

X ¥ | Xy =XyVXyVXy Die KDNF Xy V Xy V xy kann zu einer DNF vereinfacht werden:
0 0| 1 Xy
0 1] 1 Xy FYVyVry = IVxy = IVy
1 0| 1 Xy
1 1| 0
12 ASCII

Alle Zeichen eines Texts stammen aus einer endlichen Menge Z, dem Zeichensatz. Jedem Zeichen kann eindeutig
eine natirliche Zahl zugeordnet werden (Encoding). Sender und Empfanger missen das Encoding miteinander
vereinbaren, damit sie mit 0 und 1 Text Gibertragen kdénnen. Ein verbreitetes Encoding ist der «tAmerican Standard
Code for Information Interchange» (ASCII).

0o 1 2 3|4 & 6 7|8 9 A B|C D E F

NUL BS TAB LF CR

No s (W= O

Bekannte, nicht obsolete Steuerzeichen:

\O | Null Ende des Texts | \n | Line Feed Cursor eine Zeile nach unten
\b | Backspace \r | Carriage Return | Cursor an Anfang der Zeile
\t | Tabulator




13 FIXKOMMAZAHLEN

Bei der Fixkommazahl wird an einer beliebigen Stelle einer Bindrzahl ein Komma gesetzt. Viele Dezimalkommazahlen
kénnen nicht exakt dargestellt werden.

Beispiel fur 12.875:

Stelle a —a
Zweierpotenz 23 2?2 21 20 . 271 272 273
Dezimal 8 4 2 1 . 0.5 0.25 0.125
Binare Fixkommazahl 1 1 0 0 . 1 1 1

Bezogen auf unsigned Fixkommazahl mit 3 Bit vor dem Komma und 5 Bit nach dem Komma:

e Kleinste Zahl >0: 275
e Grosste Zahl: 23 — 275

Gleich wie bei ganzen Binarzahlen sind: Addition, Subtraktion, Zweierkomplement und Shift

13.1 MULTIPLIKATION
Bei der Multiplikation verschiebt sich das Komma, das Ergebnis hat so viele Nachkommastellen wie die beiden

Multiplikatoren zusammen.

1)5. .4 75 4100

Bei der Division wird ebenfalls das Komma verschoben.

14 GLEITKOMMAZAHLEN

Gleitkommazahlen werden immer als normalisierte Zahlen geschrieben, das heisst mit genau einer 1 vor dem
Komma. Beispiel: 1.1 * 21

Die fiihrende 1 kann beim Codieren weggelassen werden, sie ist ein Hidden Bit. Somit hat man eine Stelle mehr fir
die Prazision.

s k m
Wert einer Float-Zahl an diesem Beispiel: z ="1'| 1000 0100 |10 0100 0000 0000 0000 0000

W(z) = (-1 (1+m)- 2k =
(- (1+272427%)-227+2°7127 = _1.28125- 25 = —41

Das Bias b betrégt bei 32-bit Float 27 — 1 = 127 und bei 64-bit Double 21° — 1 = 1023
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Der Standard IEEE 754 definiert seit 1985 verschiedene Encodings

® Single (Java float): 24 Bit Prazision, 8 Bit Exponent

Double (Java double): 53 Bit Prazision, 11 Bit Exponent

Quadruple (seit 2008): 113 Bit Prazision, 15 Bit Exponent, insb. fiir Zwischenergebnisse
Octuple (seit 2008): quasi nicht implementiert

(Single-Extended mit 43 Bit)

(Double-Extended mit 79 Bit)

(Encodings zur Basis 10 mit 32, 64, 128 Bit, seit 2008)

e Grosste Float-Zahl: 0| 1111 11101111111 111111111111 1111

W(z) = (=1)% % (1 + (228 — 1) % 2723) % 22°727127 = (2 -2723) %2127 &~ 3.4x10%8
e Kleinste Float-Zahl >0: 0 | 0000 0001 | 000 0000 0000 0000 0000 0000

W(z)= (-1 (1+0) 217127 = 27126 ~ 1,175x% 10738

14.1 DEZIMALZAHL ALS FLOAT DARSTELLEN
Beispiel: 5.8 als Single-Float

1. Umwandlung der Zahl vor dem Komma zur Binarzahl: 5 = 101
2. Umwandlung der Zahl hinter dem Komma zur Binarzahl:

271 0.8—05=0.3 1
272 0.3 —0.25 = 0.05 1
273 0.05—0.125 0
27 0.05 — 0.0625 0
275 0.05—0.03125 = 0.01875 1
27% | 0.01875 —0.015625 = 0.003125 | 1
277 0.003125 — 0.0078125 0
278 0.003125 — 0.00390625 0

3. Nun flugen wir die beiden Bindrzahlen zu einer Fixkommazahl zusammen, ausserdem haben wir ein Muster
entdeckt: 101.1100

4. Nun wir das Komma so weit nach links geschoben, bis genau eine 1 links vom Komma steht

Die Anzahl Stellen nach rechts werden als Exponent von 2 malgerechnet

1.011100 * 22

Bestimmung von s mithilfe des Vorzeichens: positiv - s = 0

Bestimmung des Exponenten k: Exponent von Schritt 4 plus 127: 2 + 127 = 129

Bestimmung der Mantisse m: Die Bits nach dem Komma von Schritt 4: 011100

Ergebnis: 0]/1000 0001|0111 0011 0011 0011 0011 001

N o,
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14.2 ADDITION VON FLOATS
Beispiel Addition von 2.6 + 5.8 = 8.4

1. Dezimalzahlen im Float-Format aufschreiben
0/1000 0000|010 011001100110 0110 0110
+ 0]/1000 0001|011 1001 1001 1001 1001 1010
2. Das Hidden Bit (immer 1 ganz links der Mantisse einfligen)
0/1000 0000|1010 01100110 011001100110
+ 0[1000 0001|1011 1001 1001 1001 1001 1010
3. Den grosseren Exponenten in beide Floats schreiben
0|T000/0001|1010 01100110 01100110 0110
+ 0[1000 0001|1011 1001 1001 1001 1001 1010
4. Die Differenz der beiden Exponenten berechnen
1000 0001 — 10000000 =129 —-128=1
5. Beim Float mit dem urspriinglich kleineren Exponenten so viele Nullen einfligen, wie bei Schritt 4 berechnet
wurden. Die gleiche Anzahl wie eingefligt wurde fliegt hinten raus.
0|T000:0007|0101 0011 0011 0011 0011 00116
+ 0[1000 0001|1011 1001 1001 1001 1001 1010
6. Nun wird die Mantisse normal binar addiert. Jedoch nur die vordersten 23 Bit. Falls das Carry Bit 1 ist nach
der Mantisse, wird der Exponent um 1 erhdht. Das Vorzeichen bleibt.
0|T000:0007|0101 0011 0011 0011 0011 00116
+ 0[1000 0001|1011 1001 1001 1001 1001 1018

0]1000 00710]09Q0 1100 1100 1300 1300 130

14.3 RUNDEN
e Round to nearest: es gibt zwei Varianten fiur .1
o Ties to even: auf gerade Zahl, z.B. 0.1 auf O und 1.1 auf 10.0
o Ties away from zero: immer auf die grossere Zahl
e Round toward 0
e Round toward 4o
e Round toward —co

Rundungsfehler bei kleinster Zahl grosser 1:
® der absolute Fehler ist

W(z)-W(EZ)=1+2"2-(1+272) =22 27 =22
® Der relative Fehler ist

W(z)—w() 27% 1 1
W(z'y 14224

€= T2 < om;

Maschinen-Epsilon:
e Alle Zahlen 1 < g < Z’ runden ab auf 1

Der absolute Fehler ist dann jeweils < 2724 und damit auch der relative Fehler

Alle Zahlen z/ = 001111111 | 000 0000 0000 0000 0000 0000 1xxx ... werden auf z
aufgerundet, aber der Fehler ist kleiner als bei Z’

® ¢ =272 = 27P ist der grosstmogliche Fehler und heisst Maschinen-Epsilon
Merksatz: «Die kleinste Zahl ¢, so dass 1 +¢ > 1»
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