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Die wissenschaftliche Methode

Annahme
Es gibt eine objektive Realitat, iiber die sich wahre Gesetzmassigkeiten formulieren
lassen.

Von Interesse sind nur Aussagen, die grundsatzlich auch falsch sein kénnen:
Falsifizierbarkeit

Eine Aussage ist falsifizierbar, wenn es eine Beobachtung gibt, mit der die Aussage als
falsch erkannt werden kann.

Vorgehen
1. Formuliere eine falsifizierbare Hypothese iiber ein Naturphinomen

2. Formuliere die Nullhypothese, die besagt, dass die Hypothese nicht zutrifft

3. Beobachtung durchfiihren = Nullhypothese falsifizieren = Hypothese gilt als
bestatigt

Alphabet und Wort

Alphabet
Eine nichtleere endliche Menge X heisst Alphabet. Die Elemente von ¥ heissen Zeichen

Wort
Eine Zeichenkette der Lange n ist ein n-Tupel in ¥ =¥ x --- x X. Ein Element von
" heisst Wort der Lange n.

Abgekiirzte Schreibweisen:
(A,u,t,0,8,p,r) = AutoSpr
a3b° = aaabbbbb
b®a® = bbbbbaaa

Leeres Wort
Die Zeichenkette ¢ € ¥° = {c} der Lange 0 heisst das leere Wort.

Was will AutoSpr?

Fragen
» Was kann ein Computer?
» Was ist ein Computer?
» Was sind Sprachen?
» Was kann ein Computer grundsatzlich nicht?

» Was kann ein Computer grundsatzlich nicht effizient?

Erwartete Antworten
Allgemeine (d. h. immer wahre) Aussagen iiber jede Art von Computer, unabhingig
von Hardwarelimitierungen oder Architektur.

Computer

These
Computer sind abstrakte mathematische Objekte
» Kommen Computer in der Natur vor?

» Wir interessieren uns fiir allgemeine Eigenschaften aller von Menschen
geschaffenen Computer.

» Computer sind nicht Objekte der Naturwissenschaft!

v

Computer sind physisches Realisierungen eines rein mathematischen Konzeptes

» Die Evolution hat auch in der Natur Computer gebaut (zelluldre Automaten,
neuronale Netzwerke, Gehirn)

» Wir suchen nach allgemein wahren Aussagen liber abstrakte, mathematisch
definierte Computer.

= Was heisst wahr in der Mathematik?

Menge aller Worter

Menge aller Worter
Die Menge aller Woérter ist

T ={sururturiu...=|J I

Insbesondere haben Wérter immer endliche Lange.

Was ist wahr?

Definition: Wahrheit

Aussagen, die mit der objektiven Realitat ibereinstimmen, sind wahr.

Konsequenzen
» Ohne Beobachtung der Realitit keine Wahrheit (methodologischer Naturalismus)
» Subjektive Erfahrungen kénnen nicht als “wahr” bezeichnet werden.

= Es braucht einen Prozess, mit dem wir wahre von falschen Aussagen unterscheiden
konnen.

Beweis

Definition

Ein Beweis ist in der Mathematik die als fehlerfrei anerkannte Herleitung der
Richtigkeit bzw. der Unrichtigkeit einer Aussage aus einer Menge von Axiomen, die als
wahr vorausgesetzt werden, und anderen Aussagen, die bereits bewiesen sind.

» Ein Beweis erklart, warum eine Aussage wahr ist.

» Ein als korrekt erkannter Algorithmus ist ebenfalls ein Beweis.

= Beweise sind ein wesentlicher Bestandteil der Vorlesung AutoSpr

Wortlange

Definition
> weX" = |w|=n, Linge des Wortes w.
» Seiw € X" und a € X, dann ist |w|, die Anzahl Zeichen a im Wort w.

Beispiele
> || =0,
> [01010|o =3
> (01010, =2
> [01010J, =0
> [a%b°| =8
> |(1291)7| = 7|1291| =7-4 =128, |[w"| = n- |w|




Sprache

Sprache

Eine Teilmenge L C X* heisst Sprache

Beispiele
> L=Y"CX"
> L =0 CX* die leere Sprache
» ¥ = {0,1}, Sprache aller Binarstrings: L = X*
> 5= (0,1}, L= {we T |wlo = wls}.
> ¥ = Unicode, J = {w € * | w wird vom Java-Compiler akzeptiert}.
> ¥ =ASCll, C={w € *|w wird vom GCC akzeptiert}.
> M eine “Maschine”: L(M) = {w € * | w wird von M akzeptiert}.

Beobachtung
Zu jeder Maschine M gibt es eine Sprache L(M)

Rekonstruiere DEA A einer regularen Sprache L

Definition

Fiir ein Wort w € X* setze L(w) = {w'|ww’ € L}. Insbesondere L(g) = L.

Myhill-Nerode Automat w | L(w)

Gegeben: regulare Sprache L liber
¥. Rekonstruiere A mit:

> Q={L(w)|wex*}

> g=1L()=L

L(1) ={w € =*| |w]|o gerade} = L

Q
e | Le)=L o
0 | L(0) ={w € =*| |w|o ungerade} q
1

do

> F={L(w) € Q|ee L(w)}
> §(L(w),a) = L(wa)

Beispiel
r={o,1},

L={weX*||w| gerade} 1

Pumping-Lemma-Beweis

Behauptung
Die Sprache L C X* ist nicht regular.

Beweis (Widerspruch)

1. Annahme: L ist regular
2. Gemass Pumping Lemma gibt es die Pumping Length N

» Es darf keine Annahme iber die konkrete Grosse von N gemacht werden!

3. Wihle ein Wort w € L mit |w| > N
» Die Definition muss N verwenden!
4. Aufteilung des Wortes geméass Pumping Lemma
> w=xyz, [yl <N, |y >0
5. Auswirkung des Pumpens
> xykz ¢ L fiir mindestens ein k € N (mit Begriindung!)

6. Widerspruch und Schlussfolgerung, dass die Annahme nicht zutreffen kann

08O

1

Deterministischer Endlicher Automat (DEA)

Definition
A=(Q,X%,0,q0, 1)

v

>
>
>
>

Zustandsdiagramm von A

Zustande: Q ={q0,q1,---,qn}
Alphabet:

Ubergangsfunktion: 0: @ x ¥ — Q
Startzustand: go € Q
Akzeptierzustinde: - C Q

Tabellenform des DEA A

0 1+
Q—+ 9o @2 q
q/F|d @i o
@/F|lq @

Minimaler Automat

Ziel

Aus A einen DEA mit minimaler Zustandszahl konstruieren, z. B. fiir Vergleiche.

Markiere mit x Paare von Zustanden, die
nicht aquivalent sein kénnen:

do 91 92 Gq3
Q| = X x x
q | x = = x
Q| x = = x
Q3| X x x =

X

. Akzeptier- und Nichtakzeptierzustande
x: Nicht dquivalent nach Ubergang

=: Zustande g; und g sind aquivalent und
konnen zusammengelegt werden.

Beispiel: L = {0"1"|n > 0} ist nicht regular

AW N

. Annahme: L ist regular
. AN € N, Pumping Length

- w=0N1N
. Unterteilung w = xyz N N
oy ] z 1 |
N+ 1yl 2N +y|
Iy ety ] z i ]

. Pumpen: nur die Anzahl der 0 wird erhdht, Anzahl 1 bleibt
. xykz & L fiir k # 1, im Widerspruch zum Pumping Lemma

Regulére Sprachen

Ubergangsfunktion fiir Worter

0: QXX = Q:(qw=a1...3,) = 6(...6(6(q,a1),a2),...,an)

Ubergange ausgehend von g fiir Zeichen aj, as, ..., a, nacheinander anwenden.

Wort akzeptieren
Der DEA A = (%, Q,

qo, 0, F) akzeptiert das Wort w € X*, wenn er A vom

Startzustand in einen Akzeptierzustand 6(qo, w) € F tberfihrt.

Akzeptierte Sprache, regulare Sprache
Gegeben ein DEA A = (X, Q, qo, 9, F). Die von A akzeptierte Sprache ist

L(A) = {w € X" | A akzeptiert w} = {w € X" |d(qo, w) € F}.

Die Sprache L C * heisst regulér, wenn es einen DEA A gibt mit L(A) = L.

Pumping Lemma

Idee
Lange Woérter fiihren
hat das fiir Folgen?

zu selbstkreuzenden Pfaden in einem endlichen Automaten. Was

Lemma

Ist L eine reguldre Sprache, dann gibt es
N € N, die pumping length so, dass jedes

Wort w € L mit |w| > N in drei Teile
Q w = xyz zerlegt werden kann mit
1 |xy| <N
V4
2. |yl>0

3. xykzel VkeN

Oder: geniigend lange Wérter (Jw| > N) einer reguldren Sprache (w € L) kénnen alle
in einem Anfangsstiick der Lange N (|xy| < N) aufgepumpt werden (xy*z € L).

Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition NEA
A=(Q,%,5,q0. F)

» Q endliche Menge von

Zustanden
» Y Alphabet

> 5:QxT > PQ)

» Startzustand qo

Definition Akzeptieren

Ein NEA A akzeptiert das Wort w € £*, wenn es eine
Wahl von Ubergingen gibt, derart, dass das Wort w
den Automaten in einen Akzeptierzustand tberfiihrt.

Faustregel
Nur genau diejenigen Pfeile einzeichnen, die man zum
Akzeptieren braucht.

» Akzeptierzustande F

Beispiel
£ {abh
L= {w ex”

nacheinander

w enthalt zwei b }



Transformation NEA — DEA

Ubergangsfunktion fiir Mengen

e-Ubergange: NEA.
e-Ubergang
Ubergangsfunktion mit erweitertem

Gegeben 6: Q x ¥ — P(Q) eines NEA. Ubergangsfunktion fiir Mengen M C @ Definitionsbereich
0 P(Q)x L — P(Q): (M,a)— §'(M,a) = U 4(q, a) 51 Qx (TU{e)) = P(Q)
qeM

e-Uberginge konnen ohne Verarbeitung

NEA.

NEA mit e-Ubergangen

Beispiel
L={ok1! | k,1 >0}

S%}tz L Implementation eines Zeichens genommen werden.
Ein NEA A kann in einen DEA A' Thompson-NEA:
umgewandelt werden mit » Zustand M C Q realisiert durch Satz
> Q' =P(Q) Markierung der Zustande in M Einen NEA. kann man immer in einen NEA umwandeln.
>y =% » ¢ realisiert durch Verschieben von Beweis.
;o - B
: f]f, v:e{::}en definiert > /'\\A:::;;et:::egr]e:nmindestens ein 1. E(q) = Menge der von g aus mit s-Ubergéngen erreichbaren Zustinde
> F'={MeP(Q)| FNM# 0} Akzeptierzustand markiert 2. E(M) = UgemE(q)

Regulédre Operationen

3. § ersetzen durch 6: Q x (EN{e}) = P(Q) : (q,a) — E(4(q, a)) O

Reguldre Ausdriicke und VNEA

Alternative Reguldrer Ausdruck
L=L UL, ©©C())OOO OO‘ € :i 3 ’OO oOo%©© Zeichﬂenkette r zur Beschreibung einer
= L(A1) U L(A2) @O 00 OA1 Azo 00 O@ reguldren Sprache L = L(r).

Primitive regulire Ausdriicke

Verkettung . . e .
O 0~,00+4./0 0-00 Reguldre Ausdriicke fiir Worter mit
L=ll=LA)LA) —O 50 Og O>O o9 08 < Lénge < 1:
— {wiws | wi € Lj} A4~ 00%0T [~ 00%0 L=1() - NEA
*-Operation {@} 0 %
. 1O 0520 : :
L:{aO}OULkuLZU... VOOO O(g)o / {a} 2 020
=UrolL A~ OO YO {h,s,r} [hsr]

= die Klasse der reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter regularen

Operationen

Kontextfreie Grammatik und Sprache

Kontextfreie Grammatik: G = (V. %, R,S)
» V: Variablen
> Y: Terminalsymbole (Alphabet)
» R: Regeln der Form A — x1x2 ... x, mit
AcV, x;€e VUL
> S: Startvariable

Ableitung und erzeugte Sprache
» Regel A — w erzeugt aus uAv das Wort

uwv: uAv = uwv
» v aus u ableiten:
U= Uy = tp=> - = up,=voderu=>v
> L(G)={weX*|SZS w}von G erzeugte
kontextfreie Sprache

{ab,....s} [a-s]

Reguldre Operationen

L(n)UL(r) = L(nlr)
L(n)L(r) = L(rir)
L(rn)" = L(rx)

Abkiirzungen
r+ = rrx re=celr=1r
{2y =rr r{2,3y =rrlrrr
r{,3Y = lrlrrlrrr r{3,} = rrrrx

Verallgemeinerter NEA
NEA., dessen Uberginge mit reguliren
Ausdriicken beschriftet sind.

= zu jedem reguldren Ausdruck gibt es einen DEA

Regulére Operationen

Parse-Tree

L=A{we {0, 1} [|wlo = |wl:} Grammatik fiir regulare Operationen

mit der Grammatik Ly und L; kontextfreie Sprachen mit

5 —051|150]5S |¢ Grammatiken G; = (V;, X, R;, Si).
Grammatik fiir regulare Operationen:
S » Neue Startvariable Sp
/\ F\/:V1U\/2U{Sg}

> geeignet erweiterte Regeln R
= G=(V,L,R, %)

Satz
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist
abgeschlossen unter reguldren Operationen.

0 ——Un<*—n
0 +——WUn<+—n

1el

Alternative
Regeln fir L1 U Lp:

R:RluRzU{Soﬁsl,SQHSQ}

Verkettung
Regeln fir LqLy:
R=RIURU {50 — 5152}

*_Operation
Regeln fir Lj:
R=RiU{So— SoS1,5 — ¢}

Mengenoperationen

Produktautomat

Li=L(A)

<
X
<
Schnittmenge L; N Ly Vereinigung L; U L, Differenz Ly \ L,
F=FxF F=FxQUQ x F, F=Fx(Q\F)
VNEA A umwandeln in Regex r
Keine Uberginge nach go und nur ein Akzeptierzustand
0 0.00 [0 o000 .
—000 00 0| Ann 10 o0 Ooo}.@
A~ 0000 A~ 0000
Zustand gy, entfernen Vg1, g, € Q Regularer Ausdruck

Nach Entfernen aller Zwischen-
zustinde gyip € Q bleibt ein regularer

.
. @ rlrarin @ Ausdruck r von A
OO "E 0

= jede reguldre Sprache ldsst sich mit einem regularen Ausdruck beschreiben
{L(A) | A ein DEA} = {L(r) | r ein reguldrer Ausdruck}

Chomsky-Normalform

Definition

Eine CFG ist in Chomsky-Normalform (CNF), wenn S auf der rechten Seite nicht
vorkommt und jede Regel von der Form A — BC oder A — a ist, zusatzlich ist die
Regel S — ¢ erlaubt.

Umwandlung in Chomsky-Normalform

1. Neue Startvariable Sp — S
B — AC

A
2. e-Regeln:
— C

—e
} = A kann weggelassen werden = {
B — AC

aus A kann man wie aus B - {A — CD

. A— B
3. Unit-Rules:
B — CD

B — CD} auch CD machen
4. Verkettungen: A — uiuy ... up ersetzen durch
A — nA1, A1 = As, ..., An—2 = Up—1u, und falls u; ein Terminalsymbol ist:
A,',l — U,‘A,‘, Ui — Uj.



Deterministisches Parsen

Aufgabe: S = w
Kann das Wort w € ©* von der Grammatik G = (V, X, R, S) erzeugt werden?

Verallgemeinerte Aufgabe: A = w
Kann das Wort w € X* aus der Variablen A in der Grammatik G = (V, %, R, S)
abgeleitet werden?

Deterministische Antwort:
Gesucht ist ein Programm mit der Signatur

boolean ableitbar(Variable A, String w);
welches entscheiden kann, ob ein Wort w aus der Variablen V ableitbar ist.

Lésung
Fir eine Grammatik in Chomsky-Normalform machbar dank einfacher Regeln.

Stackautomat
Definition
Stackautomat P = (Q,%,T, 4, qo, F)
1. Q: Zustande
2. ¥: Eingabe-Alphabet
3. T: Stack-Alphabet
4
5

Ubergange

OO

Stack durch c.
L0 QX T xT.—= P(QxT,)
. qo € Q: Startzustand
6. F C Q: Akzeptierzustinde
Y.=YU{e}, F.=Tu{e}

Beispiel

Beachte
» immer nicht-deterministisch.
> [ # ¥ moglich

Regeln
& Stack

Dy

pr s

a, e — bt —¢
q

Zustand

~o Apg — aAnb

b,t — ¢

Verarbeite Input a und ersetze b auf dem

CYK-ldeen

Gegeben
1. Grammatik G = (V,%,R,S)
2. Variable Ae V

3. Wort w € ¥

Frage

Ist w aus A ableitbar? in Zeichen: A= w
» Spezialfall w = &: A e & A—eeR
» Spezialfall |w| = 1: ASw & A= weR

> Fall |w| > 1:

R A—BC €R ) B3 w
A=w = 3 . mit .
w=ww, wE€X =

Grammatik — Stackautomat

Grundgeriist
g,e—$ Yon\ g,e— S N\ g% —e¢
~@O———O———0C—0
Regel A — BC Regel A — a Regel S — ¢ Vae X
e A— C
@E,Aaa @s,s—w @Dasa—ﬁf
g,e—= B
Satz

Ist L eine kontextfreie Sprache, dann gibt es einen Stackautomaten P, der L
akzeptiert, L = L(P).

Regeln
Stack

Apr Arq Zustand
P r q

Apq ° ~ Apg = AprAng

CYK-Algorithmus

boolean ableitbar(variable A, String w) {
if (w.length() == 0) {
return A — ¢ € R; Fall: w=¢
}
if (w.length() == 1) {

return A— w € R; Fall: w ein Terminalsymbol

}
foreach Unterteilung w = wiws { Fall: |w| > 1
foreach A— BCeR {
return ableitbar(B, w;) && ableitbar(C, ws);
¥
}
return false; sonst

Stackautomat standardisieren

1. Nur ein Akzeptierzustand: neuer Akzeptierzustand g, und Ubergange

vgeF: @

2. Stack leeren:

@ &,5%$

3. Jeder Ubergang legt entweder ein Zeichen auf den Stack oder entfernt eines:

. a,b—>c. - @34174)5@5‘54)(3@
. a,e =€ . - @a,s%t@a,tﬂa@

Grammatik ablesen

Ausgangspunkt: standardisierte Grammatik mit Startzustand go und F = {q,}.
1. Startvariable: A
2. Regeln:

q0,9a

App = € Apg — aArsb

Apg = AprArg



Pumping Lemma (Herleitung)

Grammatik G in CNF
w € L(G) = S3w

Wiederverwendete Variable

|w| > N gross genug = Variablen werden im

Parse-Tree wiederverwendet

Die “unterste” wiederverwendete Variable A

erzeugt zwei Worter:
A vxy
A x
Pumpen

A= vxy anstelle des “untersten” A = x
verwenden

Turing Maschine (TM)

Definition: (deterministische) Turing
Maschine
M= (Q ,T,4,qo, Gaccept qreject)
> Q
> ¥ Alphabet
» [ Bandalphabet, , €'\ &
>0 QxT —QxTx{LR}
> go € Q Startzustand
> Gaccept € Q Akzeptierzustand
> Greject € @ Ablehnungszustand
Zustandsdiagramm

a—b, L
(p,a) = (9,0, L): (P ——

Berechnungsgeschichte

Notation fir Maschinenzustand

R

protokolliert als

d40a182a3a4485367arag
Ubergang
dl d2 a3 P a aj as
a—b,L
e ay a q a3 b ag as

_ —

G

Schreib-/
Lese-Kopf

[efof1]sfofs]s]o]x]

Ubergang

» Ubergang moglich, wenn a unter
dem Schreib-/Lese-Kopf

> Aktuelles Feld auf dem Band wird
mit b Uberschrieben

» Kopfbewegung: L links, R rechts

Protokoll einer Berechnung

u qo

cccccocecocecocec
I ]
X JooocoocoRo
fooQxMNQO0O

HMMNIr Ik

N Ty

cccccoccocecoccc

Pumping Lemma

Pumping Lemma fir CFL
Ist L eine CFL, dann gibt es eine Zahl
N, die Pumping Length, derart, dass
jedes Wort w € L mit |w| > N zerlegt
werden kann in finf Teile w = uvxyz
derart, dass

1 |w|>0

2. lvxy| <N

3. uvkxykz € LYk €N
Mit dem Pumping Lemma kann man

beweisen, dass eine Sprache nicht
kontextfrei ist.

Arbeitsweise einer Turing-Maschine

Vorher

a b,R@w

[e]oft]s]of=]s]o]x]

Nachher

1@ @

a bR

[efoft]s]ofe]s]o]x]

Nichtdeterministische TM

Ubergangsfunktion
Bei jedem Ubergang maximal N
verschiedene Moglichkeiten:

0: Q@xTl—P(Q@xT x{LR})
= Mehrere mogliche Berechungswege

Wort akzeptieren
w € L(M) wenn es einen Berech-
nungsweg gibt, der zu Gaccept fithrt.

(auch wenn es Wege gibt, die auf qyeject filhren!)

Simulationsidee
Alle Berechnungswege durchfiihren,
maximal N7

Beispiel: {a"b"c"|n >0}
1. Annahme: L kontextfrei
. Pumping length N

. Wort: w =aMoNcV

B~ W N

. Zerlegung:

<N
5. Beim Pumpen nimmt die Anzahl der a
und b zu, nicht aber die Anzahl der ¢
= uvkxykz ¢ LYk #1
6. Widerspruch: L nicht kontextfrei

Programmablauf
> Input-Wort w auf Band

» Schreib-/Lesekopf positioniert auf
1. Zeichen

» Maschine starten, t(w) Einzelschritte
ausfiithren

> Maschine hilt in gaccept Oder greject-
Gaccept: Wort w akzeptiert
Greject: Wort w verworfen

Laufzeit: t(w), t(n) = max{t(w) | |w| < n}

Von einer TM erkannte Sprache
M eine Turing-Maschine

L(M) = {w € | M akzeptiert w}

Simulation auf Standard-TM
Verwende 3 Bander:

1. Arbeitsband
2. Kopie von w

3. Liste aller Folgen von
Wahlméglichkeiten

Simulation
1. Kopiere w von Band 2 auf Band 1

2. Fihre TM aus auf Band 1 mit
WahIméglichkeiten von Band 3

3. Inkrementiere zur nachsten Folge
von Wahlméglichkeiten auf Band 3

Definition
Mengen A und B heissen gleich machtig,
A ~ B, wenn es eine Bijektion A — B gibt.

Definition

Eine Menge A heisst unendlich, wenn sie
gleich machtig wie eine echte Teilmenge ist.
Definition

A heisst abzahlbar unendlich, wenn A ~ N

Anwendungen

Abzahlbar und Gberabzahlbar unendlich

Voraussetzungen
A, B, Ay abzahlbar unendlich, k € N

Resultate
1. AUB, UA“ abzahlbar unendlich
k

2. A x B abzahlbar unendlich
3. Abzahlbar unendlich: N, Z, Q
4. P(A) uberabzihlbar unendlich
5. R iiberabzahlbar unendlich

» Abzahlbar unendlich: ©*, Menge aller DEAs/NEAs/PDAs/CFGs
» Uberabzahlbar unendlich: Menge aller Sprachen P(X*)

Varianten

Anderes Bandalphabet

Bandalphabet I binar codieren, d. h. mit
Zeichen aus o = {0,1}

Simulierbar in Zeit O(t(n))

Mehrere Béander

| (@]
[ofo]s]e]ofe]u|[o]u]

[v]2]p]e]a]a]e]o]u]

Simulierbar in Zeit O(t(n)?)

Deterministisch
Eine TM M heisst Entscheider, wenn sie
auf jedem Input w anhilt.

Mehrspurige Turing-Maschine

(@]

ol
110

—10O

Simulierbar in Zeit O(t(n))
Nicht deterministische TM

§:QxT = P(QxT x{LR})

Simulierbar in 20(t(n)

Entscheider und entscheidbare Sprachen

Nichtdeterministisch

Eine nichtdeterministische TM M heisst
Entscheider, wenn jede
Berechnungsgeschichte terminiert.

Turing-erkennbare Sprache

L heisst Turing-erkennbar, wenn es eine
TM M gibt mit L = L(M).

Ist w e L(M)?

Wie unterscheidet man, ob M auf Input
w nicht anhalt oder einfach noch etwas
langer braucht?

Turing-entscheidbare Sprache
L heisst Turing-entscheibar, wenn es

einen Entscheider M gibt mit L = L(M).
Ist w e L(M)?

M wird auf Input w garantiert anhalten,
Geduld. ..



Aufzahler

Definition

Ein Aufzihler ist eine TM mit einem
Drucker, mit dem Woérter ausgedruckt
werden kdénnen

Rekursiv aufzéhlbare Sprache
L ist rekursiv aufzahlbar wenn es einen
Aufzihler gibt, der sie aufzihlt

Satz
Aufzahlbare Sprache < Turing-
erkennbare Sprache

Kurt Godel

Berechenbare Zahlen

Berechnung einer Zahl w

Eine Turingmaschine M berechnet die
Zahl w, indem sie auf leerem Band
startet und nach dem Anhalten die Zahl
w auf dem Band zuriicklasst

Definition

Eine Zahl w ist berechenbar, wenn es eine

Turing-Maschine gibt, die sie berechnet

Beispiel
moe V2 vy, o=V

* 1906 Briinn

1 1978 Princeton

1924 Studium der theoretischen Physik in
Wien

1930 Dissertation Uber die Vollstandigkeit
des Logikkalkiils

1931 Unvollstandigkeitssatze

1949 Allgemeine Relativitatstheorie:
Godel-Universum erméglicht Zeitreisen

1956 P-NP-Problem

Wieviele berechenbare Zahlen?
Sind die reellen Zahlen berechenbar?

1. Es gibt hochstens so viele
berechenbare Zahlen wie
Turing-Maschinen

2. Die Menge der Turing-Maschinen ist
abzahlbar unendlich

3. Die Menge der reellen Zahlen R ist
iberabzahlbar unendlich

4. = die "meisten” reellen Zahlen sind
nicht berechenbar

Es gibt nur abzahlbar unendlich viele
Spezifikationen von reellen Zahlen

David Hilbert

vyvVvyYyVvYyYYyvyy

Gédels Unvollstandigkeitssatze

Erster Unvollstandigkeitssatz

* 1862 Konigsberg

1 1943 Gottingen

1886 Habilitation in Konigsberg

1895 Berufung nach Géttingen

1900 Vortrag am internationalen Kongress
Beitrage zur Algebraischen Geometrie,
Zahlentheorie, Geometrie, Mathematischen
Physik

1915 allgemeine Relativitatstheorie
(unabhéngig von Einstein)

Logik und Grundlagen der Mathematik:
Ausweg aus der Grundlagenkrise

Jedes hinreichend machtige ... formale System ist entweder widerspriichlich oder

unvollstandig

Zweiter Unvollstandigkeitssatz

Jedes hinreichend michtige konsistente formale System kann die eigene Konsistenz

nicht beweisen

= Hilberts Programm ist undurchfiihrbar!

Hilberts 10. Problem

Diophantische Gleichungen
Polynomgleichungen mit ganzzahligen
Koeffizienten

xXP—y= Xyt + 20 =7

Xn +yn — Zn
Gibt es ganzzahlige Lésungen?

Das 10. Problem

Hilberts Ansprache am 1. ICM 1900 in
Paris: Gibt es einen Algorithmus, mit
dem man entscheiden kann, ob eine
diophantische Gleichung eine Lésung hat?

Antwort: Nein!
Yuri Matiyasevich 1970
Weitere nicht entscheidbare Probleme:
» Funktionen mehrerer Variablen aus
arithmetischen Operationen und
sinx
» Gleichheit von algebraischen
Ausdriicken

> Losbarkeit allgemeiner
Differentialgleichungssysteme

Informatik?
Relevante nicht entscheidbare Probleme
der Informatik?

Hilberts Traum

Non ignorabimus
...denn in der Mathematik gibt es kein Ig-
norabimus

Programm
> Stelle die Mathematik auf eine liickenlose
axiomatische Grundlage
» Beweise die Widerspruchsfreiheit der Axiome

» Von jeder Aussage kann man beweisen, ob sie
war oder falsch ist

Epitaph
Wir miissen wissen, wir werden wissen

Alan Mathison Turing
b > * 1912 London

» 11954 Wilmslow

» 1928 Turing liest und versteht die
Arbeiten Albert Einsteins

» 1931 Studium am King's College

» 1936 On Computable Numbers, with an
Application to the
“Entscheidungsproblem”

» 1953 Turing-Test, kiinstliche Intelligenz

Entscheidbarkeit

Beispiele
Leerheitsproblem:

Definition
Ein Entscheider ist eine Turing-Maschine,

die auf jedem beliebigen Input anhalt. EA und }

Aein D
Epea = {<A> ‘L(A) =0
Definition
Eine Sprache L heisst entscheidbar, wenn
es einen Entscheider M gibt mit L = L(M).
Man sagt, M entscheidet L.

Gleichheitsproblem:

G; CFG d
EQcrc = {(Gl, G) |,y s }

L(G1) = L(G2)
Akzeptanzproblem:

Sprachproblem
Apga = {(A~, w)

Jedes Problem P kann in ein
Sprachproblem iibersetzt werden:

A ein DEA, der
w akzeptiert
Halteproblem:

Lp= {W ex* HALTv = {(M, w)

w ist Lésung des }
Problems P

M halt auf
Input w



Halteproblem

Theorem (Alan Turing)
AT ist nicht entscheidbar.

Spezielles Halteproblem
Das spezielle Halteproblem

Reduktion

Reduktionsabbildung

Berechenbare Abbildung f: X* — ¥* so, dass

weA &

¥

P

At ist nicht entscheidbar
Akzeptiert die Maschine M das Wort w?
Es gibt keinen Entscheider

Reduktion fiir das Halteproblem: Aty < HALT\

Ist HALT+\ entscheidbar?
Halt die Maschine M auf dem Wort w
an?

Beweis. M ist eine Turingmas- f(w)eB |
Konstruiere aus einem Entscheider H fiir HALTetm = {(M)|chine und M hilt auf Notation: f: A < B, "“A leichter entscheidbar als (M, w) — Programm S mit Input w
Atm eine Maschine D mit Input (M) leerem Band B | )
1L H auf Input (M. (M E heidbarkei 1. Fiuhre M auf Inputwort w aus
- Lasse H auf Inpu (M, {M)) ist nicht entscheidbar ntscheidbarkeit _ 2 M halt in Gueeen: akzeptiere
2. Falls H akzeptiert: greject B entscheidbar, f: A < B = A entscheidbar e .
Halteproblem . 3. M halt in Greject: Endlosschleife
3. Falls H verwirft: Gaccept . Beweis.
Das allgemeine Halteproblem H ein Entscheider fiir B, dann ist Ho f ein M akzeptiert w o S halt auf w

Wende jetzt D auf (D) an:

D((D)) akzeptiert < D verwirft (D)
D((D)) verwirft < D akzeptiert (D)
Widerspruch! O

O I Entscheider fiir HALT 1y

Wenn H ein Entscheider fiir HALTtm
ware, kénnte man daraus einen
Entscheider fiir Aty konstruieren

M ist eine Turing- Entscheider fir Aty
Maschine und M halt

auf Input w

Folgerung
A nicht entscheidbar, A < B = B nicht
entscheidbar

1. Konstruiere das Programm S

} Entscheider fir A.
2. Wende H auf (S, w)

HALTTM = {<M. W>

Entscheider Ho f Entscheider H

ist nicht entscheidbar.

Vergleich der Entscheidbarkeit von Sprachen Reduktion fiir das Leerheitsproblem: Aty < Etm Regularitatsproblem: Aty < REGULARtm

Reduktion

Die Sprache A ist auf B reduzierbar,

A < B, wenn es eine berechenbare

Abbildung f: ¥* — X* gibt mit
weA & f(w)eB

Lesung: A < B heisst A ist leichter

entscheidbar als B.

Theorem

A < B, B entscheidbar, dann ist A
entscheidbar.

Theorem
A < B, A nicht entscheidbar, dann ist B
nicht entscheidbar.

Reduktion Aty < HALT\m
Aus (M, w) konstruiere eine neue Maschine
S mit Input w:

1. Lasse M auf w laufen
2. Falls w akzeptiert wird: Gaccept
3. Andernfalls: Endlosschleife

S hélt auf w genau dann, wenn M das
Wort w akzeptiert:

(M, w) = (S, w)
ist eine Reduktion

Arm < HALTtMm

Eigenschaften von Sprachen und Satz von Rice

Eigenschaften einer Sprache
Eigenschaften Turing-erkennbarer
Sprachen

REGULAR L(M) ist regular
E L(M) ist leer
Definition

Eine Eigenschaft P Turing-erkennbarer

Sprachen heisst nichttrivial, wenn es zwei

Turing-Maschinen M; und M gibt mit
L(M) hat Eigenschaft P

L(M,) hat Eigenschaft P nicht

Satz von Rice
Ist P eine nichttriviale Eigenschaft
Turing-erkennbarer Sprachen, dann ist

Prm = {{M) | L(M) hat Eigenschaft P}
nicht entscheidbar

Folgerung

Es ist nicht méglich, einem Programm
anzusehen, ob die akzeptierte Sprache
eine nichttriviale Eigenschaft hat

At ist nicht entscheidbar

Akzeptiert die Maschine M das Wort w?

Es gibt keinen Entscheider

(M, w)

M akzeptiert w

Entscheider fir Aty

1. Konstruiere das Programm S
2. Wende H auf (S) an

Ist Etym entscheidbar?

L(M) # 07
— Programm S mit Input u
1. M auf w laufen lassen
2. M akzeptiert w: Gaccept
3. Qreject
e S akzeptiert L(S) =Z* # 0

Entscheider fir Ety

Ist die Sprache L(M) leer? — Eqy ist

Wenn H ein Entscheider fur Ety ware,
kénnte man daraus einen Entscheider fiir

Atwm konstruieren

Reduktion fur Pryv: Atm < Prm

At ist nicht entscheidbar
Akzeptiert die Maschine M
das Wort w?

(M, w) —

M akzeptiert w
M akzeptiert w nicht

te

Ist Pty entscheidbar?
Hat die Sprache L(M) die Eigenschaft P?
Annahmen

» Y* hat die Eigenschaft P

» Testprogramm T: L(T) hat P nicht
Programm S mit Input u

1. Programm T akzeptiert u: Gaccept

2. M auf w laufen lassen

3. M akzeptiert w: Gaccept

4. Qreject

S akzeptiert ©*, hat P
S akzeptiert L(T), hat P nicht

At ist nicht entscheidbar
Akzeptiert die Maschine M das Wort w?
Es gibt keinen Entscheider

(M, w) —

Ist REGULART\; entscheidbar?
Ist die Sprache L(M) regular?
Programm S mit Input u

1 ug{0"1" | n> 0} = Greject

2. M auf w laufen lassen

3. M akzeptiert wW: Gaccept

4. Qreject
M akzeptiert w = S akz. {0™1" | n > 0}, nicht regular
M akzeptiert w nicht & S akz. 0, regular
Entscheider fir Aty Entscheider fiir REGULART\
1. Konstruiere das Programm S \;VEEU’ZAe;" En’:(s"cheider ﬂ]’d )
, kénnte man daraus einen
2. Wende H auf (5) an Entscheide?\:ﬂr Atm konstruieren
Entscheidbare Probleme
Problem Wort Bedingung Entscheidungsalgorithmus/Grund
Epea (A) L(A)=0 ja | Minimalautomat hat keinen Akzep-
tierzustand
Ecrc (G) L(G)=0 ja Chomsky-Normalform
Etm (M) L(M)=10 nein
EQpea | (A1,A2) | L(A1) = L(A2) | ja | Vergleich der minimalen Automaten
EQcrc | (G1,G) | L(G1) = L(Gp) | nein
EQtm <M1, M2> L(Ml) = L(MQ) nein
ADpEA (A, w) w € L(A) ja | Regex-Engines simulieren beliebige
DEAs auf beliebigen Input-Waértern w
Acrc (G,w) w e L(G) ja | Cocke-Younger-Kasami deterministis-
cher Parse-Algorithmus
ATm (M, w) w e L(M) nein | Halteproblem




Entscheidbar — Effizient

Nicht entscheidbar
Eine Sprache L ist nicht entscheidbar,
wenn es keinen Entscheider M gibt mit

L(M) = L.
Beispiele
> Atm g c . c
= CEERER
™ S e o S
c o w3
> HALTtm ] T: a2
= 0
> REGULARmy g o2z
e
> Prm s <

Ineffizient

Entscheidbare Probleme mit exorbitant
langer Laufzeit, sind praktisch auch nicht
l6sbar

Was heisst schnell?
» Laufzeit hangt von der
Problemgrésse n ab:
t(n) = max{t(w)||w| = n}
» Schnell:
t(n) = O(n), O(n?), O(log(n)). ..
> Hardwareabhangig!

Stundenplan und k-VERTEX-COLORING

Stundenplan

Gegeben

>
>

>

Facher

Anmeldungen von Studenten
fir Facher

k Zeitslots pro Woche

Gesucht

Stundenplan = Zuordnung von
Zeitslots zu Fachern derart, dass
jeder Student jedes angemeldet

Fach besuchen kann

Verifizierer fiir:

Entscheidbar?

> k-VERTEX-COLORING
Gegeben Gesucht
» Graph G Kann man die Knoten so
» & Farben mit k Farben einfarben,

dass benachbarte Knoten
verschiedene Farbe haben?

Zertifikat?

Verifikationsalgorithmus

Nr.

Was ist zu tun?

Aufwand

Total

Hardwareeinfluss

Deterministische Hardware

Hardwarednderung  Simulationszeit

keine t(n)

Alphabet O(t(n))

Spuren O(t(n))

Béander O(t(n)?)
Gemeinsam

Verschiedene Hardware M; und M,,
gleicher Algorithmus, Laufzeiten t;(n):

O(tx(n)) = O(t2(n)*), k>0

Sudoku

[ecl NE 0 NN NOVH o | IR=E R B NS N iNe)
Wl HE|ND|[o|lOolo |~ |ol
N|O|Ol~|—=|o|oo|w]| &~
Cllo|lwlo|l~|~N]NN|O |
MlN[=]lo|oO]O[0|Ww
HD|Oo|No|Elw|loolo| &N
O |o|lulD|W]l~ ||
N[O | O |W| O]
~N| W[l |lO|R]|&~]|oT]| N

NP-vollstandig

Definition

Eine entscheidbare Sprache B heisst
NP-vollstindig, wenn sich jede Sprache A
in NP polynomiell auf B reduzieren lasst:

A<pB YAeNP

.20

T

c

'q

7}

P NP =
S

7

a

=

leichter schwieriger

Nichtdeterministische Hardware
Kann in Zeit 29(t(") simuliert werden =
NTM ist exponentiell schneller

Unerreichbar

Die schnellste NTM ist immer schneller
als jede TM, die L entscheiden kann
Definition

Eine Sprache L gehért zur Klasse NP,
wenn L von einer nichtdeterministischen

TM in polynomieller Zeit entschieden
werden kann, t(n) = O(nk)

Entscheidungs-Aufgabe

Gibt es Zeichen 1-n? fiir jedes der

n? x n? Felder derart, dass die

Zeichen pro Zeile, Spalte und
Unterquadrat verschieden sind?

Losung
Backtracking — exponentielle
Laufzeit (in n)
Beobachtung
> Losen ist schwierig

» Losung verifizieren ist einfach

Aquivalenz

NP-vollstandige Probleme sind alle gleich
schwierig:

A A<pB
A, B NP-vollstandig =
B<pA
Satz
A NP-vollsténdig
B e NP = B NP-vollstindig
A<pB
P = NP?

Falls P # NP, dann kénnen
NP-vollstiandige Probleme nicht in
polynomieller Zeit gelst werden.

Polynomielle Reduktion

Polynomieller Laufzeit-Vergleich
Seien A und B entscheidbare
Sprachen. Eine berechenbare
Abbildung
X =T we f(w)
mit
lL.weAe f(weB
(Reduktion)
2. f(w) ist berechenbar in
polynomieller Zeit in |w|
heisst polynomielle Reduktion
A <p B. Lies: A ist polynomiell
leichter entscheidbar als B.

NP und polynomielle Verifizierer

Verifizierer

Satz
Sei A <p B. Dann gilt
BeP=AcP, A¢Z¢P=B¢P
Be NP=Ac NP, AZNP= B¢ NP
Beispiel
Stundenplan <p k-VERTEX-COLORING:
Zeitfenster — Farbe
Anzahl Zeitfenster — k
Fach — Vertex
Anmeldung — Kante

Anmeldung eines Stunden auf zwei Facher —
Kante zwischen Vertizes

Ein polynomieller Verifizierer fir die Sprache L ist eine Turingmaschine V/, so dass es
fiir jedes w € ©* ein Wort ¢ (das Lésungszertifikat) gibt, fir das gilt

wel <
Die Laufzeit von V ist polynomiell in |w|

Komplexitatsklasse NP

V akzeptiert (w, c)

Eine Sprache ist in NP, wenn sie von einer nichtdeterministischen Turing-Maschine in
polynomieller Zeit entschieden werden kann.

Satz

Eine Sprache ist genau dann in NP, wenn sie in polynomieller Zeit verifiziert werden

kann.

Polynomielle Ausfillratsel

Definition

Ein polynomielles Ausfiillrétsel ist eine

n x m-Tabelle, in die Zeichen eines
Alphabets ¥ eingefilllt werden miissen, so
dass als logische Formel ausdriickbare
Regeln eingehalten werden, die in
polynomieller Zeit ausgewertet werden
kénnen.

Satz
Jedes polynomielle Ausfiillritsel A lasst
sich polynomiell auf SAT reduzieren.

Beispiel
n? x n?-Sudoku, ¥ = {1,...,n%}.

Variablen

Feld (i,j) der Tabelle
ic = wahr & ’
e =W {enthélt Zeichen ¢

Genau ein Zeichen im Feld (7, )

ei=\ (XU'C A=V Xijd)
ceEX d#c
S —
c und kein anderes
Zeichen in (i, ])

Regeln

Spielregeln als Formel ¢ in Variablen x;c
ausdriicken, die wahr ist genau dann,
wenn die Regeln erfillt sind.



Berechnungsgeschichte

Beschreibung des Zustands der TM

» Bandinhalt als ein Zeichenkette von Bandalphabet-Zeichen

» Position und Zustand des Schreibe-/Lese-Kopfes: Zustand wird vor die aktuelle

Position geschrieben:

Ubergang R

. a—b,R .

.d1d a3 P a a4 as a.- .-
...atraa b g aasae...

Ubergang L

C c—d,L 3

.dy a a3 r C as as ag ...

...a1a s a3 d as a5 ...

Berechnungsgeschichte: Beschreibung der Berechnung einer TM

Folge von Zustands-Zeilen

3SAT <p k-CLIQUE

Gegeben Frage
Formel ¢ in konjunktiver Ist ¢
Normalform mit 3 erfillbar?
Variablen pro Klausel

(x1Vx2V x3)

Asymmetrische Kryptographie

Whitfield Diffie

Gegeben
Graph G

Gesucht

Gibt es k Knoten, die alle
miteinander verbunden sind
(k-Clique)

Martin Hellman

Ralph C. Merkle

Cook-Levin

Satz
SAT ist NP-vollstindig

Was das bedeutet

A eine Sprache in NP.

= Es gibt eine nichtdeterministische TM
M, die A in polynomieller Zeit O(t(n))
entscheidet.

= A kann polynomiell auf SAT reduziert
werden: A <p SAT

Plan

Beschreibe das Finden der
Berechnungsgeschichte von M als ein
polynomielles Ausfiillratsel

NP-Vollstandigkeit
Wenn ein Problem NP-vollstandig ist:

Beweis

1. Zeichen der Berechnungsgeschichte
stammen aus QU T

2. Berechnungsgeschichte kann in eine
(n+ t(n)) x t(n) Tabelle gefiillt werden.
3. Erste Zeile: Blanks (1),
Anfangszustand qo und Inputwort w

4. Letzte Zeile: enthilt Gaccept

5. Mégliche Uberginge durch logische
Formeln tiber alle 2 x 3-Rechtecke in der
Tabelle beschreiben (polynomiell)

6. Finden der Berechnungsgeschichte ist
ein polynomielles Ausfiillratsel.

» Losung braucht typischerweise exponentielle Zeit

> Korrektheit der Lésung ist leicht (in polynomieller Zeit) zu priifen

> Skalierung ist schlecht (exponentiell)

» = Problemstellung modifizieren (zusatzliche Daten, Approximation)

NP-Welt

=)

&

=4

s

P NP 2

o

7

a

=

leichter schwieriger

Offentliches Schliisselsystem (1978)

Privater Schlissel
Stark wachsender Rucksack:

A=(1,2,4,9,20,38)
Multiplikator n = 31, Modulus g = 105
(teilerfremd), ¢ > > ,caa
Offentlicher Schliissel
b;j =aj-n mod g:

B = (31,62, 19,69, 95, 23)
Verschlisselung
Klartext: d = 011010

c=0-314+1-624+1-19+0-69
+1-9540-23 =176

Bekannt als NP-vollstandig
1. SAT/3SAT
2. k-VERTEX-COLORING
3. k-CLIQUE

= wir brauchen mehr

Reduktionsprinzip
Wenn
1. A NP-vollstandig

Entschliisselung
1. m Inverse von n mod g: nm=1
mod q:
61-31=1891=1 mod 105
2. Ciphertext mit m multiplizieren:
c-m=176-61=26 mod q
3. Losung des stark wachsenden
Rucksackproblems (einfach):

26=20+4+2 = d=011010

Sicherheit
Allgemeines Rucksackproblem:
NP-vollstandig

SAT <, 3SAT
SAT ist NP-vollstandig
{¢ | ¢ erfillbare logische Formel}

Polynomielle Reduktion

3SAT ist NP-vollstandig
{@ konjunktiver Normalform mit 3

¢ erfiillbare logische Formel in}
Variablen pro Klausel (3CNF)

Wandle ¢ € SAT um in eine erfiillbare Formel in 3CNF um.

Aquivalenzumformung
Erzeugt exponentiell viele Terme
= keine polynomielle Reduktion

Erfullungsaquivalenz

Umformung mit Hilfe von
Erfiillungsiquivalenz (Ubung 1) ist
polynomiell (Details: Skript 7.6.1)

MY HOBBY:
EVBEDDING NP-(DMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT (ORDERS

— APPENZERS —
MED FRUIT 215
FRENCH FRIES 2175
SiDE SALAD 335
HOT WiNGS 3.55

MozzAREup STIks  4.20
SAMPLER PLATE 5.80

PLE L e

CHOTCHKIES RESTAURANT

WED LIKE EXACTLY §15. 05
\WORTH OF APPETIZERS, PLEASE.

{ - EXACTLY? UHH...

HERE, THESE PAPERS ON THE KNAPSACK
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT
LISTEN, T HAVE 5ix OTHER
TABLES TO GET T0—

~AS FRST A5 POSSIBLE, OF COURSE. WeNT
SOMETHING ON TRAVELING SALESMAN? /

\
LI

General solutions get you a 50% tip

3SAT <p SUBSET-SUM

3SAT a &
——— ———
Y= (X1 \/XQ\/X3)/\()-(1 \/Xz\/)_(g)
A ()?1 V xo V )_<3)
L=
SUBSET-SUM B
(S = (virzi, 8k heli < I,k < n), t)
Losung T C S: Y crs=t
> y;i € S = x; wahr
> z; € S = x; falsch
» gi, hi: Filler, maximal zwei pro

Klausel-Spalte

Folgerung
o erfillbar < (S, t) ldsbar

Zahl X1 X2 X3
1 1
7 1
y2
22
y3
23
81
hy
82
ha
&3
hs

2}
0
i)
&

= = O O
= = O O O O

» RO Rr OROR
B = O Ok OO Rr K~ O

W= = O OO0 O+ O O O




Karp-Katalog

TN

k-CLIQUE BIP 3SAT

VERTEX-COVER SET-PACKING VERTEX-COLORING
FEEDBACK- FEEDBACK-
NODE.SET ARC.SET HAMPATH SET-COVERING EXACT-COVER CLIQUE-COVER
UHAMPATH 3D-MATCHING ~ SUBSET-SUM  HITTING-SET  STEINER-TREE

SEQUENCING PARTITION

MAX-CUT

Die universelle Turing-Maschine

Vorlaufer
Charles Babbage, Ada Lovelace: Analytical Engine

Alan Turing:
Es gibt eine Turing-Maschine, die jede beliebige andere Turing-Maschine simulieren
kann.

Konstruktion

» Eigenes Band fiir eine Codierung der Ubergangsfunktion
0:QxT—=QxTIx{LR}

» Eigenes Band fiir den aktuellen Zustand
> Arbeitsband
» Simulation dieser Maschine auf einer Standard-TM

Alan Turing (1936): On Computable Numbers, With an Application to the
Entscheidungsproblem

John Horton Conway

» * 26. Dezember 1937, Liverpool,
England

» § 11. April 2020, New Brunswick,
New Jersey, USA, an den Folgen von
COVID-19

» 1968: Conway Gruppen

» 1970: Knotentheorie,
Alexander-Conway-Polynom

» 1970: Game of Life

» 1985: ATLAS of Finite Groups

» 2004: Free will theorem: if
experimenters have free will, then so
do elementary particles

Fragen und Aufgaben

1. In welche Probleme geht eine ganze Zahl k € Z ein?

2. In welchen Problemen geht es um eine Aufteilung in zwei Teilmengen? Wie
unterscheiden sie sich?

3. Unterschied zwischen HITTING-SET und EXACT-COVER?

. Unterschied zwischen VERTEX-COVER, CLIQUE-COVER, EXACT-COVER und
SET-COVERING?

. In welchen Problemen kommt die Zahl 3 vor?

. Unterschied zwischen SET-PACKING und SET-COVERING?

. Unterschied zwischen FEEDBACK-NODE-SET und FEEDBACK-ARC-SET?
. Unterschied zwischen HAMPATH und UHAMPATH?

. Entwerfen Sie fir jedes Problem eine einpragsame Visualisierung.

IS
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Dinge, die einer TM fehlen

Ist eine Komponente wesentlich?
< Komponente verandert die Fihigkeiten einer TM oder die Komplexitat auf

nicht-polynomielle Weise

Persistenter Speicher Input/Output

» Files nicht unterscheidbar von Daten, ~ » OQutput: nicht wesentlich

die bereits irgendwo im Speicher > Input “existiert nicht”:

liegen » Programm wird angehalten
» Memory Mapped Files » Kontrolle geht an den Kernel
» Kernel transferiert Daten in den
. Speicher
Interaktion p
.. . - e > Kontrolle geht zuriick an den
Loésung eines vollstandig spezifizierten Prozess

Problems braucht keine Interaktion
Resultat: Input-Daten stehen

irgendwo auf dem Band

Game of Life

Zustande 1221 111 1[22[1
Zellen sind tot oder lebend 2[3[3]2] [1]2]2]2]1] [1]2]2]2]2]1
2[3[3]2] [1[2]4]2]1] [1[2]4[5]2]2
Regeln 1l2]2[1] [af2[2]2[1] [1]2[2]4]2]2
111 12[2]2]1

n Anzahl lebender Nachbarn 111
1. Zelle tot, n = 3: Zelle neu geboren 1)1}1 1jiji) J112]201
1) 12fx2]1] [2[x]2] [2][3]3]2
2. Zelle lebend 2[1[3]3]2]2] [3]2]3] [2]3]4][3]2]1
> 2 < n<3: iiberlebt 2[2[3[3]2]2] [2]x[2] [1[2[3]4[3]2
> sonst: stirbt 1l1[2[2[1[1] [1]1]1 2[3][3]2
1110 1)2]2]1

1[2]2]1

Strukturen 1[2(3]2[1[12[3[21]2[2]2]1
> il oszillatorisch 134421 |1[1]2|x1]2]2]3]2]1]1
stabil, oszillatorisc 1)2(4431[12[3]2[1[1[1]2]3]2]2
» “Raumschiffe”, mobile Strukturen 1/2]3[2]1 1(2]2]2
. . 12]2]1

> beliebige Gatter, universelle TM

TM und moderne Computer

Turing Maschine

1. Zustande Q 1. Zusténde der CPU: Statusbits,
Registerwerte

Moderner Computer

2. Band, d. h. ein unendlich grosser 2. virtueller Speicher: praktisch
Speicher unbegrenzter Speicher
3. Schreib-/Lesekopf 3. Adress-Register, Programm-Zahler
4. Anhalten, gaccept Und Greject 4. exit (EXIT_SUCCESS),
exit (EXIT_FAILURE)
5. problemspezifisch 5. kann beliebige Programme ausfiihren

Vergleich von Maschinen

Beispiele Definition

Eine TM My ist “leistungsfahiger” als
eine TM M,, wenn M; die Maschine M,
simulieren kann

» Eine Mehrband-Turingmaschine
kann auf einer Mehrspurmaschine
simuliert werden

» Eine Mehrspur-Turingmaschine kann My <s My
auf einer Maschine mit erweitertem
Bandalphabet simuliert werden lies: My ist simulierbar auf M

» Eine Maschine mit grossem
Alphabet kann auf einer
Standard-Turingmaschine mit » Zellulare Automaten, Game of Life
Alphabet T = {0, 1, .} simuliert » TM <5 Minecraft,
werden 8-bit CPU <s Minecraft <s TM

Beispiele

Programmiersprachen und Turing-Vollstandigkeit

Definition
Eine Sprache A heisst eine Programmiersprache, wenn es eine Abbildung

c:Am X"
wobei c(w) ein Programm fiir eine universelle Turing-Maschine ist.
Definition
Eine Programmiersprache heisst Turing-vollstindig, wenn in ihr jede beliebige

Turing-Maschine simuliert werden kann.

Frage
Gibt es einen in A geschriebenen Turing-Maschinen-Simulator?



Programmiersprache C

LOOP

Kontrollstruktur
Fiihre ein Programm P
genau x; mal aus:

Frage
Gibt es einen in C geschriebenen
Turing-Maschinen-Simulator?

Antwort
Programm turing.c in Github,
Verzeichnis code/turing

(Demo)
Addition/Subtraktion  Multiplikation
Xi 1= Xj £ Xk Xj 1= Xj * X

kann implementiert werden als

kann implementiert

LOOP x; DO —0
p werden als Xi ==
LOOP x4 DO
END .
X = x; Xj 1= Xi + Xj
Bedi Anwei ;=
edingte Anweisung LOOP xj DO END
IF x; THEN xi=xi£1 bzw.
P END X =0
END LOOP x, DO
implementieren als LOOP x; DO
y:=0 X =x;+1
LOOP x; DO y := 1 END END
LOOP y DO P END END

WHILE

LOOP in WHILE

Javascript

Frage

Kann man jede beliebige
Turing-Maschine in Javascript
ausfithren?

Antwort
1. Start den x86-Emulator von
Fabrice Bellard: http:
//bellard.org/jslinux/
2. Boote Linux
3. Kompiliere den

Turing-Maschinen-Simulator
in C

Losung des Haltetheorems

Theorem
Jedes LOOP-Programm hélt an. Insbesondere ist LOOP nicht Turing-vollstindig.

Beweis.
Vollstandige Induktion nach der Anzahl n der geschachtelten LOOP-Strukturen
» Induktionsverankerung: Programme ohne LOOP (n = 0) halten an

» Induktionsannahme: Programme mit bis zur Tiefe n — 1 geschachtelten
LOOP-Strukturen halten an

» Induktionsschritt: Im Programm
LOOP x; DO P END

mit héchstens n geschachtelten LOOPs ist P von der Art wie in der Annahme.
Nach Induktionsannahme terminiert P. Das Programm fiihrt P genau x;-mal aus,
P terminiert jedesmal. Also terminiert das Programm. |

GOTO

Definition der Sprache WHILE

» Grundelemente wie in LOOP

> “Bedingte” Schleifenkonstruktion:

WHILE x; > 0 DO P END

fihrt P so lange aus, bis x; =0
IF in WHILE

IF x; THEN P END
kann in WHILE implementiert werden:

Y =X

WHILE y > 0 DO
y=0 P

END

Die Schleifenkonstruktion von LOOP
LOOP x; DO P END

kann implementiert werden in WHILE

yi=x
WHILE y > 0 DO
P
y=y-1
END

Erweiterung

WHILE ist eine echte Erweiterung von
LOOP

Definition der Sprache GOTO
» Grundelemente wie in LOOP

» Markierte Folge von Anweisungen

M A
Mzi A2
My = Ag

Bedingte Anweisung

M1 : IF x; = ¢ THEN GOTO My,

Micin s Al

Unbedingte Anweisung

Miy1: xii=c¢
M2 : IF x; = ¢ THEN GOTO My,

Min = Al
abgekiirzt:

Myt :
M2+ GOTO My,

Mitn: Al

Sprachelemente

Grundelemente fir Sprachen

» Konstanten ¢ mit natiirlichen

Werten 0,1,...,1291,...

» Variablen xp, x1,...mit Werten in N

» Zuweisungsoperationen x; := ¢

» Addition x; := x; + ¢

» Subtraktion x; := x; — ¢, ist ¢ > x;, ist 0 der neue Wert von x;

Achtung:
» Keine Addition x; + x;

» Keine Subtraktion, Multiplikation, Division

FreeRadius unlanguage

» Konfigurationssprache fiir den
FreeRadius Server

» Soll nicht Turing-vollstandig sein

> if (...)

{...} else {...

» foreach &Attribute-Reference {

}
» Keine unlimitierten
Schleifenkonstruktionen

= Erweiterungsmodule im FreeRadius-Server halten immer an (wie LOOP)

= unlang nicht Turing-vollstandig

Implementation von GOTO in WHILE

GOTO-Programm:

M . Ay
M, . Ay
My - Ak

implementiert in WHILE:

z:=1

WHILE z > 0 DO

IF z = 1 THEN A} END
IF z = 2 THEN A}, END

IF z = k THEN Aj, END
IF z = k + 1 THEN z := 0 END
END

Modifizierte Anweisung A’
> A; eine bedingte Sprunganweisung
M; : IF x; = c THEN GOTO M;

wird tbersetzt in A’

IF x; = ¢ THEN z := j ELSE z := z + 1 END

> A; eine gewdhnliche Anweisung
M,‘ . A,’

wird iibersetzt in Al

A z=z+1;

. frecRADIUS


http://bellard.org/jslinux/
http://bellard.org/jslinux/

Implementation von WHILE in GOTO Sind WHILE und GOTO Turing-vollstandig? Realisierung des Bandes

. L Idee
Ubersetzung Aquivalenz
Ein WHILE-Konstrukt Folgertfng:"Die. Sprachen WHILE und Was ist zu tun? | B | 0 | 1 | 1 | 0 | 1 | 0 | 0 | 1 | B | —+ 0122121120
WHILE x; > 0 DO P END GOTO sind aquivalent 1. Schreibe einen Compiler, der TM-Beschreibungen in GOTO-Programme Ubersetzt cere s e o
! i = i o
o o Turing-Vollstandigkeit 2. Schreibe eine virtuelle Maschine, die GOTO-Programme ausfiihren kann Band mit Alphabet = {0, 1, .} Zahl im der-System
wird dbersetzt in ein GOTO-Code- Ein Turing-Maschinen-Simulator kann in
Segment GOTO implementiert werden = GOTO kann jede beliebige TM simulieren Variablen Beispiel Arithmetische (!) Operationen
= GOTO ist Turing-vollstandig . . . Band: b b = 1221211204 » Feldinhalt lesen: z = b/h mod 4
M IF x; = O THEN GOTQ Mj,3 = WHILE ist Turing-vollstindig = GOTO st Turing-vollstandig ) /
Mi.1:P ione — » Feld léschen: b=b—2z-h
1 = WHILE ist Turing-vollstandig Kopfposition: k=4,
M2 : GOTO M, h =4k, k die h = 256 = 10004 » Feld beschreiben: b=b+x-h
M3 : Feldnummer » Kopfbewegung links: h = 4h
Feldinhalt: z z=>b/h mod 4=1 > Kopfbewegung rechts: h = h/4
JSFuck BrainFuck Ook Ook
Brainfuck | C-Aquivalent
Javascript ist Turing-vollstindig, aber viel zu durchschaubar: > +ptr;
alert("Hello world!"); < ~Tptr; Ook Brainfuck
+ ++*ptr; Ook. QOok? >
Verbesserung: JS-Programme codieren mit nur 6 Zeichen [1() !+ _ ——¥ptr; Ook? Ook. <
1. Weak typing = implizite Typkonvertierung: +[] ist die Zahl 0, +!+[] ist die Zahl . putchar (xptr) ; Ook. Ook. +
1 s *ptr = getchar(); Ook! Ook! -
2. "a" = "false"[1] = (false+[1) [1] = (! [I+[1D[1] = (1 [1+[1) [+!+[1] [ while (xptr) { Ook!  Qok. .
3. Beliebige Strings durch Verkettung 1 b Ook.  Qok! ’
o . Qok! Ook? [
4. alert(1) = Function("alert(1)")() = 1. oo-grosser Speicher Ook? QOok! ]
nes Wy wy(n "
[J["filter"] ["constructor"] ("alert(1)") () 2. bedingter Sprung = Turing-vollstandig

= Jedes beleibige JS-Programm lasst sich mit [ () !+ codieren 3 unbeschrinkte Schleife
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