1 Ungleichungen ss:

Bernoulli 14+na < (1+a)”
Binomische lab| < %(a®+b?)
Dreiecks la+b] < la|+ b
Mittel (Vj:a; > 0,n € N)
HM < < AM
—1

1~ 1 1O
- - S S - a]
ni=aj n =

Integral

< /ablf(rc)l da

/ab f(z) dx

2 Zahlenfolgen und Reihen

2.1 Konvergenz se79

Hinweise: Induktion, EinschlieSungsprinzip, Bolzano-
Weierstrass.

JgeR:g= li_>m (fn) <= (fn) konvergiert

2.2 Divergenz s472

Divergent heifit nicht konvergent:
lim (f,) = o0 = (f,) divergiert bestimmt
n— oo

? le (fny = (fn) divergiert

2.3 Binomischer Satz si2

@i =y W ()= meow

k=0

2.4 Folgen sa70

Arithmetisch
Geometrisch

nt1 =anp+d d=an41 —ay
(pt1 = qanp q=Gnt1/an

Monotonie der Folge

d>0 ¢g>1 = (an) I
d>0 g¢g>1 = (ap) T
1<0 ge(©1) = {an) b
d<0 q¢qe(0;1] = (an)}

2.5 Reihen s20,477,1075

. n(n+1) " ~nn+1)(2n+1)
D D Sk

3 Funktionen sa9

fiDy =Wy e f(2)

3.1 Lineare Transformationen

Seien u, A, ¢,0 > 0. Mit < 0 Werte: Streckungen sind
Spiegelungen und Verschiebungen sind in Gegenrich-
tung.

H{fr=ufAz+40)+o

Wobei p = y-Streckung, A = z-Streckung, ¢ = Ver-
schiebung nach links, o = Verschiebung nach oben.

3.2 Monotonie s51,453

Zeichen Bedeutung Bedingung (Ve > 0)
1t streng wachsend  f(z) < f(z +¢)
1t wachsend flz) < f(x+e)
i streng fallend f(z) > f(x+¢)
i fallend flz) > f(x+¢)
Monotonie  f” #0  f™ %0 und n gerade

F f>0 fFrm >0
f1 fr=0 frm >0
fi fr<0 fh <o
fi Jr<0 fr <o

NB: Gilt auch fiir Zahlenfolgen (f(z) ~ fn, f(z + &) ~ fnt+1)

3.3 Symmetrien ss2

f Bedingung Bedeutung

gerade f(—z) = f(x) y-Symmetrisch
ungerade f(—=z) = —f(x) Nullpunkt-Symmetrisch
periodisch f(z) = f(xxp) Period p €Dy

3.4 Beschranktheit ss52,676

Eine funktion heifit nach unten oder oben beschriankt, wenn ihre
Werte nicht grofler oder kleiner als eine eine bestimmte Zahl K
bzw. k sind. f ist beschrdnkt wenn Jsup f A Jinf f < Vo :
k< f(x) < K.

K=supf < IKeR:Vz: f(z) < K
k=inff <= JkeR:Vz: f(z) >k

3.5 Stetigkeit seo

Eine funktion heifit stetig wenn:

VeeDy: lm fu)= lim f(u)=f()

3.6 Nullstellen s40,47,48
3.7 Extremstellen sass5

3.8 Wendepunkte s2s6

3.9 Konvexitat s2s3

Auch als Kriimmungsverhalten bekannt. Sei P = (z, f(x)) und
kein Wendepunkt, d.h. f”(z) # 0.

f"(x) >0 = nach oben konkav, streng konvex
f”(z) <0 = nach unten konkav, streng konkav



3.10 Wendepunkte s256 Beziehungen und Identititen.

3.11 Asymptoten 3260 cos?(x) +sin?(z) =1 cosh?(z) —sinh?(z) = 1
Sei a(z) = kx + b die allgemeine Asymptot von f(z), d.h.
limg 00 f(x) — a(x) = 0. Dann cos(a+27) = cos(a) sin(a+27) = sin(a)
. cos(—a) = cos(a) sin(—a) = —sin(a)
k= tim 298 b f@) b= lim (fa) — ka) cos(mr —a) =—cos(a) sin(r—a) = sin(a)
roeo X T T cos(3 —a) = sin(a) sin(§ —a) = cos(a)
3.12 Umkehrfunktion ss3 cos(a +f) = cosacosf —sinasinf
sin(a + 8) = sinacosf — cosasin B
Umkehrbarkeit Bedingungen: ;
cos(2a) = cos?a—sin?a
f_l:Wf =Dy fx)—=z = 1-2sin?a
Y= VD . = 2eofatl
sin(2a) = 2sinacosa
tan(2a) = (2tana)(1+ tan? )™t
3.13 Polynomen sss5
Pae) = S ass = [T — o) 4 Grenzwert sss
i=0 i=1

Bedingungen fir die Existenz einer Grenzwert:

Nullstellen S40 (Wurzeln) r; konnen mithilfe von Faktorisierung, ) ) )
der Quadratische Formel r = - (—b++v/b% — 4ac) oder dem Hor- 3 lim fl@)=g < 11_1:(1117 flx) = 11_1:72+ f(=)
nerschema S966 gelost werden.

Formell lautet der § — ¢ Kriterium:
Pn(z) = (# — u)Po_1(2) + Pn(u)

lim f(z) <= Ve>0:3a:|f(a) —g|<e

Seien a; die Koeffizienten von Py (z), b; von Pp_1(z) und u € e
Dp. Wenn Py, (u) = 0, dann ist u = r d.h. eine Nullstelle.
an  Gn_1 - a1 ao N 4.1 Unbestimmte Formen
XU ubn_1 s uby ubg
0 0 0 qoo
‘b,hl bp_o bo ‘Pn(u) —, —, 0-00, 00 —00, 0, 00", 1
0" oo

3.14 Gebrochene Funktionen sia 4.2 EnschlieBungsprinzip sss

R(z) = Pm(2) _ pmaz™ + -+ po Auch als “Sandwitch” bekannt. Vz : a(z) < f(z) < b(z)
Qn(z) gz +--+qo

3 li = 1 b(x) = li =
3.14.1 Partialbruchzerlegung si5 (zﬁnfooa(x) A, 0@ g) = i J@ =g

3.15 Trigonometrische s77,80,147,165 NB: gilt auch fiir folgen an, bn, fn

&%\ 4.3 Bolzano-Weierstrass s7o1

(0,1, 00)

&%: Jsup f A f 1

. —> f konvergiert
Jinf fAf I

4.4 Bemerkenswerte Grenzwerte

. sinz . a\T

lim =1 lim (1 + 7) =e®
z—0 2 T—00 €T

lim < —a T, 20
x—0 x T—r00 T

e lim ¢/p =1

z1~>n10 2 - a:;moo \/ﬁ -

- 1

li Inz = li B _~ 1
lim zlnz =0 Jim §_Oq - (lgl < 1)

Definitionen der grundsétzlichen Winkelfunktionen.

4.5 Bernoulli-I’Ho6pitalsche Regel ss7

i i > 2n+1
sin(z) = % = “ 0(*1)71% Wenn f(z)/g(x) — 400/ & 0o oder f/g — 0/0 dann gilt:
Tty - o f@) s f@)
cos(z) = % = T;)(*l)n (zn)' Jim, 9@) Jim 7@
sinh(zx) = e’ _25793 _ i z(2n+1) Hinweise: . N
= @2n+ 1) @w:%:F O_Oowag
cosh():em—;eim:i(zj;l 30711):@ OO*OOWQ
e ()1 0
Sow:ewl““’ (¢ > 0)



5 Differentialrechnung ssss,446

Y pf= g LB I@
dz h—0 h

f'(@) =

5.1 Differenzierbarkeit s444,445
Beide f) und f/ mussen existieren und gleich sein.

fn JEER @) S @)
=fL= =
h—0t h h—0— h

fL

5.2 Ableitungsregeln s45,450

(af) =af’ (u(v(@))) = u'(v)0'
(wv) = u'v 4+ uv’ (%)/: uvv%uv
! ’ IAVEL
(Z ul) = Zul (Inw)' = "
—1\7 __ 1
M)

5.3 Tangente und Normale Funktion

Zur Funktion f(z) im Punkt (pe,py) = (2, f(2))
n(e) =S ey

t(z) :f/(pr)(x_pz)+py f'(pz)

5.4 Schnittwinkel

Der Schnittpunkt S = (z, f(2)) = (#,9(z)) findet man mit
f(2) = g(2). Der Schnittwinkel ist dann

9'(2) = f'(2)

R EPIE)

5.5 Mittlewertsatz (der DR) sas4

_ )~ f(a)

re==00 (e @b)

5.6 Taylor Polynom und Reihe s4s4

Der Taylor-Polynom approximiert eine Funktion um einen Ent-
wicklungspunkt a.

To(z,a) = i %(w —a)f + R,
k=0 :

f"(a)

:f(a)+@($—a)1+7(z—a)2+-~
Die Restgliede sind
(n+1)
" f(nfl(f!)(w —a)"Y (€€ (w50))

Wenn limy, o0 Ry = 0 dann f(z) L T(z,a), d.h. die Taylor
Rehie zu f identisch ist. Sonst berechnet man der worst case
Fehler € > |Ry| und der dazugehérig £ = argmax |Rp|:

£

[fD @)

_ (D)
CESE

€ = max |R,| = max

5.7 Fehlerrechnung sse2,866 und Fort-
pflanzung sse9

Sei y eine direkte Messerung von eine Funktion y von z. Ist dann
Ay der absolute Fehler und dy der relative Fehler.

y =y Ay =y(l+dy)
Der Messerungsfehler kann mithilfe von einer lineare Approxi-
mation fortgepflanzt werden.

6 Integralrechnung sss

6.1 Riemann Itegrierbarkeit sso7

Sei f in [a;b] stetig, zo = a,...,zn =bund & € [x;—1;z;].

Aim Z (&) (i —wi—1)

Ax; —0i=1 Az,

/b " (@) do = Riff} =

Bedingungen fiir f: stetig oder monoton oder beschréankt und an
hochstens endlich vielen Stellen unstetig.

6.2 Aufwendungen

b
Fliacheninhalt A= / |f(z)| dz
b
Bogenlinge L= / /14 (f'(2))? dz
a

6.3 Bestimmte Integral sso9

b
/ f(t) dt = F(b) - F(a)

/abf(t)dt:/jf(t)dt+/jf(t)dt

6.4 Mittlewertsatzt ssio0
Sei f(zx) in [a;b] stetig, dann 3¢ € (a;b) : f(§) = p (Mittelwert).

b
[ foa=f©—n  €e @)
6.5 Differenzierbarkeit sso9

d
= [ 1w a= i@

d b(=) / /
o /a(z) f(#) dt = f(b(x))b'(z) — f(a(z))a(2)
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Notation

Rot markierte Zahlen wie zB S477 sind Hinweise auf die Seiten
in der “Bronstein”: “Taschenbuch der Mathematik, 10. tiberar-
beitete Auflage”. ISBN 978-3-8085-5789-1
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